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PREFACE  DE  LA  TROISIEME  EDITION 


Cette  nouvelle  edition  renferme  d'importants  changements. 
Sans  m'arreter  aux  perfectionnements  de  detail,  je  dois  cependanl 
signaler  line  demonstration  de  la  formule  d'Ampere  et  de  Stokes 
dilT^rente  de  celle  que  donnait  l'edition  pr^c^dente ;  cette  nouvelle 
demonstration  repose  sur  la  formule  d'Ampere  et  de  Stokes  pour 
une  aire  plane,  formule  qui  peut  6tre  r^tablie  directement  ou 
rattach^e  a  la  formule  de  Green. 

Mais  les  deux  changements  les  plus  importants  sont  deux 
additions. 

Tout  d'abord,  dans  la  partie  du  Volume  consacr^e  aux  mouve- 
ments  d'un  fluide  paralleles  a  un  plan  fixe,  nous  avons  pr^sente 
un  expose  des  beaux  travaux  de  M.  Villat,  professeur  a  l'Univer- 
site  de  Strasbourg,  sur  le  mouvement  d'un  liquide  en  presence 
d'un  obstacle  fixe.  Gomme  on  le  sait,  la  solution  de  ce  probleme 
se  rattache  etroitement  a  la  th^orie  des  fonctions  d'une  variable 
complexe  et  a  l'emploi  de  la  representation  conforme. 

Une  des  difficultes,  que  M.  Villat  a  heureusement  r^solue  dans 
un  grand  nombre  de  cas,  est  de  determiner  les  lignes  de  disconti- 
nuite  partant  de  l'obstacle  solide  et  delimitant  a  l'arriere  de 
celui-ci  une  sorte  de  region  de  fluide  mort. 

M.  Villat  a  bien  voulu  rediger  lui-m6me  la  fin  du  Chapitre  XXXVI 
qui  donnc  l'essentiel  de  sa  methode  et  de  ses  resultals. 

Le  Chapitre  XXXVII  est  consacre  aux  fluides  baroclines. 

On  doit  a  M.  Bjerknes  des  resultats  tres  importants,  au  point 
de  Mic  mathgmatique,  comme  au  point  de  vue  physique  et  met^o- 
rologique.  L'expose'  de  ces  resultats,  que  le  savant  geometre  de 
Bergen  a  bien  voulu  rediger  pour  ce  Traite,  fait  l'objet  fondamental 
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de  ce  Chapitre.  Tout  le  paragraphe  I  constitue  la  redaction  de 
M.  Bjerknes.  Dans  le  paragraphe  II,  nous  avons  rapped  des 
generalisations  diyerses  de  la  Theorie  des  tourbillons,  dont  la 
plupart,  sons  une  autre  forme,  rentrenl  dans  les  travaux  die 
M.  Bjerknes. 

On  peut  appeler  barotropes  les  fluides  ou  la  density  esl  deter- 
mined uniquement  par  la  pression  en  vertu  d'une  Equation  carac- 
teristique  f(p,p)  =  o,  dans  laquelle  entrent  exclusivemenl  les 
variables  p  et  p.  Dans  ces  fluides,  il  y  a  toujours  coincidence 
entre  les  surfaces  d'ogale  pression  et  celles  d'ogale  density.  Mais, 
des  que  drautres  variables  independantes  entrent  dans  cette 
relation,  les  surfaces  des  deux  systemes  sont  inclinees  les  unes 
vers  les  a utres.  Le  fluide  devient  ce  que  M.  Bjerknes  appelle 
barocline. 

En  dehors  du  cas  ou  l'equation  caracleristique  n'est  pas  inter- 
venue  dans  nos  deductions,  nous  nous  sommes  exclusivemenl 
occupes,  dans  les  Chapitres  qui  precedent  le  Chapitre  XXXVII, 
de  la  th(3orie  des  fluides  barotropes.  Mais,  dans  l'equation  caracte- 
ristique  de  tout  fluide  naturel,  il  entre,  outre  les  deux  variables  p 
et  p,  au  moins  une  troisieme,  la  temperature.  D'autres  encore 
peuvent  intervenir,  par  exemple  la  concentration  saline  des  eaux 
de  FOcean  ou  l'humidite  de  l'air  atmospherique,  qui  varient  en 
general  d'un  point  a  l'autre. 

Comme  les  grands  mouvements  atmosphe'riques  et  oceaniques 
ont  leur  origine  exclusive  dans  les  differences  de  densite  dues  aux 
variables,  temperature,  humidite  ou  concentration  saline,  on  voit 
qu'il  est  impossible  d'etudier  completement  ces  mouvements  sans 
aborder  la  theorie  des  fluides  baroclines. 

Cette  generalisation  est  done  d'une  importance  capitale  pour  les 
applications  pratiques  de  l'Hydrodynamique.  Mais  son  interei 
theorique  n'est  pas  moindre,  car  elle  permet  de  discuter  au  fond 
les  analogies  remarquables  qui  existent  entre  le  champ  de  mou- 
vement  hydrodynamique  et  le  champ  de  force  electrique  ou 
magnetique. 

Pour  ne  pas  allonger  le  Volume,  par  Faddition  de  ces  nouvelles 
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redactions,  nous  avons  dii  supprimer  la  Note  si  interessante  que 
MM.  Eugene  et  Francois  Cosserat  avaient  bien  voulu  rediger, 
pour  Fedilion  precedente,  sur  V Action  Euclidienne. 

Moii  intention  primitive  etait  d'exposer  egalement,  a  propos  de 
la  theorie  de  1' elasticity,  les  belles  methodes  introduces  dans  la 
Science  et  dans  l'Enseignement  par  M.  Bertrand  de  Fontviolant, 
professeur  a  l'ficole  Centrale ;  ces  methodes  ramenent  a  un  prin- 
cipe  unique  et  a  une  facon  uniforme  d'operer,  les  procedes  epars 
autrefois  usites  dans  la  theorie  de  la  Resistance  des  materiaux.  Je 
comptais  r^imprimer,  dans  un  Ghapitre  special,  avec  quelques 
additions  de  l'auteur,  Fopuscule  intitule"  Les  methodes  modemes 
de  lu  Resistance  des  materiaux ,  par  Bertrand  de  Fontviolant 
( Gauthier-Villars  1 9 1 9) ;  mais  le  m£me  manque  de  place  m'oblige 
a  renvojer  Fexpose  de  cette  theorie  a  un  cinquieme  volume,  apres 
le  volume  IV  consacre  aux  figures  d'equilibre  d'une  masse  liquide 
liomogene,  en  rotation,  soumise  a  l'attraction  newtonienne  de  ses 
parlicules. 

J'adresse,  en  terminant,  mes  remerciments  a  M.  Veronnet  qui  a 
bien  voulu  revoir  la  redaction  et  les  epreuves. 

Paul  Appell. 

Paris,  i5  juillet  1920. 
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CHAP1TRE  XXVIII. 

INTEGRA LES  DE  VOLUMES,  DE  SURFACES 
ET  DE  LIGNES. 


Objet  du  Chapitre.  — Nous  etablirons  dans  ce  Ghapitre  quelques 
formules  d'un  usage  constant  en  iVIecanique  et  en  Physique  ma- 
thematique. 

I    -  INTEGRALES  DE  VOLUMES  ET  DE  SURFACES. 
FORMULE  DE  GREEN.  FLUX.  DIVERGENCE. 

533.  Transformation  d'une  integrate  de  volume  en  une  integrate 
de  surface.  Formule  de  Green. —  Soit  une  region  continue  de 
I'espace  en  chaque  point  M(x,y,  z)  de  laquelle  sont  definies  trois 
fonctions  F(.r,y.  s),  G(.r,y,  z),  H(#,  y1  z)  uniformes  et  conti- 
nues, ces  fonctions  admettant.  en  outre  des  derivees  partielles  du 
premier  ordre.  On  pent  representer  geometriquement  ces  trois 
fonctions  en  faisant  correspondre,  a  chaque  point  M(  x,  v,  z)  de 
la  region,  le  vecteur  MW  ayant  pour  origine  le  point  et  pour 
projections  les  valcurs  F,  G,  H  des  fonctions  en  ce  point. 

A   —  III.  1 
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La  region  consideree  devient  alors  re  qn'on  nomme  un  champ 
de  vectcurs.  Lc  vecteur  W  est  determine  d'une  facon  uniforme 
en  chaque  point  du  champ ;  il  ne  devient,  en  aucun  point  du  champ, 
ni  infini,ni  discontinu;  sa  direction  est  hien  determinee  en  chaque 
point,  excepte  aux  points  oil  il  devient  mil. 

Ceci  pos£,  considerons,  dans  le  champ,  un  volume  V  compose 
d'une  on  de  plusieurs  parties,  limite  par  une  surface  S.  Designons 

Fig.  278. 


par  d-  un  element  du  volume  V,  par  d?  un  element  de  la  surface  S 
et  par  a,  {3,  y  les  cosinus  des  angles  que  la  normale  MiN  a  I'ele- 
ment  d<7,  dirigee  vers  I'exterieur  du  volume  V,  fait  avec  les  axes 
coordonnes  {fig.  278). 

Nous  allons  demontrer  la  form u I e 

la  premiere  integrate  setendant  a  tousles  elements  du  volume  V 
et  la  seconde  a  tons  les  elements  de  la  surface  S. 
Pour  cela,  commengons  par  calculer  I'integrale 

que  nous  pourrons  ecrire,  en  reinplacant  d-z  par  dx  dy  dz, 

Integrons  d'abord  par  rapport  a  la  variable  x  :  cherchons  entre 
cjuelles  limiles  va  s'etendre  1'integrarion  par  rapport  a  x.  Soit, 
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dans  le  plan  yz  {  fig.  278;,  un  element  dy  dz ;  considerons  le 
prisme  qui  aurait  cet  element  pour  base  et  dont  les  generatrices 
seraient  paralJeles  a  Ox;  il  decoupe  sur  la  surface  un  element  dcrt 
en  entrant  dans  le  volume  en  M,  :  soient  a,,  p1}  y,  les  cosinusde 
la  normale  M,  N,  a  cet  element,  dirigee  vers  l'exterieur;  il  decoupe 
ensuite  un  element  d<s2  en  sortant  du  volume  en  M2  :  soient  a2, 
[j2,  y2  les  cosinus  de  la  normale  M2N2  a  cet  element,  dirigee  vers 

l'exterieur;  puis  il  rentre  en  M3,  sort  enM4,  Puisque  le  volume 

est  suppose  limite,  le  nombre  des  entrees  et  des  sorties  M,,M2, 
M3,  M4,  .  .  .  est  pair;  tons  les  elements  afa,,  d?2i  .  ont  meme 
projection  dy  dz  sur  le  plan  desjK*. 

Soient  F|,  F2,  F3,  F4,  ...  les  valeurs  de  la  fonction  F  aux 
poinls  M,,  M2,  M3,  M4,  . .  .  ;  on  a 

J  ^^  =  (F2-Ft)  +  (F4-F3)+..., 

car  Tintegrale  indefinie  est  F  et  il  faut  integrer  de  M,  a  M2.  puis 
de  M3  »  M4,  ....  L'integrale  triple  devient  done 

f  J dydz  f(F2  -  F,)     (F4  -  F3)      . .]. 

Or  la  normale  a  afo,,  dirigee  vers  Texterieur  du  volume,  fait  un 
angle  obtus  avec  Ox  ;  son  cosinus  que  nous  avons  designe  par  af 
est  negatif;  nous  avons  done 

dy  dz  =  —  a!  d?t: 

car  dy  dz  et  dct,  qui  representent  des  aires,  sont  essentiellement 
positifs.  En  <^t2,  la  normale  exterieure  fait  avec  Ox  un  angle  aigu, 
aa  est  positif,  et  l'on  a 

dy  dz  =  a2  f/a2 ; 

de  meme 

dy  dz  =  —  a3  da3 , 
dy  dz  =  a4 


Remplacons  dans  l'integrale,  il  vient 

=  f  J '(  +  ai  ds\  l7i  4-  atclas  F2  -+-  23c/c73F3  -1-  a,,  d<su  F4  -h.  .  .), 


4 
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c'est-a-dirc 


la  deuxiemc  somme  etant  etendue  a  tous  les  elements  d?  de  la 

surface  S. 

Voici  deux  applications  immediates  de  cette  formule. 
Faisons  d'ahord  F  =  i,  nous  aurons 


ch: 


rcsultal  evident  a  priori,  car  il  exprime  que  la  somme  algebrique 
des  projections  de  tous  les  elements  d  une  surface  ferme'e,  sur  un 
plan,  est  nulle. 

Faisons  ensuite  F  —  x,  nous  aurons 


formule  qui  ramene  le  calcul  d'un  volume  au  calcul  d'une  inte- 
grate double. 

Revenons  maintenant  a  la  demonstration  de  la  formule  (  1 ). 
Nous  venous  de  voir  que  Ton  a 

//.a-  /.<;•'- 

un  calcul  analogue  donne 

If  S3  *-/./>"•• 

AjoutanI  membre  a  inembre  ces  formules,  on  obtient  la  for- 
mule (  i  ). 

534.  Interpretation  geometrique .  Flux.  Divergence.  —  Consi- 
derons,  dans  le  champ  de  vecteurs  (fig.  2~N),  "n  element  super- 
acid d?  situe  au  point  M(:r,  v,  z)  et  menons  a  cet  element  la 
normale  MIS  dans  un  sens  determine;  designons  par  W„  la  pro- 
jection sur  la  normale  MN  du  vecteur  MW  de  projections  F,  G, 
11  correspondant  au  point  M.  On  appelle  flux  elementaire  a 
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t ravers  d*  dans  le  sens  MN  /<?  prod u it 

Analyliquemcnt,  si  a,  (3,  y  sonl  les  cosinus  directeurs  de  MN, 
on  a 

Wrt  =  aF-+-pG-hYH, 
el  le  flux  elementaire  est 

W„^  =  (aF  +  6G  +  YH)rfa. 

Si  l'on  considere  une  portion  finie  S  de  surface  ayanl  deux  faces, 
le  flux  total  a  travers  celte  surface  dans  un  sens  determine  est  la 
somme  des  flux  elementaires  a  travers  les  divers  elements  de  la 
surface  S:  c'esl  done  l'integrale 


ou 


II. 


(aF  +  BG  +  vH)^, 


dtendue  a  la  surface  S. 

En  chaque  point  M  du  champ,  la  quantite 

0    dF    dG  <m 

E  =  —  -+-  -  h  — 

ox      dy  az 

a  une  valeur  bien  determined  qu'on  appelle  la  divergence  du 
vecteur  W  en  ce  point.  Celte  quantite  a  une  signification  geom£- 
trique  independantc  du  c.hoix  des  axes,  comme  nous  le  verrons 
plus  loin.  Ceci  pose,  I'equation  (i),  relative  au  volume  V  situe 
dans  le  champ,  peut  s'ecrire 

elle  exprime  lc  flux  total  a  travers  la  surface  fermee  S,  de  Piute- 
rieur  vers  1'exterieur,  en  fonction  des  valeurs  de  la  divergence  aux 
divers  points  du  volume  limite  par  S. 

En  particulier,  si  Ton  applique  la  formule  ci-dessus  a  un  volume 
infiniment  petit  di  entourant  un  point  M(x,y,  z)  et  limite  par 
une  surface  s,  la  premiere  integrate  sc  reduil  a  un  seul  element,  et 
Ton  a 
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formule  qui  montre  que  la  divergence  R  a,  ait  point  M,  une 
valeur  independante  <lu  choix  des  axes;  cette  valeur  est  £gale  an 
tlux  a  Lravers  une  surface  fermee  infininient  petite,  entourant  M, 
divisc  par  le  volume  que  limite  cette  surface. 

535.  Cas  particulier  ou  V  dx  -+-  G  dy  -+-  H  dz  admet  un  facteur  inte- 
grant. —  Supposons  mainlenant  quil  exisle  un  facteur  fonction 
de  x,  y,  z  te!  que  le  produit  de  F  dx  +  G</j+  H  dz  par  ce  fac- 
teur soil  la  differentielle  tolale  d'une  fonction  z).  En 

desiffnant  ce  facteur  par— — -  ,  on  aura 

i(F  dx  ■+■  G  dy  -+-  H  dz)  =  do, 
F  dx  h-  G  dy  -+-  H  dz  =  Wo, 

(W)  p=*|,  ■-♦2; 

On  dit,  dans  certains  Ouvrages  ('),  que  le  vecteur  W  de  pro- 
jections F,  G,  H  est  alors  doublement  scalaire,  landis  que,  dans 
le  cas  general,  il  est  triplement  scalaire.  Gela  tient  a  ce  qu'on 
nomme  fonction  scalaire  une  fonction  des  coordonnees  x,  y,  z 
ajant  une  valeur  en  chaque  point  du  champ  considere.  Dans  le  cas 
general,  pour  definir  le  vecteur  W  en  chaque  point  du  champ,  il 
fa ut  connaitre  les  trois  fonction s  scalaires  F,  G,  H,  tandis  que 
dans  le  cas  actuel  il  suffit  de  connaitre  les  deux  fonctions  sca- 
laires co  et  <l. 

Si  I  on  pose,  pour  abregcr, 

&-  o  d-o  d-o 
dx-       dy-  dz* 

on  a  actuellement,  pour  la  divergence  du  vecteur  W, 

_     dF     dG     Ml  d<b  do      db  do      db  do 

E—  i  1  =  6  A  ©  H  1          H   — ■ — |  -   —  > 

dx      dy       dz       '      '      dx  dx      dy  dy      dz  dz 


(')  Voyez,  par  exemple  :  V.  Bjerknes,  Zur  Theorie  geivisser  Yektorgrossen 
( Videnskabsselskabets  Skrifter.  I.  Malh.-naturv.  Rlasse.  1898.  No.  4;  Chris- 
tiania.) 
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et  la  formule  (i)  devient 


(a) 


Le  deuxieme  membre  est  le  flux  a  travers  la  surface  S.  Le  facteur 
a^-h  ^  ^  +  Y  ^  est  appele  derivee  deep  suivant  Ja  normale  exte- 
rieure a  S  et  designe  par       Pour  justifier  cette  expression,  menons 

la  normale  exterieure  MN  en  un  point  M  de  S  {fig.  278)  et  prenons 
sur  cette  normale  un  point  M7  infiniment  voisin  de  M  a  une  distance 
MM'  =  dn.  Les  coordonnees  de  M  etant  x,  y,  z,  celles  de  M'  sont 
x  -h  a  dn,  y  -(-  (3  dn,  z  -+-  y  dn.  Quand  on  passe  de  M  a  M',  les 
coordonnees  croissent  done  des  quantity  infiniment  petites 

dx  =  a  dn,       dy  —  {3  dn,       dz  —  K(  dn; 

d'autre  part,  la  fonction  cp  croit  de 

do  do         do  , 

do  —  —  dx  -+-      ay  -f-  — '-  dz, 
dx  dy  J  dz 

d'ou,  en  remplacant  dx,  dy,  dz  par  leurs  valeurs, 

do  do  _  do  do 
—  =  a-  +3  — +  v — • 
dn        dx     r  dy  dz 

La  formule  peut  alors  s'ecrire 

)     +  }  f  f(d±dS  +  d±d^d±dJi)d^  f  f^d*. 


(3 


II  est  Evident  que,  si  Ton  prenait  de  meme  la  derivee  de  o  suivant 
la  normale  interieure,  cette  derivee  serait  egale  et  de  signe  con- 
traire  a  la  derivee  suivant  la  normale  exterieure. 


Autre  forme  de  la  formule.  —  Dans  la  formule  precedente, 
permutons  «  et  h\  puis  retranchons  la  nouvelle  formule  ainsi 
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ohtcnuc  de  (3),  1 1  \  icnl 


« i    ,     f  f  fa* -  w *  =/jf  (tg  -* 5)-* 

530.  Remarque.  —  Nous  avons  deduit  la  formule  (  3  i  de  la 
formule  (i);  on  pent  inversemcnt  deduire  la  formule  (i)  dc(  >. ). 
Kn  eflel,  faisons  dans  la  formule  ( i) 

nous  avons  et 


On  retrouverait  de  meme  lcs  deux  aulres  formules  du  n°o33,  en 
faisanl  successivemenl  dans  (2 ) 


•l>  —  (1       el       'f  —y       on       <!/  =  II  et 


o37.   Cas  oii  T  dx  -+-  G      -1-  H  rfs  e6t  une  differentielle  exacte.  — 

Supposons 

V  dx  -f-  G  </y  -h  H  ^5  =  dtp  (xtjr.  z  ), 

oz 

Le  vectcur  \\   derive  alors  de  la  seule  fonction  >  .  r  I  :  on 

peut  Tappeler  un  vecleur  simplement  scalairc.  Ge  cas  ;i  rle 
examine  en  detail  dans  le  premier  Volume,  a  propos  des  forces 
derivant  dune  fonction  de  forces  (Chap.  IV).  La  divergence  du 
vectcur  W  est  dans  ce  cas 

E  =  A? 

et  la  formule  generate  (1)  devienl 

comme  on  le  voit  en  faisant,  dans  les  formules  ^2)  et(3),  6=1. 
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II  -  INTEGRA LES  DE  SURFACES  ET  DE  LIGNES.  THEOREME 
D'AMPERE  ET  DE  STOKES.  TOURBIIXON 

o3H.  Enonce  du  th6or6me.  —  La  formule  generale  que  nous 
allons  indiquer  a  ete  donnee  par  Stokes  :  elle  avail  deja  ete  em- 
ployee par  Ampere  en  Eleciromagnetisme  dans  tin  cas  particulier. 

Considerons  un  champ  de  vecteurs  dans  lequel,  a  chaque  point 
M  [x.y,  3),  on  fail  corrcspondre  un  vectetir  MK  ayant  pour  pro- 
jections P,  Q,  R,  ces  trois  quantites  etant  des  fonctions  uniformes 
et  continues  de  x,  r,  -  dans  tout  le  champ,  admettant  des  d^rive'es 
premieres  continues. 

Imaginons,  dans  le  champ,  une  portion  de  surface  S,  non 
fermee,  ayant  deux  faces  cl  limiiee  par  un  contour  L  {fig.  279)- 

Fig.  279. 


N 

S 

/ 

Choisissons  arbitrairement  une  des  deux  faces  de  S  et  menons  la 
normale  MN  a  S  du  cote  choisi;  concevons  ensuite  un  mobile  A. 
parcourant  le  contour  L  dans  un  sens  telquc,si  Ton  mene  les  nor- 
males  a  la  surface  voisines  du  contour,  le  mobile,  en  passant  pres 
de  ces  normales,  tourne  autour  d'elles  dans  le  sens  positif  (de 
gauche  a  droite  pour  un  observaleur  debout  surla  surface  du  cote 
choisi)  :  ce  sens  de  circulation  est  indique  par  une  fleche  sur  la 
figure. 

Cela  pose,  appelons  di  un  element  superficiel  de  S;  a,  [3,  y  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  MJN  a  cet  element;  on  a 

'"  \  Vxi-(?-»-»(s-s)*'(S-?)]*- 

ou  Tintegrale  de  gauche  est  prise  tout  le  long  du  contour  L  dans 
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le  sens  indique  et  oil  celle  de  droite  est  Vendue  a  l'aire  de  la  sur- 
face S.  Dans  cette  formule,  les  axes  0#,  Oy,  Oz  sont  supposes 
oiientes  comme  dans  tout  le  cours  de  l'Ouvrage. 

539.  Demonstration  (Tun  cas particulier.  —  Supposons  d'abord 
la  portion  de  surface  consideree  S  plane  et  situ^e  dans  le  plan  xOy 
(fig-  280).  Le  point  M  a  alors  pour  coordonn^es  (x,  y,  o),  la  fonc- 
tion  R  ne  joue  plus  aucun  role ;  les  deux  fonctions  P  et  O  sont  des 
fonctions  de  x  et  y,  continues  a  l'interieur  de  l'aire  plane  S  et 
sur  le  contour  L  qui  entoure  cette  aire,  admettant  des  deViv^es 
partielles  premieres  continues.  Le  sens  positif  choisi  sur  la  nor- 
male  MN  etaut  celui  de  O2,  on  a  a  =  (3  =  o,  y  =  1.  La  formule  a 
demon  trer  devient 

(6)  Jf*pa«+Q^-.yy(g-*)*4', 

I'elemenl  d'aire  d?  etant  calcule  en  coordonnees  cartesiennes.  Le 
signe  -f-  qui  surmonte  la  premiere  integrale  indique  qu'elle 
est  prise  dans  le  sens  positif  \e  long  du  contour  L;  ce  sens  positif 
est  celui  de  la  trigonometric  Nous  avons  fait  en  280- 1  la  figure 
dans  l'espace  et,  en  280-II,  la  figure  plane  dans  le  plan  x  Oy. 
Nous  allons  partir  de  l'integrale  double 

'.-/jfS** 

etendue  a  l'aire  S,  et  integrer  d'abord  par  rapporl  a  x.  Soient 
OE=:y,  OE'  =  y  dy,  dy>o.  La  parallele  EF  a  Ox,  menee 
par  E,  penetre  dans  S  par  le  point  Mf,  d'abscisse  xK  et  en  sort  par 
le  point  M2  d'abscisse  xt.  La  tranche  d'integrale  double  com- 
prise entre  EF  et  E'F'  est 

Qi  et  Q2  designant,  les  valeurs  de  Q  en  M,  et  Ma.  On  a  ensuite 
I  -  /  T  =  /"4(QS-Q,)rfr. 


a  et  b  designant  les  ordonnees  OA  et  OB  des  tangentes  A  A'  el  BB> 
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mences  an  contour  parallelement  a  Ox.  On  pent  ^crire 
1=  f  Q*dy-±-  f  Qtdy 

en  intervertissant  les  limites  et  changeant  le  signede  la  deuxieme 

Fig.  280. 
x. 


B 

B' 

E' 

E 

A 

A' 

11. 


O  cc 

III. 


integrale.  Dans  ces  conditions,  dans  /    Q2  dy,  le  point  M2  par- 

court  lure  A'M2B',  et  dans  /  Q,  dy  le  point  M4  parcourt 
Tare  B'  M,  A'.  On  peut  done  ecrire 

I  —  C^dy, 

1'integrale  etant  prise  sur  le  contour  L  dans  le  sens  positif. 
On  a  ainsi 


(7) 
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On  demontre  de  m£me,  cn  integrant  d'abord  par  rapport  a  y, 


(7') 


d'ou,  en  ajoutant  membre  a  membre,  la  formule  (6). 

Remarque  I.  —  Nous  avons  suppose,  dans  la  demonstration, 
qu'une  paralleled  Ox  telle  que  EE  rencontre  I.  seulement  en  deux 
points  :  mais  la  formule  est  g^nerale.  Supposons,  par  exemple, 
que  le  contour  ait  la  forme  280-III,  de  telle  fa  con  que  certaines 
paralleles  a  Ox  le  rencontrent  en  qualre  points  el  d'aulres  en 
deux.  On  pent,  par  une  transversale  telle  que  JK,  decouperTaire  S 
en  deux  parties  5,  et  S2  telles  que  le  contour  de  chacune  soit  coupe 
en  deux  points  par  une  parallele  a  Ox.  On  a  alors,  en  appliquant 
la  formule  (6)  a  chacune  des  aires  S(  et  S2: 

IL  (w  -  £) dx  dy =L rdx+Q  dy  +I p  dx + Q  dy 

Les  deux  integrates  /  el  /  ,  qui  portent  snr  le  meme  element 

difFerenliel  et  qui  sont  prises  suivant  la  transversale  JK  en  sens 
opposes,  sont  oppose.es  :  en  ajoutant  membre  a  membre  les  deux 
formules  precedenies,  ces  deux  integrates  se  delruisenl  et  Ton 
obtient  la  formule  (f>)  applicjuee  au  nouveau  contour  L. 

Remarque  II.  —  La  formule  (6)  peut  aussi  elre  deduile  de  la 
formule  de  Green.  En  elfet,  considerons  le  contour  simple  L  dans  le 
plan  xOy  {fig.  281)  et  construisons  le  cylindre  droit  de  hauteur 
infinimenl  petite  s  et  de  base  S.  Puis  appliquons  la  formule  de 
Green  (1)  au  volume  V  de  ce  cylindre  et  anx  fonctions 

•F  =  Q(.r,7)<       G  =  -P(x,y),  H=o 
dans  et  sur  ce  cylindre.  On  a 

2  designant  ici  la  surface  totale  du  cylindre,  cfoun  element  decelte 
surface,  a,  [J,  v  les  cosinus  directeurs  de  la  norinale  exterieure. 
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Mais  actuellement,  en  appelant  dx  dy  un  element  de  la  base  S 
du  plan  x  Oy,  on  a 

dt  =  e  dx  dy ; 

I'integrale  triple  du  premier  membre  contient  done  s  en  facleur  et 
s'ecrit 


Quant  a  Tintegrale  double  du  second  membre,  elle  se  decom- 
pose en  une  somme  de  trois  integrates  etendues  respectivement  a 

Fig.  28«. 


la  base  inferieure  S,  a  La  base  superieure  S'  et  a  la  surface  laterale  A 
du  cylindre  : 

Jjf(aQ-pP)<te+  f£(*<±-V\))d«+fJ^(«Q-?r)dz. 

Les  deux  premieres  sont  nulles,  car,  sur  les  bases  S  ct  S',  les 
normales  etant  paralleles  a  Oz,  a  et  ^  sont  nuls.  Sur  la  surface 
laterale  A,  un  element  superficiel  d?  est  determine  par  un  element 
d'arc  ds  du  contour  L  pris  an  point  M  et  les  deux  generatrices 
infiniment  pelites  e  partant  des  extremiles  de  ds  :  d'ou  dv  ~eds. 
Si  I  on  mi:ne  la  normale  exterieure  MIS  au cylindre  et  latangente  MT 
en  M  d;ms  le  sens  positif  de  L,  les  cosinus  directeurs  de  MN  etant 
a  et  (3,  ceux  de  MT  sont  — ft  et  -f-  a,  et  Ton  a 

j  f  («Q-?l:>)^  =  ey("^?P-HaQ)^  =  £  y  +  p^+Q^, 


car  —  3  ds  —  dx,  a  ds  =  dy.  Rempla<jant  dans  la  form  tile  (G)  le 
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premier  et  le  second  membre  par  les  valeurs  ainsi  trouvees,  et 
supprimant  le  facteur  commun  e,  on  obtient  la  formule  (7),  cas 
parliculier  de  la  formule  d'Ampere  et  de  Stokes. 

540.  Demonstration  generale  de  la  formule  d'Ampere  et  de  Stokes . 

—  Dans  la  formule  generale  (5  )  qu'il  s'agit  de  demonlrer,  les  fonc- 
tions  P,  Q,  R  sont  quelconques,  sons  les  seules  conditions  de 
continuite  indiquees;  supposons  alors 

Q  =  o       et       R  =  o; 

il  s'agit  de  demontrer,  pour  une  surface  S  de  1'espace  limitee  par 
un  contour  L  {fig.  282),  )a  formule 

jT*^-/jf(»£--'5)* 

P  etant  une  fonction  donn^e  de.r,  y,  z. 

Fig.  282. 


Nous  ferons  d'abord  deux  hypotheses  particulieres  qui  dispa- 
raitront  ensuite. 

Su  pposons  :  i°que  la  portion  de  surface  S  soit  rencontree  en  un 
seul  point  M  par  une  parallele  MM1  a  Oz;  20  que,  en  tous  les  points 
de  S,  le  cosinus  appele  y  ait  un  signe  constant,  +  par  exemple. 

Si  nous  projetons  l'airc  S  sur  le  plan  des  xy  en  S,,  a  chaque 
point  M  de  S  correspondra  sa  projection  M,  interienre  a  S,,  et  a 
chaque  point  M  de  L  sa  projection  M,  du  contour  L,  de  S,.  Les 
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deux  points  M  et  Mt  ont  meme  x  et  meme  mais  la  cote  du 
point  M,  est  nulle,  et  celle  du  point  M  est  donnee  par  l'equalion 

(9)  z=f{x,y) 

de  la  surface  S.  La  fonction  P(#,  y,  z)  a  une  certaine  valeur 
P  en  M;  convenons  dappeler  P,  ce  que  devient  cette  fonction  P, 
quand  on  v  remplace  z  par  sa  valeur  /(x,  y).  Alors  P,  est  une 
fonction  de  x  el  y  seuls,  dont  la  valeur  en  M,  egale  ia  valeur  de  P 
en  M. 

On  a  ensuite 

dy  ~  dy      ~&z  ^' 

q  designant,  comrae  il  est  d' usage,  la  derivee  partielle  ^  liree  de 
l'equation  (9)  de  la  surface  S. 

La  formule  precedenle  relative  au  plan  (^')  s'appliquera  a  la 
fonction  P4  dans  l'aire  plane  S,  limitee  par  L,,  et  l'on  aura 


Mais  l'element      de  S<  a  pour  projection  horizontale 

d&  dy  —  y  da, 

puisque  y  est  positif )  quand  M{  parcourt  dans  le  sens  positif, 
M  parcourt  L  dans  le  sens  positif;  on  a 

dVx     OP  dP 

P,  =5  P  —  =  7  ; 

ay      oy  dz 

done 

D'apres  les  formules  elementaires  qui  donnent  Jes  cosinus 
directeurs  de  la  normale  a  une  surface,  on  a 

±  =  £.=  -1. 

P     9  1 
Done  iyy  ==  —  p  et  la  formule  devient  enfin 

ce  qui  est  la  formule  (8)  a  demontrer. 
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Remarque.  —  Nous  avons  suppose  y  >  o  sur  S;  si  Ton  avail 
Y<0,  il  landrail  prendre 

dx  dy  —  —  y 

mais  le  sens  posilif  sur  L  donnerait  en  projeclion  Ie  sens  negatif 
sur  L,.  II  v  aurail  un  double  changement  de  signe  el  la  formule 
subsisterait. 

II  esl  facile  maintenanl  de  faire  disparaitre  les  deux  hypotheses 
reslriclives  que  nous  avons  faites  :  quelle  que  soil  la  surface  S, 
on  peul  la  diviser,  par  des  courbes  auxiliaircs,  en  parties  lelles  que, 
sur  ehacune  d'elles,  les  deux  hypotheses  soient  verifiees. 

Supposons,  pour  fixer  les  idees,  qu'il  faille  diviser  (a  surface  S 


Kig.  283. 


en  qualre  parlies  Si,  S2,  S3,  S4  par  les  courbes  ABD,  CBE.  La 
formule  s'applique  a  chacune  des  parties;  on  a 

Ajoutant  ces  formules  membre  a  membre  el  reniarquant  que, 
dans  la  somine  des  premiers  membres,  les  integrales  lelles  que 

J'  Pdx  et  /  Pdx  prises  en  sens  contraires  sur  la  meme  courbe 
AB  */  A 

ont  une  somme  nulle,  on  obtient  la  formule  (8)  a  demontrer. 
En  faisant  une  permutation  circulairc,  on  demontre  de  meme 
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les  deux  formules 


Xq*-/jC(*2-'S;*. 


Ajoutons  ces  formules  a  la  formule  ^8),  nous  aurons  Ja  tor  mule 
de  Stokes  dans  sa  generalile  : 


1 


(F^+Q^+R^) 


-/XK£-§H(£-S)  *.(S-©]* 

oil.  Interpretation  geomgtrique  de  la  for  mule  de  Stokes.  — 

Nous  avons  appele"  K  le  vecteur  applique  au  point  M(x1y)  z)  et 
ayant  pour  projections  les  valeurs  des  fonctions  P,  Q,  R  en  ce 
point.  Considerons,  dans  le  champ  de  vecteurs,  un  contour  ferme  L 
et  menons,  en  chaque  point  A.de  ce  contour,  la  tangente  A.I  dans 
le  sens  de  circulation  choisi  sur  ce  contour  (fig-  279);  soient  dxy 
dy,dz  les  projections  d'un  deplacement  infiniment  petit  AA'  =  ds 
efl'ectue  sur  le  contour  dans  le  sens  de  circulation  choisi,  la  quan- 
tity \?dx  +  Qdy  -h  Rdz  est  egale  a  Ktds,  Kt  designant  la  pro- 
jection du  vecteur  K  sur  la  tangente,  A*.  Cela  resulte  immedia- 
te men  I  de  ce  que  nous  avons  vu  autrefois  pour  1'expression  du 
travail  elemencaire  (Chap.  IV).  On  a  done 

J  P  dx  +  Qdy+Rdz  =  jf  K,  ds, 

et  la  valeur  commune  de  ces  integrates  est  le  travail  total  qu'ac- 
complirait  une  force  fictive  egale  a  K  agissant  sur  un  mobile  qui 
parcourrait  le  contour  L  dans  le  sens  choisi. 

D'autre  part,  faisons  corresponds,  a  chaque  point  M  du 
champ,  un  deuxieme  vecteur  MW  ajant  pour  projections  sur  les 
trois  axes 

2   \  OX         Of  / 

A.  -  111. 
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Cc  nouveau  vectcur  s'appelle  le  tourbillon  ou  la  rotation  ot 
le  carl  d ii  premier  K.  [/integrate  double  figurant  dans  le  deuxieinc 
membre  de  la  formule  de  Stokes  est  alors 

a^jf  («  W*  +  p  Wjr  -4-  Y  W. )  da  »  %ff  VV„  du, 

\V„  designant  la  projection  de  W  sur  la  norniale  a  dv.  Cette  inte- 
grale  est  done  le  flux  du  tourbillon  W  a  travers  la  surface  S. 
La  formule  de  Stokes,  ecrite  sous  la  forme 


£k<</5=  2 J  f"Xn  <i*> 


pent  alors  s^noncer  ainsi  : 

Le  travail  d'un  vectcur,  agissant  sur  un  point  qui  decrit  un 
contour  ferme\  est  egal  au  double  du  Jlux  du  tourbillon  de  ce 
vecteur  a  travers  une  surface  continue  limitee  a  ce  contour. 

Cet  enonce  montre  que  le  vecteur  tourbillon  d'un  vecleur  donne 
a  une  signification  geometrique  independante  du  choix  des  axes. 
On  pcut  remarquer  que  la  divergence  du  vecteur  tourbillon  est 
nulle;  en  elfet,  d'apres  les  valeurs  de  Wx,  Wr,  Wz,  on  a  iden- 
tiqucment 

d\Vx      d\\y      d\Vz  _ 
Ox         Of  dz 

11  en  restilte  que  le  flux  de  tourbillon  a  travers  une  surface  fermec, 

situee  dans  1c  champ,  est  nul. 

543.  Cas  particuliers.  —  Dans  ce  qui  precede,  le  vecteur  K  de 
projections  P,  Q,  K  est  quclconqtie  .  V'oici  deux  cas  particuliers 
irrrportants  : 

i°  Pour  que  Pdx  -f-  Qdy  -f-  Rdz  admette  un  facteur  inte- 
grant, il  faut  ct  il  suffit  que  le  tourbillon  du  vecteur  K  soil, 
en  chaque  point,  perpcndiculaire  a  cc  vecteur. 

En  efFet.  appclons  ^  cc  facteur  integrant;  si  Ton  a 

-  (  P  dx      Q  dy  +  H</;)  =  </<p, 

y 
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on  obtienl  pour  les  projections  du  tourbillon 

x      dy  dt      dz  dy*  r      dz  dx      dx  dz 

2w-=  ^  ^  _  4  £? . 

z     dx  dy      dy  dx 

D'ou  Ton  deduit  imm^diatement 

(.0)  PWX+  QWy+RWz  =  o, 

ce  qui  demontre  que  le  tourbillon  est  perpendicuiaire  au  vecteur. 

Kcciproquement,  on  demontre  en  Analyse  que,  si  celte  condi- 
tion de  perpendicularite  ( 10)  est  remplie  identiquement,  l'expres- 
sion  Pc/x  +  Qdy  -f-  J\.dz  adinet  un  facteur  integrant. 

En  employant  une  facxm  de  parler  definie  plus  haut,  on  a  ainsi 
la  condiiion  necessaire  et  suffisante  pour  que  le  vecteur  K  soil 
doublement  scalaire. 

20  Pour  que  Pcfx • -h  Qdy  -f-  Rdz  soit  une  differentielle 
totale  exactc,  ii  faut  et  it  suffit  que  le  tourbillon  soit  iden- 
tiquement nul. 

En  effet,  les  conditions  necessaires  el  suffi sanies  pour  qu'il  en 
soit  ainsi  sont  precisement 

cm  _  <)Q  _  dj>      dR  _  dQ      dP  _ 

dy      dz        '        dz      dx        '       dx      dy  ~" 

543.  Invariants.  —  Dans  ce  qui  precede,  nous  avons  etc  conduits  a 
deduire  d'un  champ  de  vecteurs,  soit  des  fonctions  de  point,  soil  d'autres 
vecteursqui  out  des  significations  independantes  du  choix  des  axes  et  qui 
sont,  par  suite,  des  in  variants  pour  un  changement  d'axes  quelconque. 

Ainsi,  pour  un  vecteur  K  de  projections  P,  Q,  B,  la  divergence 

dQ  dK 
dx      dy  dz 

est  une  fonction  de  point  independante  du  choix  des  axes,  le  tourbillon 
est  un  dcuxieme  vecteur  independant  du  choix  des  axes,  le  tourbillon  du 
tourbillon  en  serait  un  autre,  etc. 

M .  Henricli  Burckhardl  a  l  esolu  le  probleme  general  de  determiner 
ainsi  toutes  les  fonctions  d'un  ou  de  plusieurs  vecteurs  qui  sont  des  fonc- 
tions de  points  ou  qui  peuvent  servir  a  definir  de  nouveaux  vecteurs 
( Nachricfiten  der  Koniglichen  Geseltschaft  der  Wissenschaften  zu 
Gottingen  ;  1893). 
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.*>li.  Premiere  application.  —  Soient  A  el  B  deux  points  quel- 

eonques  tlu  champ  de  vecteurs  (jig.  28^)  :  joignons-les  par  une 
courbe  C  el  considerons  lintegrale 

1=  f    P  dx  -r-  Q  dy  +  Hrfi  =  /    K,  ds, 
Jam  •  Af.B 

prise  de  A  en  B  le  long  de  cetle  courbe.  Cherchons  ce  que  doivent 
etre  Jes  fonctions  V,  Q,  R  de  x\  y,  z  pour  que  la  valeur  de  cette 
integrale  1  depende  seulement  des  positions  des  points  A  et  B  et 


non  de  la  courbe  C.  Pour  cela,  deformons  cette  courbe  d  une 
maniere  continue,  en  conservant  les  extremites  A  et  B  fixes,  de 
facon  que,  pendant  la  deformation,  elle  ne  rencontre  aucun  point 
ou  les  fonctions  P,  Q,  R  ou  leurs  derivees  soient  discontinues; 
designons  par  C,  la  courbe  ainsi  deformed.  Nous  devons  avoir, 
quelles  que  soient  les  courbes  C  et  Cf, 


^   \\t  ds  —  I     K/  ds, 


AC,  B 


ou,  en  intervertissanl  les  limites  de  la  deuxieme  integrate  el  chan- 
geant  son  signe, 


.  ds  —  0, 

ACBC.A 


l  integration  etant  faite  sur  le  contour  ferme  ACBC,A.  Ce  con- 
tour ferine  est  une  ligne  quelconque  L  tracee  dans  le  champ  de 
vecteurs;  la  question  a  resoudre  revient  done  a  celle-ci  : 

Que  doivent  ctre  les  fonctions  P,  Q,  R  pour  que  Vintegrale 


P  du  -^Qt//+R  dz, 


prise  le  long  d'une  courbe  fermee  quelconque  L,  soit  nulle? 
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Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit,  d'apres  le  thdoreme  do  Stokes, 
que  l'int^grale  double 


e'tendue  a  une  aire  S  quelconque,  soil  nude.  Or,  eelte  eondition 
exige  que,  sous  le  signe  d'integration,  les  coefficients  de  a,  y 

soient  nuls.  En  etTet,  si,  par  exemple,  ^2  —  ~  n'etait  pas  identi- 

quement  nul,  on  pourrait  prendre  pour  surface  S  une  aire  plane 

parallele  au  plan  des  yz,  assez  petite  pour  que  ait  un 

signe  constant  sur  cette  aire.  On  aurait  alors  a  =  i ,  ,3  =  y  =  o  -et 
l'intlgrafe  J,  ayant  tous  ses  elements  de  meme  signe,  ne  serai t  pas 
nulle.  Done,  il  faut  et  il  suffit  que 

aR  _      _  dP  _  dl_\  dQ  _  dp  _ 

dy  ~  7z  ~  °'        dz      dx  ~~  °'        dx      dy  ~  °' 

e'est-a-dire  que  le  tourbillon  soit  nul,  on  encore  que  Pexpression 
P  dx  +■  Q  dy  -h  R  dz 

soit  une  differentielle  totale  exacte  d'une  fonction  U(#,  y1  z). 
S' il  en  est  ainsi,  Tintegrale  I  a  pour  valeurla  difference  des  valeurs 
de  U  aux  deux  points  A  et  B. 

On  retrouve  de  cette  facon  les  propositions  d^montrees,  par  une 
autre  voie,  au  sujet  du  travail  (Chap.  TV). 

545.  Deuxi&me  application.  —  Nous  venons  de  trouver  les 
conditions  pour  qu'une  integrale  de  ligne  ne  depende  que  des 
extreniites  de  la  ligne  d'integration  et  non  de  cette  ligne  elle- 
me*me,  et  nous  avons,  en  supposant  ces  conditions  remplies, 
exprime*  cette  integrate  en  fonction  des  extremites  de  la  ligne. 

Nous  allons  chercher  de  meme  la  condition  pour  qu?une  inte- 
grale de  surface  ne  depende  que  du  contour  L  I  i  mi  tan  t  cette  sur- 
face; puis,  en  supposant  cetle  condition  remplie,  nous  exprime- 
rons  l'int^grale  de  surface  en  fonction  du  contour. 

Soil  un  champ  de  vecteurs  W  defini  par  les  projections  F,  G,  H 
du  vecteur  W  sur  les  axes.  F,  G,  H  sont  des  fonctions  de  z 
comme  plus  haut,  Soit  un  contour  quelconque  L  ;  faisons  passer 
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par  ce  contour  une  surface  continue  quelconque  S  limitee  au  con- 
tour, et  considerons  Tintegrale  de  surface 

1=  f  ^(aF  4-  pG  +  "(H)ii  =  ff&SVn(/* 

e*tendue  a  I'aire  S.  La  signification  de  celte  integrate  a  ete  donn^e 
preccdemment  :  I  est  le  flux  du  vecteur  W  a  travers  la  surface  S. 

Quand  on  fait  varier  S  d'une  maniere  continue  en  assujettis- 
sant  cette  surface  a  etre  toujours  limitee  au  meme  contour  L, 
lintdgrale  I  change  en  general  de  valeur. 

Gherchons  quelle  condition  doivent  remplir  F,  G,  H  pour  que 
Tint^grale  I  depende  uniquement  du  contour  L  el  non  de  la  sur- 
face S. 

Pour  cela  (fig-  285),  deformons  d'unc  maniere  continue  la  sur- 


Fig.  285 


face  S  passant  par  le  contour  L,  en  conservant  le  m£me  sens  pour 
les  normales  et  en  suppOsant  que  dans  cette  deformation  el  le  ne 
franchisse  aucun  point  ou  F,  G,  H  et  leurs  derivees  premieres 
eessent  d'etre  finies;  nous  transformons  ainsi  la  surface  S  en  une 
autre  surface  S,  pour  laquelle  le  sens  positif  des  normales  est 
M,N,(a,,  [3,,  y,)  et  I'el^ment  superficiel  diy.  On  devra  avoir 

J jf  (aF-+-pG-hYH)rf<r~y,  jf { a ,  F     fa  G  -h  Yi "  H  )  d<xt  =  o. 

L'ensemble  des  deux  surfaces  S  et  S<  limite  un  volume  V;  la 
normale  MN  (a,  (3,  y)  est  exterieure  a  ce  volume,  la  normale  M<  N, 
est  interieure  ;  si  en  M,  on  mene  la  normale  exterieure  M,  N',  ses 
cosinus  directeurs  sont 
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et  liquation  s'^crit 

J  ^(aF-H-pG  4- YH)oT7-f-  J  P'G-hT'H)rf<x,  =  o, 

ce  qui  vent  dire  que  I'integrale 


ff  <« 


etendue  a  la  surface  totale  S  -f-  S, ,  limitant  le  volume  V,  doit  etre 
nulle.  Mais,  le  contour  L  e*tant  quelconque  ainsi  que  les  surfaces  S 
et  S,,  la  surface  S  4-  S,  est  arbitraire.  La  question  a  resou'dre 
revient  done  a  celie-ci  :  Que  doivent  dtre  les  fonctions  F,  G,  H 
pour  que  C  integrate 


j  J  (aF-t-pG-f-fHJcfa 


etendue  a  une  surface  fermee  quelconque  soil  nulle,  e'ese^ 
d-dire  pour  que  le  flux  a  travers  une  surface  fermee  quel- 
conque soil  nul? 

D'apres  la  formule  de  Green  (n°  533),  il  taut  el  il  suffit  pour 
cela  que  I'integrale  triple 


etendue  a  un  volume  quelconque  soil  nulle  :  done,  il  faut  et  il 
suffit  que  Ton  ait  identiquement 

dF      dG  d\l 

7  ox      dy  dz 

e'est-a-dire  que  la  divergence  du  vecteur  F,  G,  H  soit  nulle. 

Telle  est  la  condition  necessaire  et  sufRsante  pour  qu'une  inte- 
grale  de  surface  ne  depende  que  du  contour. 

Celte  condition  etant  remplie,  I'integrale 


j  J  (aFH-pG  +  YH)rf<T 


doit  pouvoir  etre  evalu£e  des  que  Ton  connait  le  contour  L  de  la 
surface  d'integration  S.  Pour  re'soudre  cette  derniere  question, 
nous  demontrerons  la  proposition  d' Analyse  suivante  : 
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Si  trois  fond  ions  F,  G,  H,  de  x,  y,  z,  verifient  la  condi- 
tion ( 1 1 ),  on peut  toujours  trouver  trois  autres  fonctions  P,  Q,  R 
telles  que 


0*) 


En  d'autres  termes,  le  vecteur  F,  G,  H  peut  toujours  itre 
regarde  (et  cela  dune  infinite  de  f aeons)  comme  le  tourbillon 
dun  autre  vecteur  P,  Q,  R. 

Pour  le  montrer,  cherchons  d'abord  une  solution  particuliere 
Pi,  Qt,  Rj  des  equations  (12).  On  peut  prendre  R,  =0,  puis, 
pour  verifier  la  deuxieme  Equation, 


dR 

dQ 

dy 

dz 

dV 

dR 

dz 

dx 

dQ 

d? 

dx 

4r 

=  /   G(ar,  y,  z)dz, 


ou  z9  est  une  constante.  La  premiere  Equation  donne  alors 

S1.-- '<*•>•*>' 

la  fonction  la  plus  gene>ale  O,  v^rifianl  cette  relation  est 

Qi  =  —  /   F<>,  X,*)dz  +-y(x,y\ 

<p  £tant  une  fonction  arbitraire  de  x  ely. 

En  portant  ces  valeurs  de  P,  et  Q4  dans  la  troisieme  Equation, 
on  a 

C2/0V      dG\  dT  u/ 

-./o  [dx  +  ^)dz  +  £  =  H^f>z)- 

D'apres  l'ldentite"  (11),  supposed  remplie,  la  quantite  sous  le 
signe  /  est  —  —  ds  ;  on  a  done 

^  +  H(»,  y,  z)  -  H(x,  yy  z0)  =  H(*,  yt  z), 
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d'ou 

tL  =  H(x,ytz0). 

On  pourra,  par  une  quadrature,  determiner  une  fonction  «p 
v^rifiant  cette  derniere  equation. 

Nous  avons  ainsi  determine  trois  fonctions  particulieres  P4 ,  Q,, 
R4  telles  que 

dy  ds  ' 
dz  dr  ' 
dx  dy 

Pour  avoir  les  fonctions  P,  Q,  R  les  plus  generates  verifiant  les 
equations  ( 12),  il  sufit  de  remarquer  que  Ton  a,  par  soustraction, 

d(  R  —  Rt)  _  d(Q-Q,)  = 
dy  dz 

dfP  —  PQ     *(R  -  R.)  _ 
————————>  —  —  o, 

oz  dx 

<)(Q  — Q,)  ^  glP  —  P|)  _ 

ces  conditions  expriment  que  P  —  P4,  Q  —  Qt,  R  —  R,  sont  les 
de*riv^es  partielles  d'une  fonction  U  (x,  y,  z);  on  a  done 

03)        r-P^g.      Q  =  Q,+f,      *  = 

U  etant  une  fonction  arbitraire  de  x,  y,  z. 

Nous  pouvons  maintenant  revenir  a  notre  probleme.  Si  la  con- 
dition ( 1 1 )  est  remplie,  I'int^grale 


J  J  (aF+  pG-f-fH)rfa5 


etendue  a  une  surface  S  limitee  par  un  contour  L,  peut  s'^crire,  a 
Taide  des  fonctions  P,  Q,  R  que  nous  venoos  de  calculer, 


i6  £q u i l i b n k  et  moi  vfment  of.s  milieux  continus. 

elle  est  done,  d'apres  la  formule  de  Stokes,  6ga\e  a  lintdgrale 

prise  sur  le  contour.  Gette  dernicre  integrate  doit  avoir  la  me'me 
valeur,  quelle  que  soil  la  function  arbitraire  U  figurant  dans  les 
formules  (i3).  C'est  ce  qu'il  est  aise  de  verifier.  En  y  remplagant 
P,  Q,  R  par  les  expressions  ( i3)  on  obtient 

expression  independante  de  U,  car 

•A 

[Nous  renverrons,  pour  une  etude  plus  complete  an  point  de 
vut;  analvtique,  au  Traite  ci A naiyse  de  M.  Picard,  premier 
Volume. 

eS46.  Champ  resultant  de  plusieurs  champs  de  vecteurs.  — 

Soit  un  vecleur  W,,  de  projections  F,(#,  y,  z),  G|(j,/,  z), 
H|(#,  y,  z)y  defini  dans  une  certaine  region  de  l'espaee;  soit,  de 
m£me,  un  deuxieme  vecteur  W2,  de  projections  F2(.r,  y,  z), 
Gt(x,  y,  z),  II2(.r,  r),  defini  dans  la  meme  region.  On  a  ainsi 
deux  champs  de  vecteurs.  Le  champ  resultant  s'obtient  en  faisant 
corresponds  a  chaque  point  (x,  y,  z)  de  la  region  consideree  le 
vecteur  resultant  de  W,  et  W2. 

On  a  alors  imm^diatement  les  th^oremes  suivants  : 

La  diverge/ice  da  vecteur  resultant  est  la  somme  des  diver- 
gences des  vecteurs  composanls. 

Le  flux  du  vecteur  resultant  a  tracers  une  surface  est  la 
somme  des  flux  des  vecteurs  composants  a  tracers  la  meme 
surface. 

Le  tourbillon  du  vecteur  resultant  est  la  somme  geometrique 
des  tourbillons  des  vecteurs  composants. 

547.  Notations  vectorielles.  —  Des  notations  speciales  out  ele 
employees  par  divers  auteurs  pour  designer  les  grandeurs  num£- 
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riques  ou  g^ometriques  consider^es  dans  ce  CUapilre.  Nous  ne 
ferons  pas  usage  de  ces  notations;  on  en  trouvera  un  resume 
dans  plusieurs  articles  de  MM.  Burali-Forti  et  Marcolongo  :  «  Per 
V unificazione  delle  notazioni  vettoriali  »  publies  dans  les  Ren^ 
diconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo,  t.  XXIV,  1907,  et 
des  applications  dans  le  Calcul  nectoriel  de  J.  G.  Coffin^  traduc- 
tion francaise  par  M.  Veronnet,  chez  Gauthier-Villars. 


BIERCICES. 

i .  Si  Ton  considere  des  surfaces  ( S)  U(.r,  r,  z)  —  C,  et  si  Ton  prend  le  champ 
consUme"  par  les  vecteurs 

*  ~  R  Ox 9       P  ~~  K  dy  '       7  ~  R  dz  ' 


•  da  ,  .....  .1  1 

la  divergence  h  -r — h  -r  en   chaquc  point  de   1  espace  est  la  courbure 

0        dx      dy      dz  ^  r 

moyenne  de  celledes  surfaces  (S)  qui  passe  par  ee  point  (Appell,  Interme'diaire 
des  Mathematiciens,  191 7), 

2.  On  trouvera  des  th^orernes  analogues  au  precedent  et  de  nombreuses  appli- 
cations g£oin6triques  dans  divers  Memoires  de  ftf.  Buhl  (Annates  de  la  Faculte 
de  Toulouse,  tomes  IV,  V,  VI,  VII,  et  Dull  des  Sciences  mathematiques,  1915  a 
1918). 

3.  Soit  S  une  cloison  de  contour  L.  La  projection  cylindrique  de  S  et  L  sur 
Oxy  deTinit  le  volume  cylindrique  classique  Us.  On  definil  de  meine  V.x  et  U^.  par 
projection  sur  Oyz  et  Ozx.  Les  volumes  VT,  U^,  UB.  s'expriment  par  des  int£- 
t^grales  doubles,  attachees  a  S,  dont  les  differences  sont  transformables,  par  la 
formule  de  Stokes,  en 

I  T  -  U,  =  f'xy  dz,       U  r-  U,  =  f  yz  dx,       U,  -  VM  =  f  zx  dy. 

-7L  */|. 

4.  Le  c6ne  C,  de  base  gauche  S  et  de  sommet  0,  ayant  un  volume  V0,  on  a,  de 
meme, 

Ui-V.=  i  J z(xdy-ydx). 

(Buhl.) 

5.  Le  cone  C  decoupe,  sur  unc  sphere  de  centre  (a,  b.  c)  et  de  rayon  R,  deux 
aires  dont  la  difference  est 


(  y  dz  -  z  dy  \  -\-  hi  z  dx  -  x  dz)  ■+■  c(  x  dy  —  y  dx) 
tf+yt-t-z* 

(G.  Humbert.) 
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CHAP1TRE  XXIX. 

ATTRACTION.  POTENTIEL 


I.  -  ATTRACTION  DE  POINTS  ISOLES. 

548.  Attraction  newtonienne.  —  La  loi  de  l'atfraction  univer- 

selle  est  la  suivante  :  Deux  points  mater/els  de  masses  m  et  m' 
places  a  une  distance  r  exercent  fan  sur'  V  autre  tine  attraction 
d' in  tensile 

/mm' 

Dans  cette  formule,  la  coastante /est  Tattraction  de  l'unite*  de 
masse  sur  l'unitl  de  masse  a  I'unit^  de  distance;  la  valeur  nume'- 
rique  de  cette  constante  depend  done  du  choix  des  unites. 

Si  nous  convenons  de  regarder  Taction  mutuelle  de  deux  points 
comme  positive  quand  les  points  se  repoussent,  et  comme  nega- 
tive quand  i Is  s'attirent,  nous  pouvons  dire  que  Taction  mutuelle  F 
des  deux  masses  m  et  m'  est 

F=_2£l'. 

Dimensions  de  /.  —  La  formule  pr^cedente,  ou  F  d^signe  une 

Fr2 

force,  peut  s'^crire  /=  —  Quand  on  prend  une  unite'  de 

longueur  X  fois  plus  petite,  une  unite1  de  temps  t  fois  plus 
petite  et  une  unite  de  masse  u  fois  plus  petite,  F,  r,  m  et  m' 

deviennenl  ^r-,  rX,  ma,  m'u:  done  f  devient  f-^-z.  Si  Ton 

convient  de  prendre  comme  unite  de  masse  un  cube  d'eau  ayant 
pour  cote  l'unite  de  longueur,  on  a  jj.  =  X3  et  la  valeur  numerique 
de  /  depend  uniquement  de  Tunite'  de  temps.  Cette  remarque 
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conduit  a  des  consequences  indiquees  par  M.  Lippmann  que  nous 
avons  detaillees  a  la  fin  du  n°  230  (t.  I). 

549.  Attraction  de  plusieurs  points  isoles  sur  un  point.  Poten- 
tial. —  Soienl  n  points  fixes  de  masses  m1?  m2,  mm  el  un 
point  mobile  P  de  masse  |*  situe  aux  distances  r<?  ;*2,  rn 
des  points  fixes.  Les  valeurs  algebriques  Fl7  F2,  .-. .,  F7/  des 
attractions  de  ces  points  sur  le  point  P  sont 

f\imx                    f\>-m.i                                 fy-rrin . 
li  =  — ,        F8  =  —       2    >   •      *«  =  ~y 

r\  "2  rn 

la  resultante  F  de  ces  attractions  derive  d'une  fonction  de  forces 
que  Ton  obtient  immediateinent  comme  il  suit  (yoyez  Tome  1, 
Chap.  IV).  Imprimons  an  point  P  un  deplacement  infiniment 
petit  PP;;  le  travail  de  la  resultante  F  est  egal  a  la  somme  des  tra- 
vaux  elementaires  des  composantes  qui  sont  ¥{dru  F2dr2, 
¥ndrn  :  il  a  done  pour  expression 

f{xm{  fixm,  fixmn 

Or  cette  expression  esL  la  differentielle  totale  de  la  fonction 

.    /  nil      nin,  nxn\ 

/>  1  h .  .  .  h  . 

\  '  l        r2  rn  J 

En  posant 

on  voit  que  la  resultante  F  derive  de  la  fonction  de  forces 

Si  Ton  appelle  x,  y,  z  les  coordonnees  du  point  P,  U  est  une 
fonction  de  x,y,  z,  et  il  serail  aise  de  verifier  que  les  projections 
de  F  sur  les  axes  peuvent  s'ecrire 

II  suffit  done  de  connaitre  la  fonction  U  pour  en  deduire  rat- 
traction  des  points  donnes  sur  le  point  P.  Cette  proposition  est 
due  a  Lagrange. 
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En  particular,  ['attraction  resultanTe  K  des  points  donnes  sur 
un  point  de  masse  i  place  au  point  P  a  pour  composantes,  suivant 

les  axes,  /  — ,  /"— ,  f—  .  Cetie  force  K  est  norinale  aux  surfaces 

7  J  dx   •  <)y  ^« 

U  —  const. 

appelces  surfaces  de  niveau  ou  surfaces  tquipotentielles  :  elle 
est  dirig^e  par  rapport  a  chacune  de  ces  surfaces  du  cote  ou  U 

croit  et  a  pour  intensite ^  designant  la  derivee  de  U  sui- 
vant la  normale  a  la  surface  de  niveau. 

La  composante  de  I'attraction  K  suivant  une  demi-droitc  qucl- 
conque  PD  est  egale  a  la  derivee  de/U  suivant  la  direction  PD, 

,.-    Up— Up 
Kp  =  /hm-  pp, 

quand  PP;  tend  vers  zero  (Tome  1,  Chap.  IV). 

Nous  appellerons  le  point  P  ou  Ton  prend  la  valeur  du  poten- 
tiel ,  le  point  attire  ou  le  point  potentir ;  cette  derniere  expression 
est  employee  par  M.  Boussinesq  dans  ses  Complements  de  Calcul 
integral. 

550.  Champ  de  forces;  lignes  de  forces;  tubes  de  forces.  — 

L'ensemhlc  des  forces  K  qui  agissent  sur  un  point  de  masse  I 
occupant  successivement  diverses  positions  de  1'espacc  s'appelle 
un  champ  de  forces.  En  chaque  point  P  du  champ,  la  force  K 
est  de'terminee  :  la  direction  et  Pintensite  de  la  force  K  en  P  s'ap- 
pellent  direction  et  intensite  du  champ  au  point  P.  Sur  un  point 
de  masse  u.  place  en  P  agit  une  force  F=ru.K.  On  dit  que  le 
champ  est  uniforme  quand  les  forces  qui  le  constituent  sont 
egales  el  paralleles.  Par  exemple,  dans  une  petite  erendue,  la 
pesanteur  donne  naissancc  a  un  champ  uniforme. 

On  appelle,  d'apres  Faraday,  lignes  de  forces,  des  lignes  telles 
que  leur  tangente  en  chacun  de  leurs  points  coincide  avec  la 
force  K  du  champ  en  ce  point.  Ces  lignes  sont  les  trajectoires 
orthogonales  des  surfaces  de  niveau.  Par  chaque  point  du  champ, 
en  dehors  des  centres  attractifs,  il  en  passe  une,  et  une  seule.  Par 
exemple,  dans  un  champ  uniforme,  les  lignes  de  forces  sont  des 
droiles  paralleles;  dans  un  champ  provenant  de  I'attraction  d  un 
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seul  point  mi%  toutes  les  forces  sont  dirigees  vers  ce  point  el  les 
lignes  de  forces  sont  des  droites  concourant  en  mt. 

Tubes  de  forces.  —  Considerons  dans  le  champ  un  contour 
ferine  C  :  les  lignes  de  forces  partant  des  divers  points  de  ce 
contour  fonnent  un  tune  qu'on  nomme  tube  de  forces.  Par 
exemple,  dans  un  champ  uniforme,  les  tubes  de  forces  sont  des 
cjlindres;  dans  le  champ  produit  par  un  seul  centre  mM  ce  sont 
des  cones  de  sommet  mt. 

55 1.  Signification  mecanique  de  la  fonction  U.  —  Si  Ton  con™ 
sidere  I'unite*  de  masse  soumise  a  I'attraction  r^sultante  des 
centres  m, ,  m2,  rnn,  le  travail  elementaire  de  cette  attraction 
resultanle,  correspondant  a  un  deplacement  infiniment  petit  de 
cette  unite  de  masse,  est 

fdl). 

Supposons  que  I'unite  de  masse  passe  de  la  position  P0,  ou  le 
potentiel  a  la  valeur  U0,  a  la  position  P  ou  il  a  la  valeur  U,  le 
travail  de  la  resultante  des  attractions  est 

En  particulier,  si  la  position  P0  est  infiniment  eloignee,  U0  est 
nul,  car  routes  les  distances  /•,,  r2}  r„  commencent  par  etre 
infinies,  et  I  on  a 

T  =  /U. 

La  valeur  de  la  fonction  fU  en  un  point  P  est  done  le  travail  de 
la  resultante  des  attractions  stir  un  point  de  masse  unite  aniene 
de  I'lnlini  a  la  position  P. 

552.  Attractions  electriques  et  magnetiques.  —  On  sail  qu'une 
masse  electrique  ou  magnetique  peut  etre  positive  ou  negative. 
Soient  deux  masses  electriques  m  et  m'  placees  a  la  distance  r  : 
si  Ton  convient,  comme  plus  haut,  de  regarder  Taction  mutuelie 
de  ces  deux  masses  comme  positive  quand  elles  se  repoussent  et 
comme  negative  quand  elles  s'attircnt,  cette  action  mutuelle  F  a 
pour  valeur  algebriquc 
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k  designant  une  constante  positive;  en  eflet,  quand  m  et  m'  sont 
de  meines  signes,  les  masses  m  el  m'  se  repoussent;  quand  m  elm' 
sont  de  signes  contraires,  elles  s'attirent. 

La  m£me  formule  donne  Taction  mutuelle  de  deux  masses  ma- 
gnetiques. 

On  passera  done  des  formules  relatives  a  ('attraction  newto- 
nienne  aux  formules  relatives  aux  attractions  et  repulsions  elec- 
triques  ou  magneliques,  en  remplagant  la  constante  /  par  la 
constante  —  k. 

A  cause  de  ce  changemcnt  de  signe,  la  force  appliquee  a  Tunite 
de  masse  qui,  dans  l'attraction  newtonienne,  est  dirigee  par  rap- 
port aux  surfaces  de  niveau  du  cote  des  poteniiels  croissants, 
est,  au  contraire,  dans  les  attractions  electriques  ou  magneliques, 
dirigee  du  cote  des  poteniiels  decroissants. 

En  resume,  qu'il  s'agisse  d'allraction  newtonienne  ou  detrac- 
tions et  repulsions  electriques  el  magnetiques,  on  est  toujours 
rainen£  a  calculerla  fonclion  potentielle 

Exemple.  —  Soient  deux  masses  agissanres  de  masses  4  et  i 
placees  aux  points  A  et  B.  On  a 


/*,  el  r2  designant  les  distances  du  point  P  aux  deux  centres  A 
et  B.  Les  surfaces  equipotentielles 

U  =  C 

sont  e\idemment  de  revolution  autour  de  AB  :  il  suffit,  pour  les 
determiner,  de  connaitre  leurs  traces  sur  un  plan  passant  par  AB. 

Dans  ce  plan,  les  lignes  equipotentielles  ont  la  forme  indiquee 
dans  la  figure  286  emprunlee  au  Traite  (V E lectricite  et  de  Ma- 
gnetisme  de  Maxwell  et  reproduile  dans  les  Lecons  sur  VElec- 
tricite  d'Eric  Gerard.  Si  C  est  tres  grand,  la  ligne 

U  =  C 


se  compose  de  deux  courbes  fermees  entourant  Tune  A,  I'autre  B 
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car,  pour  que  U  soit  tres  grand,  il  faut  que  r,  ou  r2  soil  tres 
petit.  La  constante  C  diminuant,  il  arrive  un  moment  ou  ces  deux 
courbes  fermees  se  soudent  de  facon  a  former  une  courbe  unique 
avec  un  point  double  entre  A  et  B.  Puis,  G  diminuant  encore,  ies 
lignes  equipotenlielles  forment  des  courbes  fermees  entourant  les 
deux  points  a  la  fois. 

Fig.  aS6. 


En  cbaque  point,  la  force  resultante  est  normale  a  la  surface 
equipotentielle  passant  par  ce  point.  En  particulier,  au  point 
double  entre  A  et  B,  la  force  devrait  etre  normale  aux  deux  nappes 
se  soudanl  en  ce  point;  comme  cela  est  impossible,  il  faut  en 
conclure  qu'en  ce  point  la  force  est  nulle  et  que  ce  point  est  une 
position  d'equilibre  (d'ailleurs  instable). 

Les  lignes  equipotentielles  tracees  en  traits  pleins  surla  figure 
correspondent  a  des  valeurs  du  potentiel  variant  en  progression 
arithmetique.  Les  lignes  pointillees  sont  des  lignes  de  force.  En 
A.  -  III.  3 
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cha(|ite  point,  la  force  est  dirigee  suivant  la  ligne  de  force,  du 
cote  ou  U  croit,  et  a  approximativement  une  intensite  inverse- 
ment  proportionnelle  au  peti L  segment  de  ligne  de  force  compris 

entre  les  deux  surfaces  de  niveau  voisines. 

553.  fenergie  potentielle  d'un  systeme  de  points  soumis  a  des 
forces  newtoniennes.  —  Soient  n  points  mobiles,  de  masses  m,, 
s'attirant  suivant  la  loi  de  Newton;  appelons  r*/,  la 
distance  des  points  /??,,  nij  :  Taction  mutuelle  de  ces  deux  points 

es! 

Si  Ton  deplace  infiniment  peu  tous  les  points,  le  travail  ele- 
mentaire  de  Taction  mutuelle  des  deux  points  mly  m ,  est 

la  somme  de  tous  les  travaux  elementaires  des  actions  mutuelles 
des  points  deux  a  deux  est 

la  somme  etant  etendue  a  toutes  les  combinaisons  des  points  m<, 
m2,        mn  deux  a  deux.  On  pent  ecrire  evidemment  Texpression 

ci-  dessus 

en  posanl 


L'expression  /V  s'appelle  energie  potentielle  du  systeme  des 
points  ffi,,  w2,  . . .,  m„  (n°  353). 

Quand  ces  points  passent  (Tune  position  initiale  a  une  position 
finale,  le  travail  total  des  forces  attraclives  est  egal  a 


\0  et  V  designant  les  valeurs  de  la  fonction  V  dans  )es  positions 
initiale  et  finale.  En  particulier,  si  dans  la  position  initiale  les 
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points  sont  infiniment  eloigned  les  uns  des  autres,  on  a 

jfwv. 

L1  energie  potentielle  des  points,  dans  une  certaine  confi- 
guration, est  done  le  travail  total  que  produiraient  les  forces 
attractives,  si  les  points,  d'abord  infiniment  eloignes  les  uns 
des  autres,  etaient  amenes  a  la  configuration  considered. 

On  peut  dire  aussi  que  cette  energie  potentielle  estle  travail  des 
forces  exterieures  qu'il  faudrait  faire  agir  sur  le  systeme  de  points, 
dans  la  configuration  consideree,  pour  separer  ces  points  et  les 
amener  an  repos,  a  des  distances  infinies  les  uns  des  autres. 

Autre  expression  de  V energie  potentielle.  —  La  fonction 

v  =  V  mtmJ 

peut  etre  ecrite  comme  il  suit  . 


I 

m,  ( 

f  w2 
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m3 

4-  —  \ 
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mt  | 

(  mx 
\r%,\ 

m3 

^2,3 

ri,n/ 

-h 

I 

•1 

mn  | 

(  mx 
U.j 

mi 

in,,-\ 
.  H  — 

r  n,n—\ 

ou  r/}j  =  r,j.  Dans  cette  expression,  le  coefficient  de  m,  est  la 
somme  des  quotients  des  masses  autres  que  m{,  par  leurs  distances 
a  n%y  ;  celui  de  m2,  Ja  somme  des  quotients  des  masses  autres  que 
m2  par  leurs  distances  a  m2,  etc.  On  peut  remarquer  que  cette 
expression  de  V  r^sulte  aussi  du  theoreme  des  fonctions  homo- 
genes  applique  a  V  consideree  comme  fonction  de  mK ,  w2,  . . .,  mn. 

Soient  alors  Ui  la  valeur  du  potentiel  des  masses  m2,  ntz,  mn 
au  point  />?,  ;  L  2  celle  du  potentiel  des  masses  m{ ,  /n3,  . . .,  mn  au 
point  m2.  etc.;  U,  la  valeur  du  potentiel  de  toutes  les  masses 
excepte  /??/  au  point  m{  ;  on  peut  ecrire 

V  =  ^  ( ni\  Uj  -+-  m2  U5  m„  Un), 

ou 

(3)  V^^mU. 
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554.  Flux  de  force.  —  Prenons  d'abord  un  element  de  surface 
infiniment  petit  dcr  place  ail  point  P  et  menons  la  normale  PN  a  cet 
element  dans  un  sens  determine'  :  pour  distinguer  les  deux  faces 
de  cet  element,  nous  appellerons  face  positive  celle  qui  porte 
la  normale  PN  et  face  negative  l'autre  face.  Soient  K  la  force  du 
champ  an  point  P,  9  Tangle  de  cette  force  avec  PN,  et  K,,  la  pro- 
jection de  cette  force  sur  PN.  D'apres  une  definition  deja  donnee 
(n°  534),  on  appelle  flux  de  force  a  travers  I'element  ds  dans  le 
sens  PN  la  quantite 

K  cos  6  da  =  K„  da. 

Soit  U  le  potentiel  en  P;  on  sait  que  la  composante  K„  suivant 

PN  a  pour  valeur/^,  la  derivee  etant  prise  normalement  a 

I'dlement  dans  le  sens  PN;  le  flux  de  force  elemen ta ire  a  travers dv 
a  done  aussi  pour  expression 

Ce  flux  est  positif  ou  negatif  suivant  que  9  est  aigu  ou  obtus  ou, 
ce  qui  revient  au  meme,  suivant  que  U  croit  ou  decroit  pour  un 
deplacement  efl'ectue  dans  le  sens  PN. 

Si  la  force  K  est  la  resultante  de  plusieurs  autres,  K/,  K", 
le  flux  de  force  du  a  K  a  travers  d<r  est  la  somme  des  flux  de  forces 
dus  aux  composantes  K',  ¥J ,  ...  Gela  resulte  de  ce  que,  en  prp- 
jetant  sur  PN,  on  a 

K«  =  K'/t  -+-  K"t.  -+-.... 

Flux  de  force  a  travers  une  surface  detendue  finie.  —  Le 
flux  de  force  a  travers  une  portion  de  surface  S,  dans  un  cerrain 
sens,  est  la  somme  des  flux  de  force  a  travers  les  divers  elements 
superficiels  ds  de  cette  surface.  II  a  done  pour  expression 

f  ^Tk  cosO  da  =  f  jf  K„  da  =  f  j jf  ^ 

('integration  etant  etendue  a  la  surface  S. 

Interpretation  du  flux  de  force.  —  Imaginons  un  liquide  a 
l'etat  de  regime  permanent  remplissant  1'espace  cons  id  ere,  et  sup- 
posons  que  chaque  molecule  liquide,  en  arrivant  au  point  geome- 
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hrique  P,  y  possede  une  vitesse  egale  a  K  en  grandeur,  direction  el 
sens.  Les  vitesses  des  diverses  molecules  liquides  sont  ainsi  repre- 
sentees par  les  monies  vecteurs  que  les  forces  du  champ  :  les  tra- 
jectoires  des  molecules  liquides  sont  les  lignes  de  forces.  Prenons 
un  eminent  superficiel  da  fixe  place  en  P  Nous  allons  montrer 
que  le  volume  du  liquide  traversant  V element  o?ar,  dans  le 
sens  PN  pendant  C  unite  de  temps,  est  egal  precisement  a  K„  de, 
c^est-a-dire  au  flux  de  force  a  travers  da.  En  efTet,  considerons 

Fig.  287. 


K 


les  molecules  liquides  placees  a  I 'instant  t  sur  da  :  a  1  instant  t  -+-  dt, 
chacune  d'elles  se  sera  avancee  de  K  dt  dans  la  direction  K  :  les 
molecules  ayant  traverse  da  dans  le  temps  dt  forment  done  un  cy- 
lindre  oblique  de  base  da  et  d'arete  K  dt ;  la  hauteur  de  ce  cylindre 
est  K„  dt  et  son  volume  K„  da  dt.  Le  volume  de  liquide  traversant 
da  dans  l'unite  de  temps  est  done  bien  K„  da. 

D'apres  cela,  le  flux  de  forces  a  travers  une  surface  d'etendue 
finie  est  egal  au  volume  du  liquide  traversant  cette  surface  pen- 
dant l'unite  de  temps. 

555.  Expression  du  flux  de  force  dans  le  cas  ou  le  champ  pro- 
vient  de  Pattraction  d'un  seul  point.  —  Supposons  qu'il  n'existe 
qu'un  centre  attractif  de  masse  m  \  la  force  K  agissant  sur  l'unite 

de  masse  placee  en  P  est  alors  dirigee  suivant  P  m  et  egale  a  f~> 

r  designant  la  distance  P  m  ;  le  potentiel  est 


les  surfaces  de  niveau  sont  des  spheres  de  centre  m  et  les  tubes  de 
forces,  des  c6nes  de  soinmet  m. 
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i°  Flux  de  force  elementaire.  —  Soientcfa  un  element  super- 
ficiel  plac<$  en  P,  PN  Ja  normale  a  cet  element  et  8  Tangle  m  PN 
que  fait  la  force  R  avec  cette  normale;  le  flux  de  force  a  travers 
d<r  dans  le  sens  PN  est 

la  de>ivee  <Hant  prise  dans  le  sens  PN  (fig.  288). 

Conside*rons  le  c6ne  de  sommet  m  et  de  base  da  :  soir  du>  Tou- 

Fig.  288. 


verture  de  ce  cone  £gale  par  definition  a  l'aire  de  sa  trace  sur  une 
surface  spheVique  de  centre  m  et  de  rayon  1  ;  soit  du>'  l'aire  de  la 
trace  du  me'me  c6ne  sur  une  sphere  de  centre  m  et  de  rayon 
mP  =  r.  Supposons  d'abord  9  aigu  :  Tangle  du  plan  de  d<j  avec celui 

de  dd)'  est  9  et  Ton  a 

dm'  —  da  cos 8, 

car  du>'  peut  3tre  regards  comme  la  projection  de  d<s  sur  le  plan 
tangent  a  la  sphere  de  centre  m  et  de  rajon  m  P  =  r.  D'ailleurs, 

.        du)'      da  cos  ft 


On  a  done,  pour  le  flux  de  force  a  travers  d<?, 
flux  =  fm  dtu. 

Si  nous  supposons,  au  contraire,  9  obtus,  Tangle  aigu  du  plan 
de  d<7  avec  celui  de  dd  est  it  —  9  et  Ton  a 

dm'  —  —  d<z  cos  8, 

—        —      da  cos  8 
w  —  —  _  — 
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L'expression  du  flux  est  alors 

flux  =  —  fm  dm. 

Le  flux  elementaire  a  travers  d<r  est  done 

±  fm  dto, 

ou  il  faut  prendre  -j-  ou  —  suivant  que  8  est  aigu  ou  obtus,  ou 
encore  suivant  que  l'on  voit  du  point  m  la  face  positive  ou  la  face 
negative  de  l'element  d<?y  en  appelant  face  positive  celle  qui  porte 
la  normale  PN. 

Premier  exemple  de  la  conservation  du  flux  dans  un  tube 
de  forces.  —  Dans  lecas  actuel.  les  tubes  de  forces  sont  des  cones 
de  sommet  m  :  prenons  un  de  ces  cones  d'ouverture  dto;  le  flux 
est  le  ineme  a  travers  routes  les  sections  e/ar  du  c6ne  et  egal  a 
zhfmdto.  lmaginons  qu'un  iiquide  a  1'etat  de  regime  regulier 
se  meuve  de  facon  que  chaque  molecule  ait  une  vitesse  repre- 
sentee par  le  meme  vecteur  que  la  force  du  champ  au  point  ou 
elJe  se  trouve.  Alors  les  molecules  suivent  des  droiles  dirigees 
vers  m,  et  Ton  pent  regarder  un  lube  de  forces  com  me  un  canal 
conique  que  suit  le  courant  en  se  dirigeant  vers  le  point  m,  ou  la 
vitesse  du  courant  devient  infinie  et  oil  le  courant  disparait  comme 
dans  une  prise  d'eau.  La  quancite  de  Iiquide  rraversant  une  sec- 
tion quelconque  du  tube  pendant  Funile  de  temps  est  fmdw; 
elle  est  constante. 

2°  Flux  a  travers  une  surface  d'etendue  finie.  —  Soit  S  une 
portion  de  surface  a  laquelle  on  mene  les  normales  Pft  d'un  cote 
determine.  Le  flux  de  force  a  travers  S  provenant  de  Taction  d'un 
seul  point  m  est  la  somme  des  flux  elementaircs  a  travers  tous  les 
elements  de  de  S;  il  a  done  pour  valeur 

fm  J  ±  do), 

dit)  etanl  l'ouverture  du  cone  ayant  pour  sommet  m  et  pour-base 
un  des  elements  d<r  de  S,  et  le  signe  etant  choisi  comme  nous 
l'avons  vu.  Si  Ton  designe  par  0  la  somme 
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qu'on  pent  appeler  valeur  algebrique  de  rouverlure  du  cone  C 
constitue'  par  la  reunion  de  tons  les  cones  el^mentaires  ayant  m 
pour  sommet  el  pour  bases  les  divers  elements  da  de  S,  le  flux  de 
force  a  travers  S  dans  le  sens  PIN  est 

/me. 

Ce  cdne  G  est  un  tube  de  forces;  le  flux  traversant  une  section 
quelconque  du  cone  est 

/me. 

3°  Flux  de  force  du  a  un  point  a  travers  une  surface  fer- 
mee.  —  Trois  cas  sont  a  distinguer,  suivant  que  le  centre  attrac- 
tif  m  est  a  l'interieur  ou  a  Texterieur  de  la  surface  ferm^e,  ou  sur 
la  surface. 


Premier  cas.  —  Quand  le  centre  attractif  est  a  linterieur 
a" une  surface  fermec,  le  flux  total  a  travers  cette  surface  de 
Cexterieur  vers  C  inter  ieur  est 

titfm. 

La  face  positive  de  la  surface  est  alors  la  face  interne.  Du 
point  m  comme  sommet,  tracons  un  cone  d'ouverture  infiniment 
petite  dtii;  ce  cone  decoupe  sur  la  surface  un  nombre  impair  d'ele- 
ments  superacids  da,  da',  da",  ...  tournant  alternativement  leurs 

Fig.  289. 


faces  positives  et  leurs  faces  negatives  vers  le  point  m.  D'apres 
cela,  le  flux  a  travers  da  est  posilif  et  egal  a  fmdta:  de  meme  le 
flux  a  travers  da'  est  negatif  et  egal  a  —  frndto;  a  travers  da",  il 
est  fnidto,  ...el  ainsi  de  suite.  Comme  le  nombre  des  elements 


CHAPITBE  XXIX.  —  ATTRACTION .  POTENT1EL.  41 

rf<r,  do? ,  dv" ,  .  . .  est  impair,  la  somme  des  flux  de  force  a  travers 
ces  elements  est 

fm  dtii. 

Si  maintenant  on  considere  tous  les  cones  elementaires  traces 
dans  toutes  les  directions  autour  de  m,  on  voit  que  la  somme  des 
flux  de  force  a  travers  tous  les  elements  de  la  surface  est 

fm  ^ dm. 

Acluelieme  est  I'aire  de  la  sphere  de  rayon  i  ou  4  T5*  0° 

a  done  pour  flux  total 

4  it fm. 

Ce  theoreme  devient  intuitif  par  la  comparaison  avec  le  mou- 
vement  d'un  liquide.  Si  Ton  imagine  tous  les  cones  ei^menlaires 
de  sommet  m  et  d'ouverture  dio  orientes  dans  toutes  les  direc- 
tions autour  de  ce  point,  chacun  de  ces  c6nes  est  le  siege  d'un 
courant  uni forme  qui  amene  vers  le  point  m  dans  Tunite  de  temps 
une  quanlite  de  liquide  egnle  a  fmdu>.  La  quantite  totale  de 
liquide  qui,  dans  ce  menie  temps,  penetre  dans  une  surface  fermee 
entourant  m  est  alors  evidemment 


ce  qui  donne  le  theoreme  a  demontrer. 

Le  flux  de  force  de  Y  interieur-  vers  Vexterieur  a  travers  la 
meme  surface  est  egal  et  de  signe  contraire  au  precedent;  il  a  pour 
valeur 

—  /,  r.fm. 

Deuxieme  cas.  —  Quand  le  centre  attractif  est  a  Vexterieur 
d'une  surface  fermee,  le  flu  x  total  a  travers  cette  surface  est 

NUL. 

En  eilet,  si  du  centre  attractif  m  comme  sommet  on  decrit  un 
cdne  d'ouverture  inflnimcnt  petite  dto  (fig.  289),  ce  c6ne  coupe 
la  surface  en  un  nombre  pair  d'elements  dv,  dv' ,  ...  tournant altei> 
nativement  leurs  faces  negatives  et  positives  vers  m.  A  travers  le 
premier  element,  le  flux  de  l'exterieur  vers  l'inte'rieur  est 

—  fm  do>, 
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a  travers  le  deuxieme  il  est  -f-  fm  d<o. .  . .  Comme  le  nombre  de  ces 
elements  est  pair,  la  somme  de  ces  flux  est  nulln.  Le  flux  total  a 
travers  la  surface  est  done  nul. 

Ge  the'oreme  devient  evident  a  l'aide  de  la  comparaison  deja 
faite.  Le  courant  qui  suit  chaque  cone  elementaire  de  sommet  m 
entre  dans  la  surface  en  un  point,  mais  en  ressort  integralement 
par  un  autre.  La  somme  alge"brique  des  quantity  de  liquide  pe- 
netrant dans  la  surface  est  done  nulle. 

Troisieme  cas.  —  Si  le  point  m  est  sur  une  surface  fermee, 
Le  flux  de  force  a  travers  la  surface  de  Vexterieur  vers  Vinte- 
rieur  est  2  it  fm,  a  condition  qu-au  point  m  leplan  tangent  a  la 
surface  soit  bien  determine. 

En  efFet,  si  l'on  considere  tous  les  cdnes  eMementaires  d'ouver- 
ture  dii)  ayant  m  comme  sommet,  ceux  de  ces  cones  qui  sonl,  par 
rapport  au  plan  tangent  en  m,  du  mdnie  cote  que  1'interieur  de  la 
surface,  coupent  celle-ci  en  un  nombre  impair  d'elements  superfi- 
ciels  et  le  flux  qui  entre  par  un  de  ces  cones  est  fmdio ;  au  contraire, 
ceux  des  cones  qui  sont  de  I'autre  cote  du  plan  tangent  en  m 
coupent  la  surface  en  un  nombre  pair  d'elements  et  le  flux  qui 
entre  dans  la  surface  par  un  de  ces  cones  est  nul.  La  somme  des 
flux  qui  entrent  est  done  la  somme  des  quantites  fmdts)  relatives 
aux  cdnes  situes  a" un  cote  du  plan  tangent,  e'est-a-dire  nzfm,  car 
la  somme  des  ouvertures  de  ces  cones  est  l'aire  d'une  demi-sphere 
de  rayon  1 . 

556.  Th6or6me  de  Gauss.  —  Soient  m,,  m2,  . . .,  mn  un  nombre 
quelconque  de  masses  attirantes,  les  unes  exterieures,  les  aulres 
interieures  a  une  surface  fermee.  Le  flux  de  forces  total  a  tra- 
vers cette  surface  de  Cinterieur  vers  Vexterieur  est  egal  au 
produit  de  — 4^/  par  la  somme  des  masses  interieures.  En 
effet,  Je  flux  de  forces  total  provenant  de  toutes  ces  masses  est  egal 
a  ia  somme  des  flux  de  forces  provenant  de  chacune  d'elles;  celles 
qui  sont  exterieures  donnent  des  flux  de  forces  mils;  celles  qui 
sont  interieures  donnent  des  flux  de  forces  de  la  forme  —  fafm. 
Le  flux  total  est  done 

—  4r/M  . 

M;  de'signant  la  somme  des  masses  interieures. 
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Autre  forme  du  theoreme  precedent.  —  Soit  (J  le  potentiel 
des  masses  m4,  m2l  . . .,  mn,  le  flux  de  forces  a  travers  un  element 
de  surface  d<r  de  I'interieur  vers  1'exterieur  est 

^  designant  la  de>iv£e  prise  suivant  la  normale  exte>ieure  a  l'^le- 
ment.  Le  flux  de  forces  total  a  travers  une  surface  fermee  S  est  done 


Tint^grale  etant  etendue  a  toute  la  surface.  Ce  flux  est  d'ailleurs 
egal  a  — on  a  done 


ss 


—-da  = —  ^izm  . 
an 


557.  Conservation  du  flux  dans  un  tube  de  forces.  — -  Imaginons 
uu  champ  produit  par  1' attract! on  de  masses  mt1  m2,  . .  .,  mnet  un 
tube  de  forces  correspondant  a  ce  champ  (n°  549).  Soient  S  et  Sf 
deux  sections  transversales  planes  on  courbes  faites  dans  cetube. 
Supposons  que  dans  le  tube,  il  ne  se  trouve  aucune  masse  agis- 
sante  entre  les  deux  sections.  Alors  le  flux  de  forces  traversant 
la  section  S  dans  un  certain  sens  est  egal  au  flux  de  forces 
traversant  S'  dans  le  meme  sens.  En  eflet,  considerons  la  sur- 
face fermee  constitute  par  les  deux  sections  S  et  S'  et  les  parois 
du  tube.  Le  flux  de  forces  total  a  travers  cette  surface  fermee  est 
nul,  d'apres  le  theoreme  precedent.  Mais  le  fluxde  forces  a  travers 
la  paroi  laterale  est  nul,  car,  en  un  point  de  la  paroi  laterale,  la 
force  du  champ  est  tangente  a  cette  paroi  et  sa  composante  nor- 
male est  nulie;  done  les  flux  de  forces  sortant  de  la  surface  fer- 
mee a  travers  les  sections  S  et  S'  sont  egaux  et  de  signes  con- 
traires.  On  p'eut  dire  aussi  que  le  flux  de  forces  entrant  par  la 
section  S  est  egal  au  flux  sortant  par  S'. 

Si,  entre  les  deux  sections  S  et  S'  du  tube  de  forces  se  trouvent 
des  masses  agissantes  ayant  pour  somme  M',  un  raisonnement  ana- 
logue montre  que  le  flux  do  forces  entrant  par  S  est  egal  au  flux 
sortant  par  S'  augmente  de  47T/M'. 

Supposons  que  le  tube  ait  une  section  innniment  petite  et  soient 
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et  da'  deux  sections  droites  entre  lesquelles  ne  se  trouve  au- 
cune  masse  attirante;  les  forces  en  da  et  dv'  sont  normales  a  ces 
sections;  en  ecrivant  que  les  flux  sont  egaux,  on  a 

le  long  d^un  tube  de  force  infiniment  petit,  la  force  varie  done 
en  raison  inverse  de  la  section  droite. 

Dans  la  cdmparaison  avec  le  mouvement  permanent  d'un  liquide, 
le  tube  de  forces  se  pre'sente  comme  un  tuyau  dans  lequel  circule 
le  liquide.  La  quantite  de  liquide  traversant  deux  sections  S  et  S' 
est  la  m£me,  a  condition  qu'entre  S  et  S'  ne  se  trouve  aucune 
prise  d'eau;  sinon  la  difference  enlre  ces  deux  quantiteVest  egale 
au  liquide  absorbe  par  les  prises. 

Ge  th^oreme  montre  que  les  tubes  de  forces  ne  peuvent  pas  s'ar- 
reUer  brusquement  dans  la  portion  de  l'espace  ou  ne  se  trouve 
aucune  masse  agissante;  car,  si  un  tube  se  retrecissait  de  facon 
a  avoir  finalement  une  section  nulle  en  un  point,  la  force  devien- 
drait  infinie  en  ce  point.  Un  tube  de  forces  se  continue  done  jus- 
qu'a  ce  qu'il  revienne  sur  lui-meme  en  constituant  un  canal,  ou 
jusqu'a  ce  qu'il  s'^loigne  indefiniment,  ou  enfin  jusqu'a  ce  qu'il 
rencontre  une  masse  agissante. 

Faraday  evalue  le  flux  de  forces  a  travers  une  surface,  par  I'image 
suivante  :  Supposons  que  Ton  prenne  une  unite  de  surface  tres 
petite  et  appelons  lube  de  forces  unite  un  tube  dans  lequel  le  flux 
de  forces  est  egal  a  i .  Nous  pouvons  alors  nous  representer  l'espace 
comme  rempli  de  tubes  de  forces  unites  places  les  uns  a  c6te  des 
autres  Le  flux  a  travers  une  surface  sera  sensiblement  e*gal  au 
nombre  de  tubes  de  forces  unites  traversant  cette  surface. 

555.  Equation  de  Laplace.  —  Le  potentiel 

est  une  fonction  des  coordonnees  x,y,  z  du  point  P,  finie  et  con- 
tinue dans  tout  l'espace,  excepte  aux  centres  attraclifs  eux-memes 
ou  elle  est  evidernment  infinie.  Nous  allons  montrer  qu'en  lous 
les  points  de  l'espace,  a  I'exception  des  centres  attraclifs,  elle 
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ve>ifie  1'equation  de  Laplace 


d*U      D«U     a*U  _ 


ou,  sous  forme  abr^gee 


AU  =o. 


En  effet,  eri  appelant  a,,  6,,  c«  les  coordonnees  du  point  fixe  /??,, 
on  a 


done 


r\  _  0(x  — a,)a  i_ 

__n     o  (*  —  c,)'  r_ 

Ajoutant  ces  trois  expressions,  on  trouve  ze>o  dans  le  deuxieme 
membre.  Done 


De  meme 


A  —  =  O,        ....        A  —  =  o. 


Or,  d'apres  l'expression  de  U 


i  i  r 

AU  =  mi  A  h  nil  A  h .  .  .  H-       A  —  ', 

rt  rt  rn 


done 

AU  =o. 


559.  Autre  demonstration  du  theorem  e  de  Gauss.  —  La  demon- 
stration du  n°  556  a  un  caractere  ele^nentaire ;  en  voici  une  autre 
reposant  sur  1'equation  de  Laplace. 

i°  Soit  d'abord  une  surface  ferme~e  S  ne  contenant  dans  son 
inter  ieur  aucun  des  centres  attractifs.   Le  flux  de  forces  a 
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travers  cette  surface,  de  l'interieur  vers  I'exterieur,  est 

la  derivee  etant  prise  siuvant  la  normale  exterieure.  La  fonction  U, 
ainsi  que  ses  derivees  premieres  et  deuxiemes,  etant  unifonne  et 
finie  dans  S,  on  a,  d'apres  la  formule  (4)  du  n°  537, 

i:ntegrale  triple  etant  etendue  au  volume  V  limite  par  S.  Mais 
on  a 

AU  =  o; 

l'integrale  triple  est  done  nulle  et  il  en  est  de  meme  de  l'inlegrale 
double.  Le  flux  de  force  est  done  nul. 

2°  Soit  maintenant  une  surface  fermee  S  coutenant  dans  son 
interieur  certains  des  centres  attraetifs  mn  //?2,  mp.  Le  flux 
de  force  a  travers  cette  surface  de  l'interieur  vers  I'exterieur  est 

la  derivee  etant  prise  vers  I'exterieur.  La  fonction  L  u'est  pas  con- 
tinue dans  tout  l'interieur  de  S,  car  eile  devient  infinie  aux  points 
m4,  />i2,  mp  (fig.  290).  De  ces  points  comme  centres  res- 

Kig.  290. 


peclifs  decrivons  des  spheres  s,,  si1  . . .,  sp  de  rayons  tres  petits; 
considerons  le  volume  V  interieur  a  la  surface  S  et  exlerieur  a  ces 
spheres.  Ce  volume  est  limite  par  les  surfaces  S,  s,,  s*,  $p. 
Dans  ce  volume  la  fonction  U  est  continue,  ainsi  que  ses  deri- 
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vees;  on  a  done,  d'apres  la  formule  (4)  du  n°  537, 

AU  dx. 


la  premiere  integrate  etant  etendue  a  l'ensemble  des  surfaces  S, 
s{,  5Jt  . . sp  et  la  deuxieme  au  volume  V.  Mais  on  a 

AU  =  o, 

done  l'integrale  triple  est  nulle  et  l'on^eut  ecrire 

(4)  fl£d°+ff£d°+---+ffd£d°=°< 


en  decomposant  l'integrale  double  en  ses  diverses  parties.  Dans 
cette  formule,  les  derivees  de  U  sont  prises  suivant  les  normates 
exterieures  au  volume  V  :  sur  cbaque  surface  spheriquela  derivee 
est  done  prise  vers  l'interieur  de  la  sphere.  Galculons  l'integrale 

etendue  a  I'aire  de  la  sphere  st.  On  peut  ecrire 

FT  ,WI  TT 

oil  U|  est  une  fonction  continue  dans  ${,  car  e'est  le  potentiel  des 
masses  m2,  m3,  . . .,  mn,  dont  aucune  n'est  dans  la  sphere  s<. 
On  a  alors 


La  deuxieme  integrate  est  nulle  d'apres  le  premier  cas  examine, 
car  e'est  le  flux  de  forces  a  travers  st  provenant  des  masses  /w2, 
/w3,  .  . .,  »i„,  toutes  exterieures  a  st .  Quant  a  la  premiere,  comme 
la  normale  inlerieure  a  la  sphere  en  un  point  P  coincide  avec  le 
rayon  Pra< ,  on  a,  en  appelant  rt  la  distance  du  point  P  au  centre  mK 
et  r,  -\-drx  la  distance  au  centre  du  point  P'  infiniment  voisin 
de  P  sur  la  normale  P/7i,, 

dn  =  PP'  =  -  dru 
d'?±  d™< 

 n  _  n_  __  nix 

dn  drx  r\ 


48  EQUILIBRK  ET  IIOOVEM KNT  DBS  MILIEUX  CONTINUS. 

Done 

car,  sur  la  sphere  s},  la  distance  rt  est  constante  et  la  somme  des 
elements  ds  est  l'aire  de  la  sphere  /\^r\.  Les  autres  int^grales 
figurant  dans  l'equation  (4)  sont  de  m£me  egales  a  47t#*2,  •••> 
/}Tzmp;  et  cette  equation  donne  finalement 


is. 


^  dC  =  —  47c(ml  -+-  ntt-h.  .  .  -+-  m,,)  = —  4^M', 


M'  designant  la  somme  des  masses  attiranles  inferieures  a  S.  Le 
theoreme  est  ainsi  demontre. 


II.  -  MASSES  CONTINUES.  -  GENERALITIES. 
SIMPLE  ET  DOUBLE  COUCHE. 

560.  Potentiel  d'une  masse  continue.  —  Les  theorem es  que 
nous  venons  de  demontrer,  relativement  au  champ  de  forces  cree" 
par  I'attraction  de  points  materiels  isoles,  s'etendent,  comme  l'a 
montre  Lagrange,  au  champ  de  forces  cree  par  I'attraction  de 
masses  continues.  II  suffit,  pour  cela,  de  regarder  une  masse  con- 
tinue comme  formee  d'un  nombre  infiniment  grand  de  masses 
iufiniraent  petites.  Le  potentiel 

m 
r 

se  trouve  alors  remplace  par  une  integrate  definie. 

Divisons  la  masse  continue  en  elements  de  masse  infiniment 
pelits  din  :  soient  a,  b,  c  les  coordonnees  d'un  de  ces  elements, 
r  sa  distance  au  point  P( x,  y,  z), 

r  =         —  a)*-+-  (y  —  b)*-+-  {z  —  c)5. 

L'attraction  newtonienne  de  l'element  dm  sur  Tunite  de  masse 
placed  au  point  P  a  pour  projections 

-f?-^dm,     -fLllldm,  -/L^Sdm. 
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La  resultante  K.  de  ces  attractions  a  done  pour  projections 


(K)  j  V=-ff£^dm, 

les  integrates  etant  etendues  a  tous  les  elements  attirants  dm. 
Considerons  alors  la  fonction  de  x,  y,  z 

la  regie  de  differentiation  sous  le  signe  j* >  provisoirement  admise, 
donne  immediatement 

La  force  K  du  champ  derive  done  de  la  fonction  fU. 

De  meme,  l'attraction  eleclrique  ou  magnetique  d'une  masse 
e^ectrique  ou  magnetique  continue,  sur  un  point  P  de  masse 
unite,  derive  de  la  fonction  — kU. 

561.  Surfaces  de  niveau.  Lignes  et  tubes  de  forces.  Flux  de 
force.  —  Les  d^Hnitions  et  les  proprietes  donnees  plus  hautpour 
les  surfaces  de  niveau,  les  lignes  et  tubes  de  forces,  le  flux  de 
force,  s'etendent  d'elles-memes  au  champ  de  forces  cree  par  l'at- 
traction d'une  masse  continue. 

562.  Equation  de  Laplace.  —  Nous  avons  vu  que  le  potentiel  U 
d'un  systeme  de  points  isoles  est  une  fonction  des  coordonn^es  x, 
y,  z  du  point  attire  P  verifiant  1'equation  de  Laplace 

AU  =  o 

tant  que  le  point  P  ne  coincide  pas  avec  un  des  points  attirants. 
On  pent  done  prevoir  que  le  potentiel  d'une  masse  continue  veri- 
fiera  egalement  liquation  de  Laplace,  en  tous  les  points  de  Ves- 
pace  situes  en  dehors  des  masses  attirantes.  Pour  le  verifier, 
A.  -  III.  L 
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rcprenons  l'expression 


du  potcntiel,  l'integrale  etant  etendue  a  tous  les  elements  de  la 
masse  attirante.  Dans  cetle  integrate 

r  =  \/{x  —  a)*-+-  (y  —  6)*-+-  (z  —  c)1, 

x,  y,  z  d^signant  les  coordonn^es  du  point  attire"  et  a,  6,  c  celles 
de  Ferment  attirant  dm;  dans  Tintegration  x,  y,  z  sont  done 
regardes  comme  constants  et  les  coordonnees  a,  6,  c  de  dm 
varient  seules;  d'ailleurs,  leslimites  de  Tintegration  sont  ind^pen- 
dantes  de  x,  y,  z. 

Si  le  point  x,  y,  z  est  exterieur  a  la  masse  attirante,  r  ne  s'an- 
nnle  pas  dans  Tint^grale,  tous  les  elements  de  l'integrale  restent 
finis  et  Ton  peut  appliquer,  sans  objection,  la  regie  de  la  diffe- 
rentiation sous  le  signe J •  On  a  alors 

Calculant  de  meme  les  derivees  secondes  par  rapport  a  x  et^>', 
on  a 

AU  =  j  \l-dm, 

el  comme  A  y  =  o  (n°  558),  on  a 

AU  =  o. 

L'equation  de  Laplace  est  ainsi  demontree.  Elle  exprime  que  la 
divergence  de  l'attraciion  est  n ulle  en  dehors  des  masses  atti- 
rante s. 

563.  Lignes,  surfaces  et  volumes  attirants.  —  Les  masses  con- 
tinues dont  on  eltidie  l'attraciion  peuvent  former  une  ligne.  une 
surface  ou  un  volume. 

En  Mecanique  celeste,  quand  on  veut  eludier  les  attractions 
inutuelles  des  astres,  on  est  conduit  a  des  att:  actions  de  volumes. 
Dans  la  theorie  de  I'electricite,  on  est  conduit  a  des  attractions  de 
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surfaces,  car  la  matiere  atlirante  est  alors  repartie  sur  la  surface 
des  corps  conducteurs.  L'attraction  d'une  ligne  n'a  pas  de  signifi- 
cation physique  directe,  mais  on  ramene,  dans  certains  cas, 
^attraction  d'un  volume  on  d'une  surface  a  celle  d'une  ligne. 

564.  Potentiel  d'une  ligne.  — Soientcfc  un  element  de  longueur 

de  la  ligne,  dm  sa  masse;  le  rapport  ^  =  p  s'appelle  densite 

lineaire  de  la  ligne  attirante.  Gette  densite  peut  varier  d'un  point 
de  la  ligne  a  Tautre;  quand  elle  est  constante,  la  ligne  est  homo- 
gene.  Cela  pose,  en  adoptant  les  notations  precedentes,  on  a  pour 
la  valeur  du  potentiel  de  la  ligne  au  point  P(#,  y,  z) 


I'inte'grale  £tant  prise  le  long  de  la  ligne. 

Le  potenliel  est  alors  exprime  par  une  integrale  simple.  II  est 
une  fonction  continue  de  x,  y,  z  admettant  des  derivees  egalement 
continues  en  tous  les  points  ne  coincidant  pas  avec  un  des  ele- 
ments de  la  ligne  attirante.  Enfin  la  fonction  U  verifie  l'equation 
de  Laplace. 

AU  =  o, 

en  tous  les  points  non  situes  sur  la  ligne  attirante. 

565.  Pqtentiel  d'une  simple  couche.  —  Soit  une  couche  attirante 
d'epaisseur  infiniment  petite  ajant  la  forme  d  une  surface  S.  Soient 
dv  un  element  superficiel  de  celte  couche.  dm  la  masse  de  ma- 
tiere attirante  contenue  dans  cetle  element;  le  rapport  =  p  s'ap- 
pelle densite  superjicielle  de  la  couche  attirante ;  quand  p  est 
constant,  la  couche  attirante  est  homogene.  En  designant,  comme 
plus  haut,  par  r  la  distance  du  point  potentie  P  (ir,  y,  z)  a  I'ele- 
ment  dm  de  coordonnees  a,  b,  c,  on  a  pour  le  potentiel 

dm       f  r  p  da 


• -I9-J £ 


r 


Dans  cette  integrale,  a,  6,  c,  p  sont,  sur  la  surface  S,  des  fonc- 
tions  de  deux  parametres.  On  a  done  a  calculer  une  integrale 
double. 
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La  fonction  potentielle  U  ainsi  que  rattraction  K  qui  en  derive 
sont  continues  en  tous  les  points  P  de  l'espace  non  situe's  sur  la 
surface  atrirante.  Le  potentiel  U  reste  m£me  continu  quand  le 
point  P  traverse  la  surface  attirante;  mais  Tattraction  varie  alors 
d'une  maniere  discontinue.  G'est  ce  que  nous  montrerons  d'abord 
sur  des  exemples.  Eofin,  en  tous  les  points  non  situe's  sur  la 
couche,  la  fonction  U  ve>ifie  liquation  de  Laplace  AU  =  o. 

566.  Example.  —  Potentiel  d'une  couche  spherique  homog&ne 
infiniment  mince.  —  Nous  allons  etablir  les  propositions  suivantes  : 

Soit  une  couche  spherique  homogene  infiniment  mince  de 
masse  totale  M,  de  centre  O  et  de  rayon  R;  la  valeur  du poten- 
tiel de  cette  couche  en  un  point  P  interieur  a  la  couche  est 
M 

constante'et  egale  #  j^-;  la  valeur  du  potentiel  en  un  point  P 
exterieur  a  la  couche  est  egale  a 

Premier  cas  :  le  point  P  est  interieur.  —  Tracons  du  point  P 
comme  sommet  un  c6ne  d'ouverture  infiniment  petite  dexoupant 
sur  la  sphere  deux  elements  superficiels  d<r  et  dd  places  a  des 


Fig.  290. 


distances  r  et  r'  de  P.  Soit  p  la  densile  superficielle  de  la  couche; 
les  masses  dm  et  dm'  des  elements  d<r  et  d<r'  sont 

dm  =  p  dz,       dm'  =  p  da' ; 
leurs  attractions  sur  I' unite  de  masse  placed  en  P  sont  dirige'es  en 
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sens  contraire  el  ont  pour  intensites 
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/p  da         /p  da' 

Mais  les  elements  d<r  el'  da1  font  des  angles  e'gaux  9  avec  une 
ge'ne'ratrice  quelconque  AA;  du  c6ne  :  si  done  on  decrit  de  P 
comme  centre  avec  PA  =  r  et  PA'=r'  comrae  rayons  des  surfaces 
sphe'riques,  le  c6ne  considere  ddcoupe  sur  ces  surfaces  des  e'le'- 
ments  du>  et  dta'  qui  peuvent  etre  regarded  comme  les  projections 
de  da  et  cfo'sur  un  plan  perpendiculaire  aux  generatrices,  et  l'on  a 

doi  =  da  sin  8,       dm'  =  da'  sin  6  ; 

d'autre  part,  dta  et  dm'  sont  proportionnels  aux  Carre's  de  leurs 
distances  r  et  r'  au  sommet  P ;  on  a  done 

du>  _  da  _  r* 
dZ7  ~  37  ~~  r'*' 

da  _  da' 

7?  —  71" 


Les  attractions  des  elements  da  et  d<r'  sur  le  point  P  sont  done 
^gales  et  oppos^es.  Toute  la  surface  de  la  couche  pouvant  ainsi 
6tre  divisee.en  couples  d'elements  d<r  et  da'  dont  les  actions  se 
neutralisent,  Taction  totale  de  la  couche  sur  le  point  P  est  nulle. 
Done,  en  tous  les  points  interieurs,  le  potentiel  est  constant,  car 

ses  ddriv^es  partielles        ~>  ~  qui  definissent  l'attraction  sont 

nulies.  La  valeur  constante  de  ce  potentiel  a  Fintdrieur  est  ^gale 
a  sa  valeur  au  centre,  qui  est 

M 


U=2-R  =  JiZm=R 


Deuxieme  cas  :  Le  point  P  est  exterieur.  —  Soit  P'  le  point 
conjugue'  harmonique  de  P  par  rapport  aux  deux  extre'mite's  du 
diametre  OP,  e'est-a-dire  le  point  tel  que  OP  OP'  =  R2.  Soit  dm 
un  eiement  de  masse  plac£  en  A.  Les  triangles  OAP  et  OAP'  sont 
semblables,  car  ils  ont  un  angle  £gal  O  compris  entre  c6t£s  pro- 
portionnels :  en  appelant  r  et  r'  les  distances  AP  et  AP',  on  a 
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done 


r  _  OP 
r'  ~  R 


Le  potentiel  U  au  point  P  est 

remplagant  r  par  sa  valeur  tir6e  de  la  relation  pre'ee'dente,  on  a 

ii      R    C  dm 

Cette  derniere  integrale  j  ^  est  la  valeur  du  potentiel  de  la 

Fig.  291. 


couche  au  point  inter ieur  P'  :  on  a  done,  d'apres  le  premier  cas, 

f  dm  _  M 

M 


et 


OP 


Nous  avons  ainsi  l'expression  du  potentiel  au  point  exterieur  P. 
Ce  potentiel  estle  mgme  que  si  tome  la  masse  de  la  couche  etait 
concentree  au  centre.  On  en  conclut  que  I1  attraction  d'une 
couche  spherique  homogene  sur  un  point  exterieur  est  la  meme 
que  si  toute  la  masse  de  la  couche  etait  concentree  au  centre. 
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Continuite  du  potentiel.  —  Quand  le  point  P,  situe  d'abord  a 
l'exterieur,  se  deplace  d  une  maniere  continue,  le  potentiel  varie 
d'une  maniere  continue  :  quand  P  atteint  la  couche  infiniment 

M 

mince,  le  potentiel  prend  la  valeur  ~  qu'il  conserve  ensuite  dans 

tout  l'interieur.  Le  potentiel  varie  done  d'une  maniere  continue 
quand  P  traverse  la  couche.  II  n'en  est  pas  de  meme  pour  I'attrac- 
tion. 

Discontinuite  de  1' attraction.  —  Si  le  point  P  est  infiniment 
voisin  de  la  couche  a  V  exterieur,  l'attraction  est  dirigee  suivant 

PO  et  egale  a        ;  si,  au  contraire,  le  point  P  est  infiniment 

voisin  de  la  couche  a  Vinterieur,  l'attraction  est  nulle.  Cette 
attraction  varie  done  brusquement  quand  P  traverse  la  couche.  En 
appelant  p  la  densite  superficielle  de  la  couche,  on  a  M  =  4^cR2p, 
et  Ton  voit  que  la  composante  de  V attraction  normale  a  la 
couche  (composante  qui,  dans  le  cas  actuel,  se  confond  avec  l'at- 
traction meme)  varie  de  ^/p  quand  le  point  P  traverse  la 
couche. 

Energie  potentielle  de  la  couche.  —  Nous  avons  vu  (n°  553) 
que  l'energie  potentielle  d'un  systeme  de  points  materiels  soumis 
a  l'attraction  newtonieone  est 

m  de'signant  la  masse  d'un  quelconque  des  points  du  systeme  et 
U  la  valeur  du  potentiel  des  autres  points  en  m.  Dans  le  cas  actuel, 
si  dm  est  un  element  de  la  couche,  la  valeur  du  potentiel  du  reste 

de  la  couche  en  dm  est  l—  ;  on  a  done 
K 

2j   R  i  R 

567.  Attraction  d  une  aire  plane  homogene.  —  Soit  une  aire 
plane  S  homogene  de  densite  superficielle  p.  L'attraction  H  de 
cette  aire  sur  un  point  m  de  masse  i  peui  etre  decomposed  en  deux 
forces,  I'une  dirigee  suivant  la  perpendiculaii e  mp  au  plan  et 
l'autre  H,  dirigee  parallMement  au  plan.  Nous  nous  bornerons  au 
calcul  de  Hp,  qui  conduit  a  un  resultat  simple  souvent  employe'. 
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Un  element  d'aire  d<r  place  en  P  a  une  distance  Pm  =  r  du 
point  m  exerce  en  m  une  attraction  eldmentaire  dont  la  com- 

posante  suivant  mp  est 

9  ddsignant  Tangle  Pmp.  La  composante  Hp  de  Tattraction  totale 
est  la  soinme  de  ces  composantes  elementaires 

Tint^grale  etant  etendue  a  l'aire  attirante  S.  Le  calcul  de  cette 
integrate  estidentique  a  celui  que  nous  avons  fait  n°  555  pour  le 
calcul  du  flux  de  forces  du  a  un  point  a  travers  une  surface.  En 
eflet,  si  Ton  mene  la  normale  PN  a  I'element  d<r  du  cote  de  m, 


Fig.  29 

1. 
./n. 

f  H 

S  p 

p 

0  est  aussi  Tangle  mPN  ;  la  force  est  done  le  flux  de  forces  qui 
serait  produit  par  un  centre  attractif  de  masse  p  place  en  m  a  tra- 
vers Taire  plane,  dans  le  sens  PN.  Si  Ton  considere  le  cone  ayant 
pour  sommet  m  et  pour  base  Taire  plane,  et  si  Ton  designe  par  0 
Taire  decoupee  par  ce  cone  sur  une  sphere  de  centre  m  et  de 
rayon  1,  on  a,  comme  on  Ta  vu  au  n°  555, 

HP=/pe. 

Si  le  point  attire  m  est  tres  pres  du  plan  attirant,  a  une  distance 
du  plan  qui  est  infinimenl  petite  par  rapport  aux  distances  du 
point  m  aux  points  du  contour  de  Taire,  Taire  0  diflere  infiniment 
peu  d'un  hemisphere  ;  on  a  done  alors 

tip=  27t/p. 
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II  va  de  soi  que  i'on  ne  petit  rien  dire  a  priori  de  la  compo- 
sante  Hf  parallele  au  plan,  puisque  cette  composante  depend  de  la 
forme  du  contour  de  l'aire.  Dans  le  cas  particulier  ou  le  contour 
de  l'aire  a  pour  centre  de  sym^trie  la  projection  p  du  point  attire*  m 
sur  le  plan,  il  est  evident  que,  par  raison  de  symdtrie,  Hf  est 
nude. 

Discontinuite  de  ^attraction  quand  le  point  m  traverse  la 
surface  attirante.  —  Si  Ton  prend  deux  positions  m  et  m'  du 
point  attire  infiniment  rapprochees  de  la  surface  S  et  syme'triques 
l'une  de  l'autre  par  rapport  au  plan  de  cette  surface,  on  voit  que 
les  composantes  H,  et  H't  de  l'attraction  sur  ces  deux  points  sont 
identiques,  par  raison  de  symeHrie  ;  mais  les  composantes  Hp  et 
sontegales  a  2T:/p  etdirigees  en  sens  contraire,  l'une  suivant  m/>, 
l'autre  suivant  m'p.  La  composante  de  V  attraction  nor  male  a  la 
surface  attirante  subit  done  une  variation  brusque  de  4™/? 
quand  le  point  m  traverse  la  surface  attirante. 

On  a  ainsi  un  deuxieme  exemple  d'un  fait  general  deja  signale" 
a  propos  de  l'attraction  d'une  couche  spherique. 

568.  Attraction  de  deux  aires  planes  homogenes  identiques 
plac6es  en  face  Tune  de  Tautre.  —  Gonsiderons  deux  aires  planes  S 
et  S'  homogenes  et  identiques  placees  de  facon  a  former  les  deux 
bases  d'un  me'me  cylindre  droit.  La  symetrie  de  la  figure  par 


Fig.  993. 


rapport  au  plan  Q  equidistant  de  S  et  S'  permet  de  montrer  que 
les  attractions  de  S  sur  les  divers  elements  de  S'  ont  Une  re'sul- 
tante  unique  F'  normale  a  S' ;  reciproquement,  les  attractions 
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de  S'  sur  Jes  elements  de  S  ont  une  resultante  F  egale  et  directe- 
ment  opposee.  En  efl'et,  soit  h  rallraclion  d'un  element  a  de  S 
sur  un  Element  b'  de  S' ;  associons  a  h  l'attraction  h'  de  l'eldment  b 
de  S  symdlrique  de  b'  par  rapport  a  Q  sur  I'element  a'  de  S'  syme- 
trique  de  a.  Ges  deux  forces  h  et  egales  et  dirigees  suivant  les 
diagonales  b'a  et  a' b  du  reciangle  aa'bb',  ont  e>idemment  une 
resultante  normale  a  S'  et  dirigee  vers  S  :  toutes  ces  resultantes 
elementaires  se  composent  en  une  force  F'.  Pour  calculer  F  et  FA, 
prenons  sur  S'  un  element  d<j  de  masse  p  d<r  place  en  m ;  la  compo- 
sante  fl,,  de  l'attraction  de  S  sur  Tunile  de  masse  placee  en  m  est, 
(''apres  ce  qui  precede,  /p6,  ou  6  est  Tangle  solide  sous  lequel 
on  voit  de  m  Taire  S;  sur  I'element  pda  le  plan  S  exerce  done 
une  attraction  dont  la  composante  normale  an  plan  est 

/p8.p  da ; 

l'attraction  resultante  F'  de  S  sur  S'  etant  normale  a  S'  est  la 
somme  de  ces  composantes  normales.  Done 

f' = f  ==/p'  y fed(i' 

Cas  ou  les  plans  sont  a  une  distance  infiniment  petite  par 
rapport  a  leurs  dimensions.  —  Dans  cette  hypothese,  pour  rous 
les  points  m  de  S',  excepte  pour  les  points  infiniment  voisins  des 

bords,  on  a  sensiblement  &  =  -itz.  Comme,  d'autre  part,  j '  j di 
est  l'aire  S  des  deux  surfaces  planes,  on  a 

F  =  F'  =  27t/p,S, 

formule  employee  dans  la  theorie  des  condensateurs  electriques. 

569.  Discontinuity  de  l'attraction  d  une  simple  couche  quand  le 
point  attire  traverse  la  couche.  —  Soit  une  surface  attirante  S  de 
densite  superficielle  variable  p.  Soient  A  un  point  de  la  surface, 
m  et  m'  deux  points  places  sur  la  normale  en  A,  infiniment  pres 
de  la  surface  et  de  part  et  d'autre  de  A.  Appelons  H  et  H'  les 
attractions  de  la  surface  surl'unite  de  masse  placde  en  met  en  m', 
et  Hp,  H^,  les  composantes  de  ces  attractions  suivant  la  normale 
mm',  eslim^e  positivement  dans  le  sens  mm'.  On  a,  dans  ces 
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conditions, 

p  ddsignant  la  valeur  de  la  densite  en  A.  Nous  ne  de'montrerons 
pas  ce  theoreme  en  toute  rigueur  et  nous  nous  contenlerons  de 
l'indication  suivante,  en  renvoyant  pour  plus  de  derails  aux  lecons 
de  Riemann,  Schwere,  E lectricilat  und  Magnetismus.  Tracons 
sur  la  surface,  autour  du  point  A,  une  courbe  ferm^e  detachant 
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une  aire  ires  petite  S4.  La  surface  S  est  ainsi  partagee  en  deux 
parties  S|  et  S2=S —  L'atlraction  de  S  sur  un  point  quel- 
conque  P  est  la  somme  geomerrique  des  attractions  H1  et  H2 
de  S,  et  S2.  Quand  le  point  attire  P  va  de  m  en  m',  l'attraction  H2 
de  S2  varie  d'une  maniere  continue,  car  P  ne  traverse  pas  S2  :  les 
composantes  normales  de  H2  aux  points  m  et  m'  different  done 
infiniment  peu.  La  petite  surface  S<  peut  e"tre  regardee  comrae 
une  aire  plane  situee  dans  le  plan  tangent  en  A  et  ayant  une  den- 
site constante  p  :  en  lui  appliquant  le  resultat  demonlre  pour 
l'attraction  d'une  aire  plane  (n°  567),  on  voit  que,  P  allant  de  in 
en  m\  la  composante  normale  de  H4  diminue  de  4^p/«  Done  la 
composante  normale  de  H,  somme  des  composantes  normales 
de  H,  et  H2,  diminue  de  /\tz /p. 

Cette  propriete  a  ete  entrevue  par  Coulomb,  precise^  par 
Poisson  et  demontree  rigoureusement  par  Laplace  et  Cauchy. 

570.  Aimant  elementaire.  —  On  appelle  aimant  elementaire 
un  aimant  dont  les  dimensions  peuvent  etre  regardees  comme  infi- 
niment petites  par  rapport  aux  dimensions  du  champ  dans  lequel 
on  etudie  son  action.  Les  aimants  elementaires  sont  supposes  avoir 
la  forme  de  cylindres  droits  avec  les  p61es  concentres  sur  les  bases. 
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Soient  m  la  masse  rnagne'lique  positive  r^pandue  sur  le  pole  N, 
—  m  celle  du  pole  S,  c  la  longueur  de  l'aimant ;  conside'rons  une 
masse  rnagne'lique  e'gale  a  Tunite'  positive  placed  ea  P,  a  des  dis- 
tances r  et  r3  des  p6les  S  et  N.  Le  potentiel  magneuque  en  P  est 

m      m      m(r  —  r') 


\j  —  \?  m  _  rn  m 


rr 


Comme  la  longueur  e  de  l'aimant  est  infiniment  petite  par  rap- 
port aux  distances  r  el  /•',  le  produit  rr'  est  sensiblemenl  £gal  a  r2 ; 

Fig.  295. 


d'autre  part,  si  Ton  d^crit  un  arc  de  cercle  NA  de  P  comme  centre 
avec  PN  comme  rayon,  le  triangle  SNA  rectangle  en  A  donne 

SA  =  r  —  r'  —  e  cos  6, 

8  eHant  l'angle  de  l'axe  de  l'aimant  pris  dans  le  sens  SN  avec  la 
droite  qui  joint  l'aimant  au  point  P.  Done 

^       me  cos 8 

r* 

On  peut  aussi  exprimer  ce  resultat  de  la  facon  suivante  :  Ecri- 
vons 

1  1 

U  =  me  ; 

e  ' 

le  facteur  X  —  -  est  Taccroissement  A-  de  la  fonction  -  quand 
r       r  r  r  n 

on  passe  du  point  S  au  point  voisin  N  situe  a  une  distance  c  de  S. 
Comme  e  est  suppose  infiniment  petit,  le  rapport  i  A  j  est  la  de'ri- 
v£e  de  £  prise  dans  le  sens  SN,  c'esl-a-dire  suivant  la  normale 
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menee  a  la  base  S  du  cole  de  N.  Si  nous  designons  cette  de*rivee 


r 


f  nous  aurons 

d- 

U  =  m  £  — —  • 
dn 


La  droite  SN  est  l'axe  de  1'aimant  eMEmentaire,  et  la  quantity  e/n 
son  moment,  d'apres  Poisson. 

Expression  analytique.  — Rapportons  1'aimant  elementaire  a 
trois  axes  rectangulaires  et  appelons  a,  (3,  y  les  cosinus  des  angles 
que  fait  l'axe  SN  avec  les  axes,  nous  avons  l'expression 


dans  laquelle  a,  (3,  y  sont  des  constantes.  Cette  fonction  U,  Etant 
un  potentiel  du  a  des  attractions  et  repulsions  en  raison  inverse 
du  carre  de  la  distance,  satisfait  a  l'equation  de  Laplace  en  dehors 
de  1'aimant  elementaire.  Cela  est  aise  a  vdrifier,  car  de  i'iden- 
tite*  A^  =  o,  on  deduit,  en  differentiant  par  rapport  a  #,  y  ou 

On  a  done  AU  =  o. 

L'expression  U  du  potentiel  d'un  aimant  elementaire  depend, 
comme  onvoit,  des  dErivees  premieres  de  y  Des  potentiels  conte- 
nant  des  dErive'es  d'ordres  plus  eleves  se  rencontrent  en  pyroElec- 
tricite'  et  en  piezoelectricite  (Maxwell,  Treatise  on  Electricity 
and  Magnetism). 

Surfaces  equipotentielles .  —  Dans  cet  exemple,  les  surfaces 
Equipotentielles  U  =  const,  sont  Evidemment  de  revolution  autour 
de  l'axe  SN  :  il  suffit  done  de  construire  les  courbes  Equipoten- 
tielles dans  un  plan  passant  par  SN.  Si  Ton  prend  SN  comme  axe 
polaire,  ces  courbes  ontpour  Equation 

cos0 
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Expression  de  la  force  appliquee  au  point  P  de  masse  i. 
—  D'apres  la  remarque  generale  du  n°  552,  la  force  appliquee 
en  P  derive  de  la  fonction  de  forces  —  k\J.  Ses  projections  sont 
done- 

  A  —  »        —  A   J    K  — —  • 

dx  Oy  dz 

571.  Feuillets  magnetiques.  Double  couche  uniforme.  —  On 

appelle  feuillet  magnetique  un  aimant  lamellaire  dont  les  faces 
ont  des  densit^s  magnetiques  egales  et  opposees.  lmaginons  done 
un  feuillet  d'epaisseur  constante  e  affectant  la  forme  d  une  surface 
courbe  quelconque  :  cette  epaisseur  e  sera  regarded  comrae  infi- 
niment  petite  :  supposons  que,  sur  une  des  faces  du  feuillet,  soit 
distribute  une  couche  uniforme  de  magnetisme  positif  de  densite 
superficielle  p,  de  sorte  que  chaque  Element  superficiel  d<s  con- 
tienne  une  masse  magnetique  pdv  ;  supposons  que,  sur  la  face 
opposed,  soit  de  m&me  distribute  une  couche  uniforme  de  den- 
site' —  p.  Un  feuillet  de  ce  genre  peut  Stre  considere  comme 
forme  par  la  juxtaposition  d'aimants  elementaires  NS  de  longueur 
constante  s,  dont  les  axes  sont  normaux  an  feuillet  et  dont  les 
bases  dv  sont  couvertes  de  masses  magnetiques 

±m  =  ±p  d<7. 

Le  potentiel  de  cette  double  couche  en  un  point  P  est  la  somme 
des  potentiels  dus  aux  aimants  composants.  L'aimant  elemen- 

Fig.  396. 


taire  SN  de  base  dv  a  pour  axe  la  normale  SN  au  feuillet  :  soit 
9  Tangle  de  cette  normale  avec  NP  ;  le  potentiel  de  cet  aimant  au 
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point  P  est,  d'apres  la  formule  precddente, 
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fx  d<s  cos0 

— 7* — ' 

r  designantla  distance  SP  et  u.  le  produit  ep.  Ce  potentiel  elemen- 
taire  est  positif  ou  negatif  suivant  que  9  est  aigu  ou  obtus,  c'est-a- 
dire  suivant  que  du  point  P  on  voit  la  base  N  ou  la  base  S  de 
l'aimant  elementaire.  La  valeur  du  potentiel  de  la  double  couclie 
en  P  est  alors,  si  Ton  met  jjl  en  facteur, 

r  /*rf(Tcos6 

V  =  (1JJ 

Integration  etant  etendue  a  toute  la  surface. 
On  peut  ecrire  aussi 


la  ddrivee  ^  etant  prise  normalement  au  feuillet  dans  le  sens  SN. 

Cette  integrate  a  line  signification  remarquable  qui  resulte  imme- 
diatement  de  ce  qui  a  ete  vu  precedemment  pour  le  flux  de  forces 
provenant  d'un  centre  unique  dans  Tattraction  newtonienne 
(n°  555).  Nous  avons  vu,  en  efTet,  que  le  flux  de  forces  du  a  un 
centre  unique  de  masse  rn  place  en  P,  a  travers  une  surface 
donnee,  est 


On  voit  done  que,  U  designant  le  potentiel  d'un  feuillet 
magnetique  en  un  point  P,  le  produit 

est  egal  au  flux  de  forces  qu'enverrait  a  travers  le  feuillet, 
dans  le  sens  SN,  un  centre  unique  de  masse  \l  place  en  P. 


t>{  KQULIHRE  ET  MUUVEMENT  URS  MILIEUX  COWTIWUS . 

Le  potentiel  U  clu  feu  i  I  let.  en  P  est  done  e^al  a 

0  desi^nant  la  somme  algebrique  des  ouvertures  dz  t/o)  des  cones 
elementaires  ajant  leur  somniet  en  P  et  ayant  pour  bases  les  divers 
elements  superacids  d<r  d'une  des  faces  du  feuillet  (n°  555).  La 
face  du  feuillet  quil  faut  actuellement  regarder  comine  positive 
est  la  face  N. 

Le  potentiel  U  est  une  fonction  de  la  position  du  point  P  qui  est 
continue  lant  que  le  point  P  ne  traverse  pas  la  surface.  11  verifie 
l'equalion  de  Laplace. 

La  force  en  P  derive  de  la  fonction  — k  U. 

Consequences.  —  i°  Si  le  feuillet  est  ferme,  la  face  S  etanta 
l'exterieur,  son  potentiel  en  un  point  interieur  est  4TC{JL?  en  un 
point  de  la  surface  i  Tip  et  en  un  point  exterieur  o.  Quand  le  point 
attire  P  se  deplace  d'une  maniere  continue  de  l'interieur  vers 
l'exterieur,  le  potentiel  en  P  diminue  done  brusquement  de  27ru. 
au  moment  ou  P  atteint  le  feuillet,  puis  diminue  de  nouveau  de 
27tp.  quand  il  sort. 

2"  Si  le  feuillet  n'est  pas  ferme,  la  raeme  propriete  a  encore 
lieu.  En  ellet,  soit  U  le  potentiel  d'un  feuillet  ouvert  § \  fermons 
ce  feuillet  a  l'aide  d'un  feuillet  auxiliaire  §'  dont  le  potentiel  au 
meme  point  soit  U'.  AJors  on  peut  ecrire 

U  =(U  +  U')-U', 

ou  U  +  U'  est  le  potentiel  du  feuillet  total  ferme  Quand 
le  point  P  traverse  le  feuillet  cf  de  la  face  N  vers  S,  le  poten- 
tiel U  +  U'  du  feuillet  ferme  total  diminue  deux  fois  de  2ttu.,  le 
potentiel  U'  du  feuillet  auxiliaire  varie  d'une  maniere  continue, 
done  U  diminue  deux  fois  de  2  7ta,  une  fois  quand  P  atteint  le 
feuillet,  une  seconde  fois  quand  il  Pa  traverse. 

Ainsi,  tandis  que  le  potentiel  d'une  simple  couche  varie  d'une 
maniere  continue  quand  le  point  potentie  P  traverse  la  couche,  le 
potentiel  d'une  double  couche  subit  une  double  discontinuite. 

572.  Double  couche  de  density  variable.  —  Au  lieu  de  supposer 
la  densite  superficielle  zb  p  constante,  on  peut  supposer  qu'elle 
varie  d'une  maniere  continue  sur  chacune  des  faces  du  feuillet.  En 
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posant  encore  ep  =  (/.,  on  a,  pour  la  valeur  du  potentiel  du  feuillet 
en  un  point  P, 

oil  jjl  varie  d'une  maniere  continue  sur  la  surface.  Cette  fonction  U 
verifie  I'equation  de  Laplace  en  dehors  de  la  double  couche. 

Les  proprie'tes  du  potentiel  d'une  double  couche  ont  ete  etu- 
diees  par  Ampere,  par  Helmholtz,  par  Neumann,  par  M.  Tauber 
(Monatshefte  fiir  Mathematik  und  Physik ,  1897),  Par  ^# 
pounoff  (Comptes  rendus,  1897,  et  Societe  mathematique  de 
Kharkow,  1897).  ^n  trouvera  des  renseignements  sur  ce  sujet 
dans  le  premier  volume  du  Trai'te  d'  Analyse  de  M.  Picard 
(Gauthier-Villars),  et  dans  la  Theorie  du  potentiel  newtonien, 
par  M.  Poincare  (Gauthier-Villars). 

573.  Actions  mutuelles  d'un  courant  et  d'un  aimant  —  L'action  d'un 
courant  ferme  sur  un  pole  magneliquc  peut  etre  ramenee  a  Taction  d'un 
feuillet  magnetique  ayant  comme  contour  la  courbe  suivie  par  le  courant. 

Soit  en  P  un  pole  magnetique  dont  la  masse  magnetique  est  egale  a  -+- 1  ; 

Fig.  297. 


soit,  d'autre  part,  un  courant  electrique  d'intensite  i  suivanl  un  certain 
circuit.  Designons  par  ds  un  element  AB  du  circuit  compte  positivement 
dans  le  sens  du  courant ;  Taction  du  pole  P  sur  ds  est  une  force  F  perpen- 
diculaire  au  plan  de  P  et  de  l'element  ds  ayant  pour  in  tensile 

F  =  —  ds  sin©. 

A.  —  III.  5 
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oil  r  designe  la  distance  de  Pa  ds,  «  Tangle  PAB  de  r  avec  ds,  X  un  coef- 
ficient constant  dont  la  valeur  depend  du  choix  des  unites.  I/orientation 
de  cette  force  est  telle  qu'un  observaleur  couche  suivant  AB,  les  pieds 
en  A,  la  tete  en  B  ct  regardant  P,  ait  F  a  sa  droite. 

fnversement,  Taction  de  I'element  de  courant  sur  Taimanl  est  uue  force  F' 
£gale  et  directement  opposee  a  F,  comme  il  resulte  du  principc  de  Tegalite 
de  Taction  et  de  la  reaction.  L'aimant  est  un  corps  solide  dont  le  pole  P 
fait  parlie ;  la  force  F'  doit  etre  regardce  comme  appliquee  a  un  point  C 
invariablement  lie  a  Taimanl. 

Nous  pouvons,  sans  changer  Petal  de  Taimanl,  appliquer  au  point  P  une 
force  F"  egale  et  patallele  a  F'  et  une  force  —  F'  egale  et  opposee  :  Ten- 
semble  des  forces  F',  — F'  forme  alors  un  couple,  et  Ton  p.eut  dire  que 
Taction  de  I'element  ds  sur  l'aimant  se  compose  de  la  force  F"  egale  et 
opposee  a  F  appliquee  en  P  el  du  couple  F',  —  F'.  \Saxc  ou  moment  de 
ce  couple  a  une  representation  geometrique  simple.  ( Voyez  Lippmann, 
Lecons  sur  les  unites  electriques  absolues,  p.  91.)  Considerons  le  cone 
ayant  pour  sommet  P  et  pour  dircctrice  le  courant  et  coupons  ce  cdne  par 
une  sphere  de  centre  P  et  de  rayon  1  :  nous  obtenons  ainsi  une  courbe  c. 
Les  deux  generatrices  PA  et  PB  de  ce  cone  rencontrent  la  sphere  aux 
deux  points  a  et  b  :  nous  allons  montt  er  que  l  axe  du  couple  F',  —  F  est,  en 
grandeur,  direction  et  sens,  egal  au  segment  iufiniment  petit  ab  rnulriplie 
par  At.  En  eflet,  Taxe  du  couple  F',  —  F'  esl  un  segment  pei  pendiculaire 
au  plan  du  couple  et  egal  au  moment  \x  du  couple. 

.  .  ds  si  n  cp 
[i  =  F r  —  hi   • 

cet  axe  pent  d'ailleurs  etre  place  en  tel  point  de  I'espace  que  Ton  veut. 

Or  Taxe  infiniment  petit  ab  est  perpendiculaire  au  plan  du  couple  :  en 
outre,  si  Ton  mcne  AB'  perpendiculaire  a  PB,  on  a 

AB  —  cr^sinco,        ab  =   > 

4  r 

Done  on  a  bien  pour  le  moment 

|A  =  X  iab . 

Courant  jini.  —  Si  Ton  prend  une  portion  fi nie  GH  du  courant,  son 
action  sur  Taimant  est  la  resultante  des  actions  clementaires  des  divers 
elements  tels  que  AB.  Les  forces  F"  provenant  des  divers  elements  se  com- 
posenten  une  sculc,  K,  appliquee  en  P,  et  les  couples  sc  composent  en  un 
seul  dont  le  moment  s'oblient  en  portant  bout  a  bout  les  moments  tels 
que  \iab  des  couples  composants  et  prenant  la  resultante  du  contour  ainsi 
forme.  Or,  en  portant  bout  a  bout  les  elements  ab,  on  obtient  la  courbe 
spherique^rt6/< .;  la  corde  fermant  ce  contour  est  gh  :  le  moment  resultant 
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est  done 


\igh 


en  grandeur,  direction  et  sens. 

Courant  ferme.  —  Si  le  courant  est  ferme,  les  deux  points  G  et  H  se 
confondeht,  les  deux  points  g  et  h  egalement,  et  le  moment  resultant  est 
nul.  Done  Taction  d'un  circuit  ferme  stir  un  point  magnetique  est  une 
force  K  appliquee  au  point. 

574.  Action  d'un  courant  ferme  sur  un  point  magnetique.  Potentiel.  — 

Soient,  comme  plus  haul  (Jig.  297),  AB  =  ds  un  element  de  courant,  F 
Taction  du  pdle  magnetique  P  de  masse  ■+•  1  sur  cet  element  et  F'  Taction 
de  Telement  surTairnant  appliquee  au  point  G  de  Taimanl.  Le  courant  etant 
ferme,  les  forces  F'  ont  une  resultante  K  appliquee  en  P  et  les  forces  F  une 
resultanle  egale  et  directement  opposee  — K  appliquee  au  circuit. 

Nous  allons  montrer,  comme  application  de  la  formule  d'Ampere  et  de 
Stokes,  que  Taction  K  du  courant  sur  le  point  P  est  identique  a  celle  d'un 
feuillet  magnetique  ayant  pour  contour  la  courbe  suivie  par  le  courant. 


a,  b,  c  les  coordonnees  du  point  A  du  circuit; 

da,  db,  dc  les  projections  de  Telement  ds  =  AB  sur  les  axes; 

x,      z  les  coordonnees  du  point  P. 

La  force  elementaire  F*  appliquee  au  point  P  est  orientee  de  telle  facon 
que  le  courant  tourne  autour  d'elle  dans  le  sens  negatif  des  rotations;  elle 
a  pour  intensite 


Or  le  moment  lineaire  d'un  vecteur  AB  —  ds  par  rapport  a  P  est  per- 
pendiculaire  au  plan  de  P  et  de  ds,  clirige  en  sens  contraire  de  F"  et 


Soient  : 


ds  sin<p . 


~Xyi[{b-y)dc-{c-z)db), 


ce  qu'on  peut  ecrire  aussi 


6K 
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comme  il  resulte  de  l'expression  r  =  sj{a  —  #)5h-  {b  — y)*  ■+■  (c  —  z)'.  La 
lesultanle  K  de  ces  forces  a  done  pour  projection  sur  Ox 


I'inlegrale  etant  prise  le  long  du  circuit  dans  le  sens  du  courant.  Dans  cette 
integrate,  x,  y,  z  sont  regardees  comme  des  constantes;  a,  6,  c  sont  les 
variables  d'integralion.  On  obtient  de  m£me  les  composantes  Y  et  Z  de  la 
force  K  par  permutation  circulaire. 

Jetons  sur  le  circuit  L  une  cloison  continue  formant  une  surface  S  limitee 
par  L  :  la  formule  de  Stokes  (n°  538)  donne  alors 


Rrfc 


(0 


j  Pda-hQdb 

'-M(S-S)»(S-£M 


dQ 
da 


P,  Q,  R  etant  trois  fonctions  de  <j,  b,  c. 

Pour  transformer  l'intcgrale  donnant  X,  prenons 


nous  aurons 


P  =  o, 

Q 

dl 
r 

R  =  - 

dl 
r 

'  d£; 

dR 
db 

dQ 
dc  ~ 

a.  I 

r 

~~dc*  ~ 

d*I 
r 

d5* 

d*i 
r 

"da*' 

dP 

dc 

dR 

da  ~ 

d«- 
r 

dblhi' 

dQ 
da 

dP 

db  ~ 

d«I 
r 

dc  da 1 

oil  la  premiere  relation  resulte  de  ce  que  -  regarde  comme  fonction  de  a, 
b,  c  verifie  l'equaiion  de  Laplace 


d*- 
r 

da7 


r 

db* 


dc2 


=  o. 


Comme  -  et  toutes  ses  derivees  partielles  par  rapport  a  a,  6,  c  ou  x,  y,  s 
sont  des  fonctions  des  seules  differences  a  —  x,  b  — j,  c  —  z,  on  voit  qu'en 
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du 
da 


du 
dx 


Les  trois  expressions  (2)  peuvent  done  etre  ecrites,  en  remplacant  sue- 

ii  i±  «»: 

r      r  r 

cessivement  u  par  > -rr  > -r- • 

r     da    do  dc 


<Ud7 


dx  \  da 


et  la  formulc  (1)  donne 


-»//[•*( 


«l'7 


<fcr  \  dc 


Si  done  on  pose 


(*6 


7^  /*. 


on  voit  que  X  est  la  derivec  partielle  de  U  par  rapport  a  x.  Un  calcul 
analogue  montre  que  Y  et  Z  sont  les  derivees  partielles  de  U  par  rapport 
a  y  et  z  : 


Y  W 
I  =  — —  > 

dy 


La  force  K  derive  done  de  la  fonction  des  forces  U.  On  peut  ecrire 


la  derivee  etant  prise  suivant  la  normale  a  S,  dans  le  sens  indique  par  le 
theoreme  de  Stokes. 

On  voit  que  la  fonction  de  forces  U  est,  sauf  le  changement  de  \i  en  {jl, 
identique  au  potentiel  d'un  feuillet  magnetique  ayant  pour  contour  le  cou- 
rant,  la  face  positive  du  feuillet  etant  du  c6te  de  la  direction  a,  (3,  y  de  la 
normale  adoptee  dans  le  theoreme  de  Stokes. 

En  appelant  6  Tangle  solide  sous  lequel  on  voit  du  point  P  la  face  positive 
du  feuillet,  on  a  done  U  =  Xi6.  Mais  il  faut  remarquer  que  la  force  due  au 
courant  est  opposee  a  celle  qui  est  due  au  feuillet,  car  la  premiere  derive 
de  la  fonction  U  et  la  deuxieme  de  la  fonction  —  kU  (n°  555). 
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Ill   -  VOLUMES. 

575.  CompoBantes  de  I'attraction.  Potentiel.  —  Soil  un  volume 
fini  V  limite  par  une  surface  fermee  S.  Designons  par  dz  un  ele- 
ment de  volume  place  au  point  (a,  6,  c)  et  par  dm  la  masse  de  cet 

element  :  le  rapport  ^  =  p  s'appelle  la  densite  de  la  masse  atti- 

rante  au  point  (a,  6,  c) ;  cette  densite  est  une  fonction  de  a,  6,  c 

p  =  ty{a,b,c) 

que  nous  supposons  continue  dans  la  masse.  Si  p  est  constant,  la 
masse  attirante  est  homogene. 

Gonsiderons  un  point  P  de  masse  i  ayant  pour  coordonnees  .r, 
y,  z  \  soit  r  la  distance  de  P  a  Pelement  dm.  Les  composantes  X, 
Y,  Z  de  l'attraction  K  du  volume  sur  le  point  P  sont  donnees  par 
les  integrates  triples 

p  d-z, 


a 

—  X 

b 

—  y 

r3 

'  c 

—  z 

c'est  ce  qui  resulte  des  formules  generales  donnees  au  n°  560, 
ou  dm  =  pdz.  L'indice  V  signifie  que  les  integrates  triples  sont 
etendues  au  volume  attirant  V.  Les  variables  d'integration  sont  a. 
6,  c,  de  sorte  que 

di  =  dadb  dc. 
Si  Ton  considere  le  potentiel 


/•designant  la  distance  \J  (a  —  x)*  +  (b  —  y)*  -+-  (c  —  z)\  on  voit 
qu'on  pent  ecrire 

(3)  X=/£,        Wffi,  Z=/£. 

"  dx  dy  J  dz 
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Ces  formules  resultent,  sans  difficulty,  des  regies  de  differentia- 
tion  sous  le  signe  J*,  tant  que  le  point  P  est  exterieur  a  la  masse 
attirante,  car,  dans  ce  cas,  r  ne  s'annule  pour  aucun  systeme  de 
valeurs  de  a,  6,  c  et  tous  les  elements  des  integrates  restent  finis. 
Pour  la  meme  raison,  les  fonclions  U,  X,  Y,  Z  admetlent  des 
derivees  de  tous  les  ordres  par  rapport  a  x,  y,  z  en  dehors  de  la 
masse  attirante.  Mais,  comme  Ta  montre"  Gauss,  il  faut  examiner 
de  plus  pres  ee  qui  se  passe  a  cet  egard  quand  le  point  attire  Pest 
dans  la  masse  attirante. 

576.  Cas  ou  le  point  P  est  dans  la  masse  attirante.  —  Nous 
allons  demontrer  les  propositions  suivantes  : 

i°  Les  fonctions  U,  X,  Y,  Z  sont  finies  et  diterminees  quelle 
que  soit  la  position  du  point  attire  P; 

2°  La  fonction  U  admet  dans  tout  V espace  des  derivees 
premieres  et  les  relations  (3)  subsistent  quelle  que  soit  la 
position  du  point  P;  il  en  resulte  que  la  fonction  U  est  continue 
dans  tout  l}  espace; 

3°  Les  fonctions  X,  Y,/Z  admettent  dans  tout  Cespace  des 
derivees  premieres,  ou,  ce  qui  revient  au  m£me,  la  fonction  U 
admet  dans  tout  V espace  des  derivies  secondes;  il  en  resulte  que 
les  fonctions  X,  Y,  Z  sont  continues  dans  lout  Vespace, 

4°  Les  derivees  secondes  de  U  sont  discontinues  quand  le 
point  P  traverse  la  surface  du  volume  attirant. 

577.  Les  fonctions  U,  X,  Y,  Z  restent  finies  et  bien  d6terminees 
dans  la  masse  attirante.  —  Supposons  le  point  attire*  P(x,  y,  z) 
dans  la  masse  attirante.  Prenons  un  systeme  de  coordonnees 
polaires  dans  l'espace  ayant  le  point  P  comme  origine.  Imaginons, 
par  P,  trois  axes  Px',  Py\  Pz'  paralleles  a  Ox,  Oy,  Oz,  et  defi- 
nissons  la  position  d'un  point  m  de  l'espace  par  la  distance 
Pm  =  r,  Tangle  9  de  P/?i  avec  Pz'  et  Tangle  o  du  plan  z'Pm  avec 
z'Px'.  Les  coordonnees  a,  b,  c  du  point  m  s'expriment  alors  en 
fonction  de  r,  0,  cc  par  les  formules 

a  —  x  =  r  sin  0  cos<p, 
b  —  y  =  r  sill  0  sin  o, 
c  —  z  =  cosO. 
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Dans  ce  systeme  de  coordonnees,  un  element  ydx  de  volume  a 
pour  expression 

dx  —  r*  dr  sin  8  dB  dy, 

car  cet  element  de  volume  pent  etre  assimil^  a  un  paralldlepipede 
rectangle  ayant  pour  aretes  dr,  rdQ  et  rsinOcty;  il  est,  en  effet, 
compris  d'abord  entre  denx  spheres  ddcrites  de  l'origine  corame 
centre,  avec  r  et  r  -f-  dr  pour  rayons;  ensuite  entre  deux  plans 
passant  par  l'axe  des  z'  et  faisant  entre  eux  un  angle  dgal  a  <icp; 
enfin  entre  deux  c6nes  de  revolution  autour  de  l'axe  des  z'  ayant 
leur  sommet  a  l'origine  et  dont  les  generatrices  font  avec  l'axe  les 
angles  8  et  0  -f-  rf9. 

Les  expressions  de  X,  Y,  Z,  U  deviennent  alors 


X  =  f  J*  J*  J* p  */rsin!8  cos<p  <i8  dtp, 
J  Jp  rfr  sin*8sin<p  c/8  efo, 
Z=zfJ  J  J?  dr  sin0  cosbdQdy. 
U=  j  J  J  p  rdrsmbctody. 


Ces  integrates  ont  leurs  elements  finis  et,  comme  elles  soul  dten- 
dues  a  des  valeurs  finies  de  r,  9  et  o,  elles  ont  elles-memej  des 
valeurs  finies  et  bien  determinees. 


578.  Les  relations  X  =  /  — ,  ...  subsistent  dans  le  volume  atti- 
cs 

rant.  —  Le  point  attire  P  etant  dans  la  masse  attirante,  conside- 
•rons  autour  du  point  P  un  petit  volume  V< ;  le  volume  attirant 
total  V  est  ainsi  decompose  en  deux  parties,  l'une  V4  et  l'autre 
V2  =  V  —  V, .  Soient  U,  et  U2  les  potenliels  de  ces  deux  volumes 
en  P,  X,,  Y,,  Z4  les  composantes  de  l'altraction  du  volume  V<  au 
point  P  et  Xa,  Y2,  Z2  celles  de  l'atlraction  du  volume  Va  au  meme 
point.  On  a  evidemment 

u  =  u,  +  u„     x  =  x,-+-xa, 

Soient,  dans  le  volume  V,,  undeuxieme  point  P'  de  coordonnees 
x  -h  A#,  y,  s,  obtenu  en  deplacant  P  parallelement  a  Ox,  U'  la 
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valeur  du  potenliel  total  au  point  P',  U',  et  U'2  les  valeurs  des 
potentiels  des  volumes  V,  et  V2.  On  a 

Quand  P'  tend  vers  P,  le  rapport  *J*^gUa  tend  vers^  X:8,  car,  le 
point  P  etant  exterieur  au  volume  V2,  on  a 

Etudions  le  rapport  ^  !A~U>*  En  ddsignant  par  r  et  r'  les  dis- 
tances d'un  point  variable  m  du  volume  V,  aux  points  PetP',  on  a 


Or  la  valeur  absolue  de  —-(-,  —  -)  est  moindre  que  ~»  car, 
dans  le  triangle  P/nP',  la  valeur  absolue  de  &x  est  supe>ieure  a 
a  celle  de  r'  —  r;  d'autre  part,  il  est  Evident  que  ^  est  moindre 
que  Si  nous  appelons  enfin  pt  le  maximum  de  p 

dans  U,,  on  a  done 

ou  le  premier  membre  signifie  valeur  absolue  de  U<^Ul » 

En  prenant  un  sjsteme  de  coordonnees  polaires  ajant  P  comme 
origine,  on  a,  pour  la  premiere  integrate  ci-dessus, 

Les  angles  8  et  <p  etant  choisis,  la  direction  correspondante  ren- 
contre la  surface  limitant  V,  en  un  point  dont  la  distance  a  P  est  R ; 
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on  a  done,  en  integrant  d'abord  par  rapport  a  r  de  o  a  R,  puis  par 
rapport  a  H  de  o  a  w  et  a  cp  de  o  a  2  7t, 

do  I     p,  Rsin6rf0. 
«/o 

Appelons  G  la  plus  grande  corde  de  la  surface  limitant  V,,  on  a 

R<C; 

l'integrale  ci-dessus  est  done  moindre  que 

/t  7T  p  It 

df  /  sinOrfO, 
«-  o 

e'est-a-dire  que  4~pi  G.  De  meme,  on  voit  que 

/JYe,£<W,c. 


V, 

On  en  conclut 

iu;-u, 


Ainsi,  dans  la  fonnule 

ir  -  u  _  u;  -  Ui    u;  -  u« 

Aa?  A.r  Aar 

quand  Aj?  tend  vers  zero,  le  deuxieme  rapport  du  deuxieme 

membre  tend  vers^.Xa  et  le  premier  reste  en  valeur  absolue 

moindre  que  4^p«G.  On  peut  prendre  V,  assez  petit  pour  que  G 
soit  plus  petit  que  tout  nombre  donne,  et  pour  que  X2  diflere  de  X 

aussi  peu  qu'on  le  veut  :  done  ^  tend  vers  j  X  et  Ton  peut 
encore  ecrire 

J  dx 

On  voit,  de  meme,  que  les  deux  autres  formules  (3)  subsistent. 
La  fonction  U  ajant  des  ddrivees  premieres  en  tons  les  points  de 
l'espace  est  continue  partout. 


579.  D6riv6es  aecondes  du  potentiel  :  i°  Point  exterieur.  — 
Quand  le  point  P«est  exterieur  aux  masses  attirantes,  on  a  imme- 
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diatement,  par  la  regie  de  differentiation  sous  le  signe J*, 

Ces  derivees  sont  finies  et  continues  tant  que  P  est  en  dehors 
de  la  masse  attirante.  En  les  ajoutant,  on  trouve  que  la  quantite 
sous  le  signe  d'integration  est  identiquement  nulle  et  Ton  obtient 
V equation  de  Laplace  [point  exterieur) 

d*V      a*U      d*\j  _ 
dx*  ~*~  ~dj*  +         ~~  °* 

2°  Point  inter ie nr.  —  Quand  le  point  P  est  inte'rieur  au 
volume  attirant,  on  ne  peut  plus  calculer  les  de>iv£es  secondes  par 
la  regie  de  la  differentiation  sous  le  signe  J*.  Gela  tient  a  ce  que 
les  integrates  (5)  auxquelles  conduit  l'application  de  cette  regie 
nont  plus  de  sens  a  cause  du  facteur  j  qui  devient  infini;  c'est  ce 
qu'on  verifierait  en  prenant  encore  des coordonnees  polaires  d'ori- 
gine  P.  11  ne  faut  pas  conclure  de  la  que  les  derivees  secondes 
n'existent  plus  dans  ce  cas,  mais  seulement  qu'elles  ne  sont  plus 
exprimees  par  les  formules  (5).  Nous  allons  voir  que  ces  derivees 
continuent  a  exister,  nous  en  donnerons  l'expression,  puis  nous 
montrerons  qu'elles  ne  verifient  plus  liquation  de  Laplace,  mais 
une  autre  Equation  appelee  equation  de  Poisson. 

D'apres  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  on  a  tou jours 

X     dV      r  C  Ca  —  x  . 
p  et  r  sont  des  fonctions  de  a,  6,  c;  on  peut  ecrire 


car 

d 


da 


*0)  <i) 


a  —  x  \  r  J  _         \r  J       i  dp 

r3     ^  ^     da  da        r  da 
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Appliquons  a  la  premiere  de  ces  integrales  la  formule  de  Green 
(n°  533).  Pour  cela  remarquons  que  la  fonction  de  a,  b%  c 
devient  infinie  dans  le  volume  V  quand  le  point  a,  6,  c  coincide 
avec  P.  Entourons  alors  le  point  P  d'une  sphere  s  de  rayon  tres 
petite;  nous  pouvons  appliquer  la  formule  de  Green  au  volume 
V  —  s  compris  entre  la  surface  S  et  la  surface  s  de  la  sphere  : 
nous  aurons 

oil  nous  de'signons  par  rt,  6,  c  les  variables  d'integration.  Quand 
le  rayon  s  de  la  sphere  s  tend  vers  zero,  l'int^grale  double  etendue 
a  Paire  s  tend  vers  z£ro,  car  dans  cette  inte'grale  r  =  e,  d<r  =  e2dto 
en  appelant  dw  l'ouverture  du  cdne  ayant  pour  sommet  P  et  pour 
base  un  element  d<r  de  5;  ce  qui  montre  que  e  se  met  en  facteur. 
La  formule  de  Green  donne  done,  en  faisant  tendre  e  vers  zero, 

d'ou  Ton  conclut 

la  premiere  integrate  etant  Etendue  a  la  surface  limile  et  a  desi- 
gnant  le  cosious  de  la  normale  exte>ieure  avec  Ox.  Cette  pre- 
miere integrate  peut  £tre  interpreted  comme  etant  le  potentiel 
d  une  simple  couche  de  density  superficielle  pa  repandue  sur  la 
surface  S  limitant  le  volume  attirant  V.  La  deuxieme  peut  e'ga- 
lement  3tre  interpreted  comme  le  potentiel  du  meme  volume,  dans 

lequel  !a  density  de  Telement  di,  au  lieu  d'etre  p,  serait  ^- . 

r  oa 

D'apres  ce  qui  precede,  ces  deux  integrates  ont  chacune  une 
dedivee  partielle  par  rapport  a  x,  derivee  que  Ton  peut  obtenir 
par  la  regie  de  differentiation  sous  le  signe J .  On  a  ainsi 

^-XX'-^^XXX'-^t*- 
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On  trouverait  de  meme  -7-7  >  -r-r 

Ces  ddrivees  secondes  sont  continues  dans  le  volume  :  mais  elles 
subissent  une  variation  brusque  quand  le  point  P  franchit  la  sur- 
face S,  comme  nous  le  verrons  plus  loin. 

580.  Flux  de  forces.  Th6oreme  de  Gauss.  —  Nous  venons  de 
voir  que  l'attraction  K  d'une  masse  continue  sur  un  point  de  masse  i 
place  au  point  P(.r,  y,  z)  est  finie  et  determinee  quel  que  soit  P, 
et  qu'elle  derive  d'une  fonction  de  forces  f\J. 

On  peut  alors  etendre  au  champ  de  forces  ainsi  defini  toules  les 
definitions  anterieures  relatives  au  flux  de  forces.  Le  flux  de  forces 
total  a  travers  une  surface  2  est 


la  de'rivee  ^  etant  prise  suivant  la  normale  menee  dans  le  sens 

dans  lequel  on  estime  positivement  le  flux. 

On  peut  e'galement  etendre  au  cas  actuel  le  the'Oreme  de  Gauss 
de'montre  au  n°  556  pour  1 'attraction  de  points  isoles. 

Soit  2  une  surface  fermee  quelconque,  W  la  portion  de  masse 
altiranlc  situee  dans  cette  surface;  le  flux  de  forces  a  travers 
cette  surface  de  IHnterieur  vers  Vexterieur  est 

En  d' autre  s  termes,  on  a 


si 


da  =  — 4tcM', 


la  derivec  etant  prise  suivant  la  normale  exterieure. 

Decomposons  le  volume  attirant  en  volumes  e'le'mentaires,  par 
exeinple  en  petits  cubes,  au  moyen  de  plans  paralleles  aux  plans 
de  coordonnees.  Remplagons  ensuile  chacun  de  ces  cubes  par  un 
point  de  me'me  masse  quelui  place"  en  son  centre  de  gravite.  Soit 
K'  le  champ  de  forces  du  a  ces  masses  isoldes.  D'apres  le  th^oreme 
de  Gauss  (n°  556),  le  flux  a  travers  une  surface  fermee  quel- 
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conque  2  est  donne  par  la  formule 


M'  etant  la  masse  tolale  des  points  attirants  situes  dans  S.  Si  main- 
tenant  on  fait  croitre  indefiniment  le  nombre  des  cubes  elemen- 
taires,  de  facon  que  le  volume  de  chacun  d'eux  tende  vers  zero, 
K'  tend  vers  l'atlraction  K  due  aux  masses  continues  et  la  formule 
devient 


M'  etant  la  masse  attirante  totale  contenue  dans  2. 

Le  meme  raisonnement  etend  la  formule  du  flux  de  forces  a  1'at- 
traction  d'une  ligne  ou  d'une  surface. 

De  ce  theoreme  resulte,  comme  au  n°  557,  le  theoreme  de  la 
conservation  du  flux  dans  un  tube  de  force. 

581.  Equation  de  Poisgon.  —  Le  theoreme  de  Gauss  sur  le  11  ux 
de  forces  coriduit  immediatement  a  l'equation  de  Poisson.  Soit  dans 
la  masse  attirante  une  surface  fermee  quelconque/Z,  on  a 

Mr  designant  la  masse  contenue  dans  2  et  ^  la  derivee  du  poten- 

tiel  suivant  la  normale  exterieure.  Soit  V  le  volume  limite  par  2, 
on  a  evidemment 


ou 

p  =  ty(x,yi  z),  d-.=dxdydz, 

['integration  etant  etendue  au  volume  V'.  D'autre  part,  la  formule 
de  Green  donne 


r2 

L'equation  (6)  s'ecrit  done 


/IS -/./>- 


ff£m*—«ffX'* 
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OU 


AU  h-  4  up)  rfx  =  o. 


Gette  integrate  est  nuUe  quel  que  soit  le  volume  V  considere 
dans  I'interieur  de  la  masse  attiranle  :  done  l'element  diflerentiel 
est  identiqueinent  nul  et  Ton  a 

AU  =  —  4ttP 

[equation  de  Poisson,  point  interieur), 
d*\)     d*U  d'-U 

p  etant  la  densite  au  point  x,  y,  z. 

C'est  la  liquation  de  Poisson.  On  peut  dire  qu'elle  comprend 
comme  cas  parliculier  liquation  de  Laplace,  car,  si  le  point 
X,  y,  z  est  exterieur  a  la  masse  attirante,  p  est  nul  en  ce  point,  et 
Ton  a 

AU  =  o. 

582.  Discontinuity  des  d6rivees  seeondes  de  U.  —  On  voit  que 
les  derivees  seeondes  deU  sont  n^cessairernent  discontinues  quand 
le  point  P  traverse  la  surface  qui  limite  le  volume  attirant.  Car  la 
quantite  AU,  qui  est  nulle  tant  que  P  est  exterieur,  devient  brus- 
quement  egale  a  —  4™  quand  P  penetre  dans  le  volume. 

583.  £quilibre  electrique  d'un  corps  conducteur.  — ■  Soit  un 
corps  conducteur  isole,  charge  d'une  certaine  quantite  d'electri- 
cite  et  mis  en  presence  d'autres  corps  electrises.  Si  l'electricite est 
en  equilibre,  une  molecule  de  fluide  positif  a  I'interieur  du  corps 
ne  doit  etre  sollicitee  par  aucune  force,  car,  par  hjpothese,  cette 
molecule  peut  se  mouvoir  dans  tons  les  sens.  Appelons  U  le  poten- 
tiel  dii  a  l'attraction  des  masses  electriques  considerees  :  a  l'inte. 
rieurdu  conducteur,  la  force  est  nulle,  done 

t)U  d[J  dV 

il  en  resulte  que  U  est  constant  dans  I'interieur  du  conducteur  ; 
l'equation  de  Poisson, 

AU  =  -4*p, 
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montre  alors  que  la  densite*  electrique  p  est  nulle  dans  l'inte>ieur 
du  conducteur,  car  AU  est  nui. 

L 'electricitd  se  porte  done  a  la  surface  du  conducteur. 

En  dehors  du  conducteur,  le  potentiel  U  devient  variable,  mais. 
a  cause  de  la  continuite  du  potenliel,  U  est  constant  sur  la  surface 
du  conducteur  :  cette  surface  est  done  une  surface  de  niveau  et 
la  force  en  chacun  de  ces  points  lui  est  normale.  Les  tubes  de 
force  partent  done  de  la  surface  du  conducteur,  normalement  a 
cette  surface. 

Densite  electrique  super ficielle.  For  mule  de  Coulomb. 

Appelons  u.  la  densite  superficielle  de  la  couche  electrique  en 
equilibre  sur  la  surface  S  du  conducteur.  Prenons  sur  S  un  ele- 
ment superficiel  dv  et  menons  le  tube  de  forces  ajant  pour  section 
d<j  :  ce  tube  est  orthogonal  a  S,  puisque  S  est  une  surface  de 
niveau.  Menons  une  section  droite  drss  de  ce  tube  infiniment  voi- 
sine  de  du  et  appelons  K,  la  valeur  de  la  force  en  rfor,,  force  qui 

est  normale  a  ofa,,  etegale  a  — -  k         la  derived      etantprise  sui- 

vant  la  normale  a  dan  et  k  designant  le  coefficient  d'attraction 
electrique  (  n°  552).  Puis  prolongeons  ce  tube  a  l'inte>ieurdu  con- 
ducteur et  fermons-le  par  une  section  d<j2-  Appliquons  ensuite  le 

Fig.  398. 


theoreme  du  flux  de  forces  an  volume  ainsi  limits.  Le  flux  a  travers 
les  parois  laterales  du  tube  est  nul;  a  travers  d<r2i  il  est  nul  egale- 
ment,  car  la  force  est  nulle  dans  le  conducteur ;  enfin ,  k  travers  dsK , 
il  est  K<  d<sx . 

D  autre  part,  la  masse  contenue  dans  le  petit  volume  considere 
est  p.  da.  On  a  done 

Ki  d<3\  —  bTzk\xd<j, 

car,  en  passant  de  l'attraction  de  Newton  a  l'attraction  electrique, 
il  faut  remplace.r/  par  —  k  ( n°  552). 
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Si  la  section  d<y{  se  rapproche  indeTiniment  de  K,  tend  vers 
la  force  K  en  d?,  ^p-  tend  vers  i  et  Ton  a 

K  =  4   k  [J-  • 
C'est  la  formule  de  Coulomb. 

En  appelant  ^  la  derivee  de  U  prise  suivant  la  normale  exte- 
rieure  a  </o-,  cette  formule  equivaut  a 

d\J 

7Z  =  -^' 

584.  Calcul  de  l'attraction  d'un  corps  sur  un  point  tres  eloigne. 

—  Soient  V  (fig.  299)  le  point  attire  que  nous  supposons  Ires  eloi- 
gn6,  m  un  point  de  la  masse  attirante  de  coordonnees  «,  6,  c 

m  P  =  r. 

La  fonction  potenticlle  a  pour  expression 

///?• 

1'int^gration  elant  etendue  a  tout  le  volume. 

Fig.  299. 


Prenons,  dans  la  masse  attirante,  un  point  quelconque  O  comme 
origine  des  coordonnees^  dans  le  triangle  mOP  on  a,  en  posant 


;)iO  =  o,       mOP  =  7,       OP  =  R, 

r*  =  2R0  cosy  -+-  o!. 


Quand  le  point  m  occnpe  successivement  toutes  les  positions 
dans  la  masse  attirante,  8  reste  inferieur  a  un  certain  maximum; 
R  est  suppose  superieura  ce  maximum. 

A.  -  III.  6 
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On  pcut  ecrire 

i 

11/         Z  o*\  * 

r  =  h(,-2kC0S^^;  * 

Developpons  la  parenlhese  par  la  formule  du  binome 

-i  i        i  S 

(i  — it)  «  as  1+'*-+- 

*  2  2.4 

on 

.      28  8» 

A:=_.C0SY__-ri; 

nous  aurons,  en  ordonnant  par  rapport  a  » 

I  1       0  82  1  .„ 

7  =  B  +  Si~,T+Ri^(J«~--T-»)+..  • 

Dans  ce  developpement,  le  coefficient  de         est  un  polynome 

en  cosy,  Pw(cosy),  qui  se  nomme  polynome  de  Legendre.  En 
nous  bornant,  dans  ce  developpement,  aux  trois  premiers  termes, 
nous  aurons 

II  3  B2  1  t 

r  =  R  +  lPC0S^^^3c0S,^-,)+m' 

011  e  reste  fini  quand  R  augmente  indefiniment.  En  remplacant  y 

par  cette  expression  dans  la  valeur  du  potentiel  U,  on  obtient  les 
premiers  tennes  du  developpement  de  U  suivant  les  puissances 

de Pour  ecrire  ces  premiers  termes,  nous  imaginerons  qu'on 

prenne  OP  pour  axe  des  x  :  les  coordonnees  de  m  sont  alors  «,  b. 
c  et  Ton  a 

a  —  8  cosy. 

Done 

■  *.iW //«>-->*>*+*. 

h  restant  iini  quand  R  augmenle  indefiniment. 

Toutes  ces  integrates  triples  sont  etendues  a  la  masse  altirante  ; 
elles  oat  des  significations  simples.  La  premiere  esk  evidemmenl 
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la  masse  totale 

M 


///'*- 


La  deuxieme  a  pour  valeur  M?,  en  appelant  £  I'abscisse  du 
centre  de  gravity  G  de  la  masse  attirante 


in 


apd-  —  M£; 


en  eflet  a  est  I'abscisse  de  la  masse  elementaire  prfx. 
Pour  cvaluer  la  iroisieme  inlegrale,  remarquons  que 

celte  integrate  est  done 

Or  lei  moments  d'inertie  de  la  masse  attirante  par  rapport  au 
point  O  et  a  I'axe  OP  sont 

OTl0=JJ J \a*+b*  +  c*)pdz,      J=ff  fib*+  c%)Pdx> 

l'integrale  consideree  est  done 

aSlLo— 31. 
Le  developpemcnt  de  U  est  ainsi 

M      M*     stf)ll0~3J  k 

form u le  frequeminent  employee  en  Mecanique  celeste. 

Dans  cette  formule,  £  ©5t  la  projection  du  vectcur  OG  sur  OP. 
Quant  a  ;)lt0,  en  appelant  A,  B,  G  les  moments  d'inertie  de  la 
masse  attirante  par  rapport  a  trois  axes  reclangulaires  quelconques 
menes  par  O,  on  a  pour  le  moment  d'inertie  par  rapport  an  point  O 
(nn3I4) 

i  d\\o  =  A+  B-+  C. 


Si  Ton  prend  le  point  O  an  centre  de  gravile  G,  R  designe  la 
distance  GP,  on  a  £  =  o  et  ia  formule  devient 
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ou  ;)llc  est  le  moment  d'inertte  de  la  masse  par  rapport  au  centre 
tie  gravite"  el  I  le  moment  par  rapport  a  I'axe  GP. 

Ces  formules  montrent  que,  quand  R  augmente  indefiniment, 
le  potenliel  U  tend  vers  zero  et  que  le  produit  RU  tend  vers  M. 
On  dit  aussi  que  le  potentiel  devient  nul  a  l'infini  comme  ^« 

Ouand  le  point  attire  P  est  tres  loin,  on  peut  prendre  approxi- 
mativement 

if  M 

IF' 

R  designant  la  distance  du  point  P  au  centre  de  gravite;  d'apres 
la  form ul e  (8)  I'erreur  commise  est  de  l'ordre  de  ~ 

£>85.  Sphere  pleine  homogdne.  —  Soi I  une  sphere  pleine  homo- 
gene  de  ra^on  R  et  de  densite  p;  sa  masse  totale  est 

Oherchons  Taction  de  cetle  sphere  sur  un  point  P,  de  masse  i. 

i°  Le  point  P  est  exterieur.  OP  >  R.  —  Si  Ton  decompose  le 
volume  dc  la  sphere  en  couches  concentriques  homogenes,  I'at- 
traction  de  chacune  de  ces  couches  sur  le  point  P  est  la  meme  que 
si  la  masse  totale  de  celte  couche  etait  coneentree  au  centre  O. 

L'atlraclion  de  la  sphere  entiere,  somme  des  attractions  des 
diverses  couches,  est  done  la  meme  que  si  la  masse  totale  de  la 
sphere  eHait  concentred  au  centre  :  elle  a  pour  inlensite 

op2     3  OP* 

La  valcur  du  potentiel  de  la  sphere  au  point  P  etant  la  somme 
des  potentiels  des  diverses  couches  est  egale  a 

fI      M       4  It' 

~  OP  =  3  rp  OP 

Sur  la  surface  OP  =  R  et  le  potentiel  devient  i^pR2. 

2'  Le  point  Vest  interieur.  OP  <  R.  —  Divisons  le  volume 
alliranlen  deux  parties  i  et  2  par  une  surface  spherique  de  centre  O 
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el  de  rayon  OP.  L'action  de  la  partie  externe  i  est  nulle;  I'attrac- 
tion  de  la  sphere  interne  2  est  la  meme  que  si  la  masse  totale  de 

Fig.  3oo. 


cette  sphere  |:ipOP*  6la\l  concentree  au  centre  :  elle  est  done 

0  op 

Cette  attraction  varie  proportionnellemcnt  a  la  distance  au  centre. 

Soit  U  la  valeur  du  potcntiel  dc  la  sphere  en  P;  quand  le  point  P 
subit  un  deplacement  infiniment  petit,  U  varie  de  dU  et  le  travail 
de  l'attraclion  F  est  f  dU  ;  d'autre  part,  ce  travail  est 

—  F  d&V  =  —  I  Tzp /OP  dOP. 

Egalant  ces  deux  valeurs,  on  a 

dU  =  -  |iroOTV  OP, 

U  =  —  ^TToOP'-f-C, 

•J 

ou  G  est  une  constante  independanfce  de  la  position  du  point.  Sur 
la  surface,  OP  —  R  et  le  potentiel  devient 

—  '*  roR2+  C. 

Egalant  cetle  valeur  a  la  valeur  ^pR2  que  nous  avons  trouvee 
plus  haut  pour  le  potentiel  sur  la  surface,  il  vient 

d'ou 

U  =  -2HpR»-  jirp  OP2 


80  EQUILIRRE  ET  MOUYEMEMT  l)ES  MILIEUX  CONTINIS. 

On  vcrifieia  ai.sement  sur  eel  exemplc  les  theoreines  generaux 
elablis  precedemment.  Si  le  point  P(j?,  y,  z)  est  exterieur  a  la 

sphere j  on  a 

AU  =o; 

s*il  est  inte'rieur, 

AU  =  —  4irp. 

580.  Autre  expression  du  potentiel  d'un  volume  homogene. 
Formule  de  Gauss.  —  Soil  un  volume  homogene  V  de  densite  p 
limile  par  une  surface  S.  Appelons  <7,  6,  c  les  coordonnees  d'un 
element 

dz  —  da  db  dc 

du  volume  V,  ct  dr*  un  element  dc  la  surface  S;  a,  fj,  y  les  cosinus 
directeurs  dc  la  normalc  a  d?  vers  l  exlerieur  de  V.  Appelons  enfin 
xty,  z  les  coordonnees  du  point  attire  P,  et  posons 


/•  =  -+-        —  -i  )'1  -+-  {b  —  y  )*■+•  (c  —  z  )-• 
*e  vecteur  ayanl  pour  projections 

a     1  n  - T        ■>     1  f>  —  7        r     1  c 

A  —  -   ,  I>  =  ,  (<  =    -  — 


i      v  i  r 


est  delini  en  chaque  point  <7,  b,  c  distinct  de  P;  il  a  pour  diver- 
gence 

d\      <m      SO    i 

da  ~*~  dh       dc       r  ' 

il  a  pour  longueur--  La  formule  de  Green  donne  alors 
e'est-a-dire 


— j  


On  voil  facilement  que  cette  formule  s'applique,  que  Ic  point  P 

soil  exterieur  on  interieur  a  V,  quoique,  dans  ce  dernier  cas,  ' 

devienne  infini  dans  le  champ  de  Ijnhcgrale  triple.  II  suffil,  pour 
ccla,  suivanl  le  procede  classique,  d'cxclurede  ce  champ  unc  sphere 
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de  rayon  e  et  de  centre  P,  el  de  verilier  qu'on  obtient  la  formnlc 
en  faisant  tendrc  s  vers  zero.  Dans  celle  formule, 

/•  /•  /• 

est  egal  a 

cos  ( /•,  ;i 

(/•,  ji)  designanl  Tangle  du  vecteur  P^t,  joignant  le  point  P  a  I'ele- 
ment  dv  de  coordonnecs  a,  />,  c,  avec  la  normale  exterieure  n  a  dv. 
On  a  done,  pour  le  potentiel 

la  formule 

(i)  U  =  ?  j'  jfcos(r, 

due  a  Gauss. 

Appelons  edit*  positif  du  plan  tangent  a  la  surface  S  au  point  a, 
6,  c,  le  cote  oppose  a  la  normale  exterieure,  el  designons  par/?  la 
distance  du  point  P  a  cc  plan  tangent,  regardee  comme positive  ou 
comme  negative,  suivant  que  du  point  P  on  voit  le  cole*  positif  ou 
le  cole  negalif  de  ce  plan  On  a 

/>  ---*(«.  -  #)-+-  $(b—y)-i-y(c  —  3) 

el 

Le  pntcnliel  du  volume  en  P  est  done  egalau  polentield'une  simple 
eouclie  dont  la  densite  superficielle,  en  d<7,  serait  ~pp-  Celte  den- 
site  lirtive  varie  avec  la  position  du  point  P. 
Les  composantes  de  I'attraction 

X  -  —         Y-—  — 
~  dx  1  Oy  '         J  ~  dz 

out  alors  pour  expressions 


88 
car 
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dp  _  r     a  —  x 

dx~        '       dx  ~~  ;*3 

Mais  on  sait  que  i'on  a  aussi, 

x=-?fX>> 

car,  d'apres  la  formule  de  Green, 

*  -  'f/X a-^* = -       = -  >fx>- 

On  a  done,  en  remplacant  dans  la  formule  (3)  la  premiere  int6- 

X 

grale  du  second  membre  par  —  et  nSduisant, 

avec  deux  formules  analogues  pour  Y  et  Z.  Ces  formules  montrenl 
que  l'attraction  du  volume  stir  le  point  P  est  celle  d'une  simple 
couche  donl  la  density  superficielle  aurait  la  vaieur  p/>,  double  de 
la  precedente. 

587.  Attraction  d'un  poly&dre  homog&ne.  —  Appliquons  main- 
tenant  ces  formules  a  un  polyedrc  homogenc.  Soient  S,,  Sa,  .  .. , 
S*  les  diflferentes  faces  planes  qui  limilent  le  polyedrc;  p\,p±, 
pk  les  valeurs  alg^briques  de  leurs  distances  au  point  P,  lesigne  de 
p%  e*tant  -h  on  — ,  suivant  que,  du  point  P,  on  voil  le  cdle  positif 
(interieur)  ou  le  c6le'  n^gatif  (exterieur)  de  la  face  St\  On  a,  d'apres 
la  formule  (2),  en  reniarquant  que,  pour  chacjue  face,  p  est  cons- 
tant et  egal  a      et  en  posant 

ou  l'integration  est  elendite  aux  elements  de  la  face  S,  : 


(5) 


U  =  £(i>iU1  +  />1Ut-K..+/>*U*). 
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Cclte  formule  donne  le  potentiel  en  P,  Ce  potentiel  est  la  somme 
des  potentiels  des  diverses  faces  auxquelles  on  supposerail  des  den- 
sites  superficielles  cgales  respeclivement  a 

PPi      ? Pt      1 1 1      9P± , 

2  2  2 

Ce  resultat  est  donne  par  Belli  dans  son  Ouvrage  Theofia  delle 
Forze  Neuloniane,  Pisa,  1879,  p.  100. 

Quant  a  l'atlraclion,  elle  a  pour  projections  les  de'rive'es  de  U 
par  rapport  ai,y,  z  ;  mais,  en  prenant  cesdeViv^es,  il  faut  remar- 
quer  que  />,,  /;2,  ...  .  ,  pk  dependent  lineairement  de  x,  yy  z.  On 
pourra  ecrire  le  resultat,  d'apres  la  formule  (4)  qui  doijne 

X  =  p(/>1X1+jDfXj  +  ...4-/>/,XA.)i 


I'integration  etanl  elendue  aux  elements  d<?  de  la  face  S/. 

L'attraction  du  polyedre  sur  le  point  P  est  done  la  r£sultante 
des  attractions  qu'exerceraient  sur  ce  point  les  diverses  faces  S'/ 
auxquelles  on  attribuerait  respectivement  les  densites 

?P\>   ?Pi,    •  •  •  *  PPk, 

doubles  des  prec^dentes.  [  Voir  Tisseuand,  Traite  de  Mecaniquc 
cSlesle  (Paris,  Gauthier-Vi liars),  t.  II,  1891,  Chap.  V.] 

IV  -  PROPRIETES  GENERALES  DES  FONCTIONS 
VERIFIANT  LIQUATION  DE  LAPLACE. 

088.  Objet  de  ce  paragraphs.  —  L'equation  de  Laplace 

WI      d*U      d*U  d*U 
All  =  — -  +  —  -4-  -r-r  =  O 
dxl       oy1  dz* 

joue  un  r6le  tres  important  en  Physique  ou  elle  se  rencontre  dans 
les  questions  suivanles  :  l'attraclion,  Te'leclricile  slalique  et  dyna- 
mique,  le  magnetismc,  la  propagation  de  la  chaleur,  l'hydrodyna- 
miquc. 

Nous  venons  de  voir,  en  eflet,  que  le  potentiel  du  a  Tatlraclion 
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nevvlonrenne,  ou  a  1  attraction  de  masses  eleotriques  ou  magne- 
tiques  verifie  1'equation  de  Laplace  en  dehors  des  masses  altirantes  ; 
en  outre,  ce  potentiel  esl  mil  a  I'inOni.  Le  llux  de  force  se  dirige 
dans  lc  sens  du  potenliel  croissant  s  i)  s'agit  de  1'altraction  de 
!\ewton,  et  dans  le  sens  du  potentiel  decroissant  s'il  s'agit  des 
attractions  electriques  on  inagnetiques. 

Dans  la  tlie-ori^  de  la  propagation  de  la  chaleur,  d'apres  Fourier, 
on  rencontre  egalement  1'equalion  de  Laplace.  Imaginons,  enelfet, 
un  milieu  conducleur  de  la  chaleur,  homogene  et  isoirope^  c'esl- 
a-dire  jouissant  des  memos  proprietes  daus  toutes  les  directions. 
Supposons  ce  milieu  limite  par  des  surfaces  maintenues  a  des 
temperatures,  conslanlcs  on  chaque  point,  mais  pouvant  varier 
d'une  manu  re  continue  d  un  point  a  l'aulre  des  surfaces  limites. 
II  s'etablil  alors  un  equilibre  de  temperature  dans  ce  milieu  :  une 
fois  cet  equilibre  atteint,  la  temperature  I)  en  cbaque  point  du 
milieu  est  une  fonction  des  coordonnees  x,  y,  z  verifiant  l'equa- 
lion AU  =  o.  Les  surfaces  U  =  const,  s'appellent  alors  surfaces 
isolhermes.  Le  flux  de  chaleur  a  travers  un  element  d?  du  milieu 
marche  dans  le  sens  de,<  temperatures  decroissantes  et  son  expres- 
sion esl  — A'— r/o-,  k  etant  le  coefficient  de  conductibilite  du 

milieu  et  ~  la  derivee  de  U  prise  normaleinent  a  I'elemenr.  Si 
le  milieu  conducieur  est  tlliinite,  Taction  des  sources  de  chaleur 
ne  se  fait  pas  sentir  a  l  infini. 

Enfin,  en  Hydrodjnamique,  on  rencontre  la  meme  equation 
dans  les  conditions  suivantes  :  Imaginons  un  liquide  amine*  d  un 
mouvemeiil  permanent  dans  une  certaine  region  de  1'espace.  Alors 
les  molecules  liquides  qui  passent  successivement  en  un  point 
geomelriquc  determine  r.  y,  z  y  passent  avec  une  vitesse  eons  la  m- 
ment  la  inline  :  soient  c,  ir  les  projections  de  cettc  vitesse;  ces 
quantites  sonl  des  fonctions  de  i\y,  z  verifiant  la  condition  d'in- 
compressibilite 

,  ,  titt      0\  dw 

(!)  --  -4-  —  -h  -—  -  (), 

0.7-  .    dy  <Jz 

que  nous  etablirons  plus  tard.  Supposons  que  ces  vitesses  derivent 
d'un  potentiel  I",  c'est-a-dire  que  Ton  ait 

(Hi  dV  <>V 

Ox  dy  <>z 
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alors  la  fonciion  U  est,  d'apres  (1),  assujetlie  a  verifier  1'equation 
de  Laplace  AU  =  o  dans  toute  la  masse  liquide.  Les  lignesde  forces 
sont  ici  reniplacees  par  les  trajecloires  des  molecules.  Le  flux  de 
forces  a  travers  un  element  dv  est  remplace  par  le  volume  du 
liquide  traversant  cet  element  pendant  l'unite  de  temps 

~dn 

Chaque  propriete  des  fonctions  verifiant  1'equation  AU  =  o 
pourra  etre  iuterpretee  dans  ces  trois  ordres  de  phenomenes. 
Jnversement,  certaines  proprietes  des  fonctions  verifiant  cette 
equation  peuvenl  devenir  intuitives,  suivant  qu'on  les  interprele 
de  l'une  ou  l'autre  facon. 

Nous  altons  indiquer  les  proprietes  les  plus  importantes  des 
fonctions  verifiant  1'equation  ALT  =  o,  fonctions  que  nous  appel- 
lerons,  pour  abreger,  fonctions  harmonic/ ues.  Nous  nous  bor- 
nerons,  sauf  mention  expresse  du  contraire,  aux  fonctions 
uniformes. 

589.  Signification  de  AU.  —  D'apres  le  theoreme  de  Green 
(n°  537),  ou  Ton  fait  ©  =  1,  6  —  U,  on  a  pour  un  volume  quel- 
conque,  dans  lequel  U  est  finie  ainsi  que  ses  derivees  premieres 
et  secondes, 


(a) 


En  particulier,  si  le  volume  V  est  un  volume  infiniment  petit  di 
enlourant  un  point  y,  5),  la  premiere  integrate  comprend  un 
seul  element  et  Ton  a 


ce  qui  donne  une  signification  de  AU  independante  du  choix  des 
axes.  La  quantitc  AU  est  done  une  fonction  invariants  pour  toules 
les  transformations  de  coordonnees  ortliogonales  :  e'est,  d'apres 
Lame,  un  paramctre  different  iel. 

Si  la  fonction  V  est  harmonique  dans  un  volume  donne  V  et 
resie  linie  ainsi  que  ses  derivees  premieres  et  secondes  dans  ce 
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volume,  on  a,  d'apres  (2), 

Gelte  derniere  Equation  signifie  que  le  flux  a  travers  la  surface  S 
est  nul;  c'est  ce  que  nous  avons  vu  (n°  545). 

590.  Absence  de  maximum  et  de  minimum.  —  Liquation  que 
nous  venons  d'^crire  permet  d'etablir  le  theoreme  suivant  : 

Une  fonction  harmonique  finie,  ainsi  que  ses  derivees  pre- 
mieres et  secondes  dans  un  volume,  dans  ce  volume,  ni 
maximum,  ni  minimum. 

Soit  P  un  point  quelconque  du  volume,  nous  allons  montrer 
qu'il  est  absurde  de  supposer  que  U  est  maximum  en  ce  point. 
En  eflfet,  decrivons  de  P  comme  centre  une  sphere  de  rayon  R 
assez  petit  pour  que  cetle  sphere  soit  tout  entiere  dans  lc  volume. 
Le  theoreme  pre'ce'dent,  applique  a  celtc  sphere,  donne 


Sit- 


l'inte'grale  etant  e'tendue  a  la  surface  de  la  sphere  et  la  derivee 
de  U  etant  prise  suivant  la  normale  exterieure,  c?est-k-dire  suivant 
le  rayon  prolong^.  Gette  intdgrale  doit  eHre  nulle  quelque  petit 
que  soit  R  :  or,  si  la  fonction  U  etait  maximum  en  P,  elle  devrait 
diminuer  quand  on  s'e'loigne  de  P  dans  une  direction  quelconque ; 

toutes  les  valeurs  de  ~  aux  divers  points  de  la  surface  spherique 
seraient  done  negatives  et  la  somme  des  produits  -^d<r  serait 

negative  et  non  nulle.  II  n'y  a  done  pas  de  maximum  de  U  en  P. 
De  m£me,  il  n'y  a  pas  de  minimum. 

Si  U  designe  un  potentiel  du  a  l'at  traction  newtonienne  ou  a 
des  attractions  eiectriques  wu  magnetiques,  le  resultat  precedent 
s'enonce  ainsi  :  Le  potentiel  11  a  ni  maximum  ni  minimum  en 
dehors  des  masses  atlirantes.  D'apres  la  reciproquc  du  theoreme 
de  Dirichlet(t.  II,  n°  449,  p.  325),  on  voit  qu'il  ne  peut  exisler 
de  position  d'equilibre  stable  pour  un  point  attire,  entitlement 
libre,  en  dehors  des  masses  atlirantes. 
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G'est  ainsi,  par  exemple,  que,  pour  un  point  materiel  attire*  par 
deux  centres  fixes  A  et  B  en  raison  inverse  du  carre  des  distances 
(n°  552),  ii  exisle  une  position  d'equilibre  entre  les  deux  points  : 
mai-s  c'est  evidemment  une  position  d'equilibre  instable. 

Theoremf.  —  Line  fonction  harmonic/ ue  ne  petit  pas  avoir 
stir  une  surface,  sur  une  ligne  oil  dans  un  volume,  une  valeur 
constante  plus  grande  ou  plus  petite  que  loutes  les  valeurs 
voisines. 

Soit,  comme  precedemment,  U  une  fonction  harmonique  uni- 
forme  tinie  ainsi  que  ses  derivees  premieres  et  secondes  dans  une 
certaine  region  de  l'espace.  II  est  impossible  que,  dans  cette 
region,  il  existe  une  surface  S  sur  laquelle  U  prenne  une  valeur 
constante  plus  grande  (ou  pluspetile)  qu'en  tous  les  points  voisins 
situes  de  part  et  d'aulre.  En  efTet,  s'il  en  elait  ainsi,  on  pourrail, 
d'un  point  quelconque  A  de  celle  surface  comme  centre,  decrire 
une  sphere  d'un  rayon  assez  petit  pour  que,  sur  celle  sphere, 

^  ait  un  signe  constant,  ex.cepte  peut-e*tre  le  long  de  la  ligne 

d'intersection  de  la  sphere  el  de  la  surface  ou  ^  pourrait  etre 

nul.  En  eflel,  si  U  esl,  sur  la  surface,  plus  grand  que  dans  le  voi- 
sinage,  U  decroit  quand  on  s'eloigne  de  A  dans  une  direction  quel- 
conque, sauf  pour  les  directions  situees  sur  la  surface  pour  les- 
quelles  U  est  constant.  Mais  alors  1'int^grale 


—  ch 
oil 


etendue  a  la  surface  de  cetle  sphere  serait  difterenle  de  z£ro,  car 
tous  les  elements  auraient  un  signe  constant;  ce  qui  est  en  contra- 
diction avec  l'equafeion  (4). 

On  voit  de  meme  qu'il  est  impossible  que,  le  Jong  d'une  ligne, 
U  ait  une  valeur  constanle  plus  grande  (ou  plus  petite)  que  les 
valeurs  aux  points  voisins. 

En(in,  il  est  impossible  que,  dans  la  region  consideree  de  res- 
pace,  il  y  ait  un  volume  v  dans  lequel  U  serait  constant,  de  telle 
facon  que,  dans  le  voisinage  immediat  de  c,  U  soit  constamment 
plus  grand  (ou  plus  petit)  que  dans  v.  En  effet,  s'il  en  etait  ainsi, 
en  prenant  un  point  quelconque  A  sur  la  surface  s  limite  de  v,  et 
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deciivant  de  ce  point  comme  centre  une  sphere  d'un  rayon  suffi- 
samment  petit,  on  aurait : 

i°  Sur  la  portion  de  surface  sphdrique  exleneure  a  i>,  pour  — 
un  signe  constant; 

2°  Sur  la  portion  interieure,  ~  =  o. 

L'inlegrale  (5)  Vendue  a  l'aire  de  cette  sphere  ne  serait  done 
pas  nulle,  ce  qui  est  en  contradiction  avec  l'equation  (4). 

On  conclut  de  ce  qui  precede  lc  theoreme  suivant,  relatif  a  une 
fonction  karmonique  nulle  sur  une  surface  fermee  : 

Si  une  fonction  karmonique  U  est  uniformc,  finie  ainsi  que 
ses  dcrivees  premieres  el  deuxiemes  dans  un  volume  V,  el  prend 
fa  valeur  zero  sur  la  surface  limile  S,  cite  est  nulle  dans  tout 
le  volume. 

En  effet,  si  ia  fonction  n'ctait  pas  nulle  en  tons  les  points  du 
volume,  parmi  les  valeurs  qu'elle  prendrait  dans  le  volume,  il  yen 
aurait  une  G  qui  serait  plus  grande  ou  plus  petite  que  toutes  les 
autres.  Le  lieu  des  points  pour  lesquels  on  aurait 

U  =  G 

se  composerait  ou  de  points  isoles,  ou  de  lignes,  ou  de  surfaces,  ou 
de  volumes.  Dans  le  premier  cas,  hi  fonction  serait  maximum 
ou  minimum  en  un  point,  ce  qui  est  impossible.  Dans  les  autres 
cas,  la  fonction  aurait,  sur  une  ligne,  une  surface  ou,  dans  un 
volume,  une  valeur  constante  plus  grande  (ou  plus  petite)  que 
toutes  lesvaleurs  voisines;  ce  qui  est  egalement  impossible.  Done 
la  fonction  U  est  nulle. 

Dans  ce  theoreme^  le  volume  considere  V  a  une  forme  quel- 
conque  :  par  cxemple,  la  forme  d  un  tore,  ou  du  volume  compris 
entre  une  sphere  et  une  sphere  interieure,  etc. 

Cas  d'un  volume  indefini.  —  Un  theoreme  analogue  a  lieu 
pour  les  fonclions  harmoniques  a  l'extericur  d'une  surface  fermee 
donnee : 

Si  une  fonction  karmonique  U  teste  finic  ainsi  que  ses  deri- 
vees  premieres  et  secondes  a  l'extericur  d 'tine  surface  fermee 
donnee  2,  si  de  plus  cette  fonction  prend  la  valeur  zero  sur  2 
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el  s'annule  a  Viiifini,  la  fonction  U  est  nulle  dans  tout  Vespaee 
consider  e\ 

En  eflet,  si  la  fonction  U  n 'eta  it  pas  constante  dans  le  volume 
indefini  consider,  il  existerait  dans  ce  volume  soit  des  point's,  soit 
des  iignes  ou  des  surfaces,  soil  des  volumes  ou  la  fonction  prendrait 
nne  valeur  constante  plus  gTande  (ou  plus  petite)  que  les  valeurs 
voisines.  Ce  qui  esl  impossible.  Done  U  —  o  dans  tout  le  volume. 

Consequence  : 

Si  deux  fonctions  harmoniques  U,  et  U2  finies  ainsi  que 
leurs  derive* es  premieres  el  secondes  dans  un  volume  donne  V 
prennent  sur  la  surface  limite  les  memes  valeurs,  cites  sont- 
identiques  dans  Vinterieur  da  volume. 

En  eflet,  la  difference  U|  —  U2  est  une  fonction  harinonique 
fioie  ainsi  que  ses  derivees  dans  le  volume  V  ct  s'annuiant  sur  la 
surface.  D'apres  le  theoreme  precedent,  cetle  difference  est  nulle 
dans  tout  le  volume. 

Un  theoreme  analogue  a  lieu  pour  un  volume  indefini  situe  a 
l'exterieur  d^une  surface  fermee  2,  a  condition  que  U1  —  U2  s'an- 
nule  sur  la  surface  2  et  a  l'infini- 

o9  i .  Une  fonction  harmonicjue  unif orme  fmie  et  determines  ainsi 
que  ses  derivees  premieres  et  deuxiemes  en  tous  les  points  de 
l'espace,  k  ^distance  finie  ou  infinie,  est  une  constante.  —  Imaginons 
une  fonction  harmonique  U,  finie  ainsi  que  ses  derivees  premieres 
et  deuxiemes  dans  tout  l'espace,  et  prenanl  une  valeur  finie  deler- 
xninee  quand  le  point  x^  r,  z  s'elpigne  indefiniment  suivant  une 
loi  quelconque.  Celte  fonction  U(#,  y,  3),  si  elle  n'est  pas 
constante,  a  necessairement  un  maximum  et  un  minimum.  Le 
maximum,  par  exemple,  peut  etre  atteint  a  l'infini ;  mais  alors  le 
minimum  est  a  distance  finie.  SoitC  la  valeur  minimum  de  U.  Le 
lieu  des  points  tels  que  \}{x,  y^z)  ~  G  peut  se  composer  de 
points  isoles,  ou  de  lignes,  ou  de  surfaces,  011  de  volumes.  Mais 
cela  esl  imposssible,  d'apres  les  theoremes  du  num^ro  precedent; 
la  fonction  e^l  done  une  constante. 

502.  Determination  d'une  fonction  harmonique  par  ses  valeurs 
sur  une  surface;  theoreme  d'existencc  —  Nous  avons  vu  (n°  890) 
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que,  si  deux  fonctions  harmoniqucs  dans  an  volume  V,  finies  ainsi 
que  leurs  ddrivees.  premieres  el  secondes,  prennent  les  m£mcs 
valeurs  sur  la  surface  limite  S,  elles  sont  identiques.  Cela  revient 
a  dire  qu'il  n'existe  pas  deux  fonclions  harmoniques  prenant  des 
valeurs  donnees  sur  une  surface  ferm£e  et  remplissant  a  l'interieur 
les  conditions  indiquees.  Mais  on  est  alors  conduit  a  se  demander 
s'il  existe  toujours  une  fonction  harmonique  prenant  sur  la  sur- 
face des  valeurs  donnees  a  l'avance.  La  reponse  est  fournie  par  le 
theoreme  suivant  : 

//  existe  une  fonction  harmonique  un  if  or  me  finie  ainsi  que 
ses  derivees  premieres  et  deuxiemes  dans  le  volume  V  et  pre- 
nant, sur  la  surface  S,  des  valeurs  donnees  d  Vavance  se  sue- 
cedant  d' une  maniere  continue. 

On  pent  se  rendre  compte  de  ce  fiiit  par  des  considerations  phy- 
siques, pn  eflet,  regardons  le  volume  V  commc  un  milieu  homo- 
gene  et  isolrope  conducteur  de  la  chaleur;  niainlenons  les  divers 
points  de  la  surface  S  a  une  temperature  conslanle  pour  cliaque 
point,  mais  variant  arbitrairement  d'un  point  a  l'aulre.  II  s'etablit 
alors,  dans  1,'interieur  du  volume,  une  temperature  stationnaire. 
Cetle  temperature  est  une  fonction  U(.r,  jr,  z)  qui  prend  les  valeurs 
donnees  sur  la  surface  et  qui,  comme  Fa  monlre  Fourier,  est  har- 
monique dans  le  volume. 

Cas  dJun  volume  indefini.  —  Supposons  que  le  volume  V 
s'etende  a  Pinfini  et  comprenne  toute  la  partie  de  l'espace  extc- 
rieure  a  des  surfaces  ferm^es  donnees  dont  l'ensemble  constituc 
la  surface  limite  S.  //  existe  encore  une  et  une  seule  fonction 
harmonique  dans  V ',  finie  ainsi  que  ses  derivees  premieres  et 
deuxiemes  dans  V, prenant  sur  la  surface  limite  S  des  x^aleurs 
donnees  et  s'annulant  a  Uinfini. 

L'existence  de  cetle  fonction  resulte  des  memes  considerations 
physiques  que  pour  le  cas  d'un  volume  fiai. 

593.  Principe  de  Dirichlet.  —  Pour  demontrer  mathematique- 
ment  l'existence  d'une  fonction  harmonique  repondantaux  condi- 
tions indiquees  ci-dessus,  Dirichlet  emploie  un  raisonnement  qui 
repose  sur  le  principe  suivant  : 

Soil  une  fonction  quelconque  v(x,  r,  z)  (harmonique  011  non) 
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finie  n i us i  que  ses  derivees  premieres  ei  deuxiemes  dans  le 
volume  V  el  prenanl  sur  la  surfaee  S  les  valeurs  donnees  :  soil, 
d 'autre  pari,  I'i  lit  eg  rale  triple  essentiellement  positive 

etendue  au  volume.  Dirichlel  reganie  cotnnie  ev ideal  que,  parmi 
les  fonctio/is  y  en  nombre  infini  remplissant  les  conditions 
indiquees,  il  en  est  line  L  qui  rend  i integrate  I  minimum ; 
puis  il  fail  voir  que  celte  function  U  reaiisant  le  minimum  est 
harmonique,  ce  qui  dereiontre  lr  iheoreme. 
Voici  le  ealcul  do  Diriculet  : 

Soil  cp  la  fohctioti  rendaul  I  minimum ,  prenons  une  fonction 
voisine 

£  etanl  une  constante  iniiniment  pel  ite,  el,  6  designant  une  fonction 
arbilraire  daus  V,  assujettie  aux  m^mes  conditions  de  continuity 
que  cp  cl  nulle  sur  S.  Si  Ton  remplaee  <p  par  «  --f-  e<j;,  Fintegrale 
doit  prendre  une  valeur  J  plus  grande  que  I.  Cette  nouvelle 
valeur  .1  esl 

en  posant 

H  =  f  f  f  (il  dA      ^  °±  :  +  il  dx 
.'  Jy  Ox      Oy  Oy      Oz  dz/ 

J  —  I  devant  etre  positif  q uelq ue  soil  le  signe  de     on  doit  avoir 

II  ^o, 

quelle  que  so  it  Mais,  dap  res  la  formule  ( ?. )  de  Green  (p.  7), 
Fintegrale  H  peut  s'ccrire 

ou  la  premirrr  integrate  est  etendue  ;i  la  surface  S  limitani  le 
volume  V.  Ma i^  sur  S,  la  fonction  •]/  esl  suppose**  nulle;  Finle- 
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grale  double  est  done  nulle  et  Ton  a 

cetle  integrate  devant  £tre  nulle,  quelle  que  soil  la  fonction  <|>, 
on  a  ndecssairement 

Acp  =  o 

dans  tout  le  volume  V.  Gar  si  Acp  avait  un  certain  signe  dans  une 
portion  de  V,  il  sufhrait  de  prendre  pour  une  fonction  ayant  ce 
m£me  signe,  pour  que  H  ne  soit  pas  nulle. 

La  fonction  cp  qui  rend  I  minimum  est  par  suite  harmonique  : 
tl  existe  done  une  fonction  harmonique  dans  V,  pren.tnt  sur  S  des 
valeurs  donnCes.  Tel  est  le  raisonneinent  dc  Dirichlet. 

Mais  Weierstrass  a  montre,  dans  une  critique  approfondie  des  principes 
du  calcul  des  variations,  qu'il  n'est  pas  permis  d'affirmer  a  priori  Texis- 
tence  d'une  fonction  U  remplissant  les  conditions  indiquees  a  I'rnterieur  et 
sur  la  surface,  et  rendant  I'integrale  I  minimum  :  on  peut  seulement 
affirmer  qu'il  existe  pour  I'integrale  I  une  limite  inferieure  dont  elle 
s'approche  autant  qu'on  le  veut  par  un  choix  convenable  de  la  fonction  cp, 
mais  qui  n'est  pas  necessairement  alteinte  eflertivement  pour  une  determi- 
nation speciale  de  cp  remplissant  toutes  les  conditions  exigees. 

Un  theoreme  d'existence  du  meme  genre,  fonde  sur  le  meme  raisonne- 
inent et  relatif  a  des  fonctions  de  deux  variables,  a  ete  employe  par 
Hiemann  dans  la  theorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe  qui  se  rat- 
tache  a  celle  du  potenliel  logarilhmique  (voir  la  fin  du  Chapitre). 

On  possede  actuelleinent  des  demonstrations  mathemaliques  rigoureuses 
du  theoreme  d'existence  tant  pour  le  cas  de  deux  que  de  trois  ou  meme 
de  n  variables.  Gitons  entre  autres  les  travaux  de  M.  Schwarz  (OEuvres 
completes,  t.  II),  de  Ghristoffel  (Annali  di  Matematica,  1870),  de 
M.  Marnack  (Grundlagen  der  Theorie  des  logarithmischen  Potentiates, 
Leipzig,  1887),  de  M.  Painlevc  (Comptes  rendus,  t.  CXII,  1 89 1  >. 

Pour  l'espace,  Ch.  Neumann  a  donne  une  methode  appelee  Methode  des 
arithmelisch.cn  Mittels  (Allgemeine  Untersuchungen  iiber  das  New- 
tonsche  Princip  der  Fernewirkung,  Leipzig,  1877 );  cette  methode  a  ete 
elendue  par  C.  Neumann  !ui-rneme  au  cas  de  deux  variables  et  par 
M.  Kiquier  au  cas  de  n  variables  (These  de  Doctorat,  Paris,  1886).  Une 
methode  qu'il  faut  rapprocher  de  celle  de  Gh.  Neumann  est  la  methode 
donuee  par  Robin  dans  sa  These  de  Doctorat,  inseree  aux  Annates  de 
VEcole  Normale  (1886).  M  Poincare  a  indique  une  methode  dite  melho  'c 
du  balayage  (American  Journal,  t.  XI  J,  1890).  En  fin  M.  Hilbert  a  public 
deux  Memoires,  Tun  traduit  par  M.  Laugel  dans  les  Nouvelles  Annates 
de  Mathematiques,  t.  VIII,  1900;  I'autre  publie  dans  les  Mathematische 
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Annalen,  t.  XIX,  1904  ;  on  doit  rapprocher  de  ces  deux  articles  un  travail 
de  M.  Lebesgue  (Rendiconti  di  Palermo,  1907). 

Ces  methodes  ne  se  bornent  pas  a  prouver  l'existence de  la  fonction  har- 
monique,  elles  en  donnent  des  expressions  approchees.  II  nous  est  impos- 
sible d'entrer  ici  dans  les  developpemenls  mathematiques  qu'elles  com- 
ponent. 

594.  Cas  oil  4^- est  mil  sur  une  surface  fermee.  —  Soient  une 
dn 

surface  fermee  S,  U  une  fonction  karmonique  uni/orme  finie 
ainsi  que  ses  derivees  premieres  et  secondes  dans  le  volume  V 

limite  par  cette  surface;  si  ^~  est.  nui  en  tous  les  points  de  la 

surface  S,  U  est  constant  dans  le  volume.  Appliquons,  eii  eflet, 
a  ce  volume  la  formule  (8")  de  Green  (n°  535)  en  faisant 

>\  =  cp  =  U(a?,  y,  z). 

Nous  aurons 

.  {//.(•"- 

Or,  actuellement,  AU  =  o  dans  le  volume  et  ^  —  o  sur  la  sur- 

dn 

face.  Done  on  a 

Si  U  n'etait  pas  constant  dans  V,  ses  trois  derivees  partielles  ne 
seraient  pas  nulles,  et  cette  derniere  integrate  ajant  tous  ses  ele- 
ments positifs  ne  serait  pas  nulle.  Done  U  est  constant. 

Par  exemple,  si,  dans  un  champ  deforces  cree  par  des  attractions 
newtoniennes,  electriques  ou  magnetiques,  il  existait  un  tube  de 
forces  ferme',  comme  un  tore,  ne  contenant  aucune  masse  agis- 
sante  et  tel  que  le  potentiel  U  soit  uniforme  dans  son  interieur, 
le  potentiel  serait  necessairement  constant  dans  tout  le  tube,  car 

en  tous  les  points  de  la  surface  du  tube  on  a  ~  =  o. 

Consequence.  —  Si  dans  un  volume  V  deux  fonctions  harmo- 
niques  uniformes  U,  et  U2  sont  finies  ainsi  que  leurs  derivees 
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premieres  et  secondes,  et  si,  sur  la  surface,        esi  egal  a  la 

difference  U1  —  U2  est  constante  clans  le  volume,  car  cette  diffe- 
rence est  une  fonction  harmonique  U  remplissant  les  conditions 
prece'dentes. 

Remarque.  —  L'equation  (6)  peut  servir  egalement  a  etablir  le 
theoreme  du  n°  590,  car,  si  la  fonction  harmonique  U  est  nulle 
sur  S,  on  a  encore  l'equation  (7);  done  U  est  constante  dans  V,  et, 
comme  elle  est  nulle  sur  S,  elle  est  nulle  dans  V. 

595.   Determination  d'uue  fonction  harmonique    U  dans  un 

volume,  quand  on  connalt  15  et  ^  sur  la  surface-  —  Soienl  dans 

un  volume  limite  V  deux  fonctions  uniformes  L  et  U'  de  .r,  j',  z 
finies  ainsi  que  leurs  derivees  partielle^  des  deux  premiers  ordres 
et  verifiant  chacune  l'equation  de  Laplace;  la  formule  de  Green 
(n°  53o,  3  bis),  on  <p  =  U,  >l  =  U',  devicnt 


^integration  etant  etendue  a  la  surface  qui  limite  le  volume  con- 
sider^, et  ^>       designant  les  derivees  prises  suivant  la  normale 

exterieure  a  cette  surface. 

Si  l'une  ou  l'autre  des  fonctions  cessait  de  remplir  les  condi- 
tions de  continuite  indiquees,  la  formule  devrait  etre  modifiee. 

Supposons,  par  exemple,  que  U(a?,  y,  z)  veriliedans  le  volume  V 
les  conditions  indiquees,  mais  prenons  pour  U'  la  fonction 


s/(x  —a)*  +-  (y  —  b)*-t-(z  --  cf 


a,  b,  c  designant  les  coordonnees  d  un  point  lixe  A  situe  dans  le 
volume  V.  Cette  fonction  U'  de       y,  z  verifie  l'equation 


mais  elle  eesse  d'etre  continue  au  point  A.  Entourons  le  point  A 
d'une  sphere  <r  de  centre  A  et  de  tres  petit  rayon,  et  considerons 
li.  portion  du  volume  V  exterieure  a  cette  sphere.  Dans  ce  nouveau 
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volume,  U'  est  continue  :  les  surfaces  limitani  ce  nouveau  volume 
se  oomposent  de  la  surface  S  limitant  V  et  de  la  sphere  9. 


Fig.  3oi. 


On  a  done,  en  appliquant  la  formule  gendrale  (8)  au  nouveau 
volume  ainsi  limits, 

<•>  //Gs-4)**//4s-4)*- 

la  premiere  integrate  elant  etendue  a  la  surface  S  limitant  le 
volume  primitif  el  la  seconde a  la  sphere  <r;  les  derivees  sont  prises 
suivant  les  normales  exterieures  au  volume,  e'est-a-dire  exte- 
rieures  a  la  surface  S  et  interieures  a  la  sphere  9. 

La  premiere  integrate  etant  evidemment  independante  du  rayon 
de  la  sphere  or,  il  en  est  de  meme  de  la  seconde.  Dans  cette  seconde 
iutegrale,  le  premier  terme  s'ecrit 

urn* 

car  /•  est  constant  sur  la  surface  <y  et  egal  au  rayon  de  la  sphere; 
d'autre  part 

IS.**--* 

car  TT  est  continue  dans  la  sphere.  Quant  au  deuxieme  terme 


on  le  calcule  comme  il  suit  :  La  normale  intexieure  a  la  sphere  <x 
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coincide  avec  Je  rayon;  la  longueur  dti  d'un  element  de  nonnale 
interieure  est  —  dr  et 

r  _  i 

dn  ~      dr  —  r1 

L'inte^rale  ci-dessus  est  done,  en  appelant  /•  le  rayon  de  la 
sphere  <x, 

En  prenant  des  coordonnees  polaires  d'ori^ine  A,  on  a,  sur  la 
sphere  v  de  centre  A  et  de  rayon  r, 

x  =  a  -h  r  sin  6  coscp, 
y  —  h  -+-  r  sin  ft  sin 

5  =  C  -h  /*  COSO, 

di  =  r*  MnO  t/0  do: 

I'lFitegrale  est  done 

'      rfcp  /    U(<2  -+-  r  sinO  cos'f,  6 -h  r  sin 6  sin cp,  c  -b  r  cos8)  sin6  db. 
o 

Cette  intrgrale  etant  independante  du  rayon  r  de  la  sphere, 
nous  aurons  sa  valeur  en  faisaut  tendre  /•  vers  zero  :  on  trouvc;  ainsi 

—  4  it  U  ( «,  6,  c). 
La  fornnile  (<.))  devient  done 

(,o)  ^■^-r.fji^-^d.. 

Elle  donne  la  valeur  de  la  fonclion  harinonique  U  en  nn  point 
(<7,  6,  c)  interieur  au  volume  tjuand  on  connnit  les  valeurs  de  l) 

et  ^  sur  la  surface  I i mile  S. 
an 

Mais,  comme  il  resulle  du  theoreme  d'existence,  les  valeurs 

i    n      <l\]  v  .  .  ... 

de  U  et  -j^  ne  peuvent  pas  Hre  prises,  en  meme  temps,  arbitrai- 

rement. 
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Cas  d'wn  volume  indefini.  —  Supposons  que  le  volume  V 
soil  indefiDi  et  se  compose  de  la  region  de  l'espace  exterieure  a 
une  surface  fermee  2.  La  m£me  formule  s'applique  pourvu  que  la 
fonction  U  el  ses  deriv^es  deviennent  nulles  a  l'infini  de  telle  facon 

que  les  produits  RU,  R2^'  '  ^2^s"  restent  nn's  quand  xi 


yy  z  deviennent  infinis,  R  ayant  pour  valeur  \/ x'1  -f- y2  -h  zl ;  la 

derive'e  ^  figurant  dans  la  formule  doit  toujours  elre  prise  vers 

Pexterieur  du  volume  V. 

En  eftel,  decrivons  de  O  com  me  centre,  une  sphere  2'  avec  un 
rayon  R  assez  grand  pour  que  la  surface  limi'te  2  soit  dans  cette 
sphere.  Considerons  le  volume  V7  exterieur  a  I  et  interieura  V  et 
appelons  (a,  6,  c)  un  point  de  ce  volume.  La  formule  (io)  s'applique 
a  condition  de  regarder  comme  surface  S  limitant  le  volume  V7 
l'ensemble  des  surfaces  2  et  2'.  On  peut  done  ecrire 


00 


 U—  /  da. 

r  an  an 


ou  la  premiere  integrale  est  eHendue  a  la  surface  2,  la  seconde  a  la 
sphere  2' :  r  est  la  distance  du  point  a,  6,  c  a  1'element  da. 

Si  maintenant  on  fait  croitre  R,  rayon  de  2',  ind^finiment,  la 
derniere  integrale  tend  vers  zero.  En  eflfet,  en  appelant  a,  (3,  y  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  exterieure  a  2',  on  a 


dU         dV      0  dV  dl) 


d'autre  part,  comme  nous  Tavons  vu  precedemment  (n°  555),  on  a 

d- 

— —  =  —cosd, 
dn  r* 

8  designant  Tangle  de  la  normale  exterieure  a  la  surface  en  un 
point  dv  avec  la  droite  r  allant  du  point  a,  b,  c  a  1'element  d<7. 
Enfin 

dn  =  R'cfo), 
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ctant  I'ouverhire  dn  cone  de  sommcl  O  et  de  base  <7t.  La 
deuxieme  integrate  peut  done  s'eerirc 

Quand  R  augmente  indefiniment,  R2  ^  cl  RU  restcnt  (inis,  le 
rapport  —  tend  vers  i .  La  quantite  sons  le  signe  d'integration  reste 
done  finie;  inais  le  premier  facteur  t~t^  t°n<l  vers  zero.  Le  pro- 

duit  tend  done  bien  vers  zero. 

La  formule  (1  i )  donne  alors  une  forrnule  identiquc  a  ( 10),  avec 
rette  difference  que  le  point  (✓/,  />,  r)  est  exlerieur  a  1'  : 


(in)  ll(a.  h.  c  )  —  - 

i 

les  derivees  etant  prises  en  suivutil  la  normale  interieure  a  S.  Si 
Ton  prend  les  derivees  vers  Vexlericur  de  2,  il  faut  changer  le 
signc  du  deuxicme  niembre. 

596.  Premiere  application.  —  Ln  valeur  moyenne  d  une 
fonction  hartnonique  sur  une  sphere  est  egale  a  sa  valeur  au 
centre.  —  Supposons,  dans  la  formule  genera  I e  (io)  qui  precede, 
que  S  snit  une  sphere  ayant  pour  centre  le  point  (a,      c).  Alors 

d  - 

sur  cette  sphere  r  est  constant;  de  plus  -j-j  ~  —  p, »  car  la  normale 

exterieure  rfn  est  egale  a  I'accroissement  inlmimenl  petit  dr  du 
rayon.  La  formule  devietit  alors 


~  f  f 


in 


Mais  IJ  ('taut,  par  hypothese,  linie  ainsi  que  ses  derivees  pre 
mieres  et  deuxiemes  dans  la  sphere  S,  on  a  (n°  587  ) 
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Dour 

ce  qui  demontre  le  theoreme,  car  le  deuxieme  membre  est  ce  qu'on 
appelle  valeur  moyenne  de  U  sur  la  surface  de  la  sphere. 

597.  Deuxieme  application.  Couches  de  niveau.  —  Imaginons 
un  sysleme  de  masses  attirantes  dont  le  potentiel  soil  U.  Puis  con- 
siderons  une  surface  de  niveau  fermee  £  comprenanl  toutes  les 
masses  attirantes  a  son  interieur.  Soil  TJ  ==  C  1'equation  de  cette 
surface.  Distribuons  sur  2  une  simple  couche  dont  la  densite  en 
chaque  point  n i t  pour  valeur 

^  '~  ~  \  it  dn  ' 

la  derivee  etanl  prise  normalement  a  5  vers  V  exterieur.  On  obtient 
ainsi  ce  qu'on  appelle  une  couche  de  niveau  :  cette  couche  a  les 
proprietes  suivanles  : 

^attraction  de  cette  couche  sur  un  point  exterieur  est  la 
meme  que  celle  des  masses  attirantes  donnees.  Son  attraction 
sur  un  point  interieur  est  nulle. 

Pour  demontrer  ce  theoreme,  il  suffit  de  montrer  que,  si  Ton 
appelle  V  le  potentiel  de  cette  couche  £  : 

iw  A  V  exterieur  de  S,  U'  est  eg  a  I  a  U  ; 
2°  A  r interieur  de  S,  V  est  constant. 

En  elTel:,  prenons  d'abord  un  point  P(#,  b,  c)  exterieur  a  la 
couche.  Le  potentiel  U'  de  S  en  ce  point  est 

r  etant  la  distance  de  P  a  ['element  d<r.  Mais,  d'apres  la  formule  (12) 
(in  n°  ?>9?>,  on  u,  puisque  les  derivees  sont  prises  vers  V exterieur 
He  E, 
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On  en  deduit 

U'(a,  b.  c)  =  U(a,      c)  — 

4  w 

La  derniere  integrate  est  nulle;  en  eflfet,  sur  2,  U=C;  cette 
integrale  est  done 

e'est-a-dire  zero,  car  le  point  P(«,  b,  c)  est  en  dehors  de  2  (n°  555). 
On  a  done  bien 

U'(*,  6,  c)=  Ufa,  />,  c); 

ce  quil  fallait  demontrer. 

II  est  facile  de  voir  maintenant  que,  dans  2,  U'  est  constant.  En 
effet,  le  potentiel  U'  de  la  couche  2  est  continu  dans  tout  l'espace 
et  verifie  partout  1'equation  AU'  =  o,  execpte  sur  la  couche. 
Comme  a  l'exterieur  V  est  identique  a  U,  on  a,  sur  la  couche, 

U'=C. 

La  fonction  (J' —  C  est  alors,  dans  l'interieur  de  2,  une  fonction 
harmonique  finie  ainsi  que  ses  derivees  premieres  er  deuxiemes; 
de  plus  cettp  fonction  sannulc  sur  2  :  el  le  est  done  nulle  dans  2. 

Ce  theorerne  el  d'autres  du  ineme  genre,  mais  plus  geneVaux, 
onl  ete  decouverts  par  Green  el  retrouves  d'une  autre  facon  par 
Chasles.  Jl  constittie  une  sorte  de  reeiproque  du  theorerne  du 
n°  583. 

598.  Fonction  de  Green.  —  Si  Ton  connait  la  valeur  de  la  fonc- 
tion harmonique  L  sur  une  surface  fermee  S,  cette  fonction  est, 
d'apres  le  theorerne  d'existenee,  entitlement  determinee  a  l  inte- 
rieur,  en  admettant  qu'elle  _y  soit  finie  ainsi  que  ses  derivees  pre- 
mieres et  deuxiemes.  La  formule  du  n"  595  ne  permet  pas  de  la 
calculer  en  un  point  interieur,  car  cette  formule  exige  la  connais- 

sance  de  U  et^  sur  la  surface.  Elle  ne  permet  done  pas  de  resoudre 

le  probleme  de  Dirichlet.  Mais  Green  a  fait  la  remarque  que  cette 
formule  permettrait  de  resoudre  le  probleme  de  Dirichlet  si  I  on 
connaissait,  pour  la  surface  S,  une  fonction  harmonique  speciaie 
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qu'ori  a  appel^e  fonction  de  Green.  Gelte  fonction  G(x,y,  z\ a,  b,  c) 
est  assujettie  aui  conditions  suivanfces  : 

i°  Elle  est  harmonique  dans  le  volume  V  limits  par..S*, 
2"  Elle  est,  dans  ce  volume,  finie  ainsi  que  ses.  de'rive'es  pre- 
mieres et  deuxiemes; 

3°  Elle  prend  sur  la  surface  S  les  m£mes  valeurs  que  la  fonc- 
tion ^,  /*  designant  la  distance  d'un  point  de  la  surface  au  point 
interieur  a,  c. 

D'apres  le  theoreme  d'existence,  cetle  fonction  existe  et  est 
unique.  Supposons  qu'on  la  connaisse.  On  a  alors,  comme  U  et  G 
sont  (inies  dans  V  ainsi  que  leurs  derivees, 

Retranchons  cette  formule  du  deuxieme  membre  de  la  rela- 
tion (10),  en  nous  rappelant  que,  sur  la  surface  S,  la  fonction  G 

est  e<;ale  a  ^;  les  termes  en  ^  disparaissent,  et  il  vient 

formule  qui  permet  de  calculer  U  dans  le  volume  quand  cette 
fonction  est  oonuue  sur  la  surface. 

Cas  dun  volume  indefini.  —  On  peut  de  merne  resoudre  le 
problemc  de  Dinclilet  pour  un  volume  indefini  exterieur  a  une 
surface  fermee  S  quand  on  connait  la  fonction  de  Green  pour  un 
point  (a,  b,  c)  exterieur  a  Cette  fonction  G  est  alors  assujettie 
a  etre  harmonique  dans  le  volume  exterieur  a  2,  a  rester  finie 
ainsi  que  ses  derivees  premieres  et  deuxiemes  dans  ce  volume,  a 

devenir  A  l'infini  nulle  comme  1  enfin  a  prendre  sur  2 

v/r2  -+■  y-  -h  zi 

les  meines  valeurs  numeriques  que 

i  _  i 

r       sj{  :r  —  ay  -h  ( y  —  b  j5     (  z  —  c 
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599.  Fonction  de  Green  dans  le  cas  de  la  sphere.  -  Suppose  us 
<|ue  S  soil  une  sphere  de  rayon  R  ;  soienl  I*  un  poinl.  inierieur  de 
coordonnees  a,  b>  c,  et  P'  le  conjugue  harmonique  de  P  par  rap- 
port aux  deux  extrdmites  du  diametre  OP;  de'signons  par  r  et  r' 
les  distances  d'un  point  quelconque  de  Pespace  aux  poinis  P  et  P'; 
on  a,  comme  on  l'a  vuau  n"  566, 

fix  1       R  1 

(,4)  7  =  op?' 

sur*toute  la  sphere.  La  fonction  de  Green  pour  I'interieur  de  la 
sphere  est  alors 

R  1 

En  effet,  cette  fonction  est  harmonique ;  elle  est  continue  ainsi 
que  ses  de>ivees  dans  la  sphere,  car  le  point  P'  est  exterieur; 
enfin,  sur  la  sphere,  elle  prend  leS  me'mes  valeurs  que  -  d'aprt-s 
la  relation  ( \/\). 

On  a  done,  en  remplacant  G  par  son  expression  actuelle  et 
faisanlOP=/,  OP'=/'  : 


-*->-r//°(7^-  =  )*- 


Soient  A  un  poinl  de  la  surface  spherique,  8  et  0'  les  angles  de 
la  normale  exterieure,  prolongement  de  OA,  avec  les  droites  AP 
et  AP,  on  a  (n°  555) 


d?  d7- 


en  outre  les  deux  triangles  OAP  et  OAP'  donnent 

/i  =RJ-h/1  +2Rr  cos 8, 
/'2=  K?-^  r'*-+-  2Rr'cosfl'; 


comnie  on  a 


/=T'     r  =  lr 


la  deuxierne  relation  devient 


R2=         r*_f-  2  r/ cos  6'; 
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done,  en  retranchant, 

/a  —  R*  =  r(  R  cosO  —  /  cosO) 

el  eniin 

H2  —  /*  _  R  cose'  _  cosO 
Rr3     ~  I     r'2  r* 

La  formule  trouvee  peut  done  s'ecrire 

Le  probleine  de  Di  rich  lei  esl  ainsi  resolu  pour  une  sphere. 

000.  Application.  —  Si  une  fonction  harmonique  uni/orme  U(x,yz) 
est  finie  ainsi  que  ses  derivees  premieres  et  deuxiemes  en  tous  les  points 
de  I'espace,  et  si  sa  valeur  absolue  t  este  en  tous  les  points  de  Vespace 
inferieure  a  une  limit e  jixe  L,  cette  fonction  se  re"duit  a  une  con- 
stante 

De  Porigine  com  me  centre,  avec  un  rayon  R,  decrivons  une  sphere  : 
puis  appliquons  la  formule  (14)  d'abord  en  supposant  le  point  (a,  b,  c) 
dans  une  position  quelconque  dans  la  sphere ;  puis  en  supposant  ce  point 
a  l'origine,  ce  qui  donne  pour  la  valeur  U0  de  U  a  I'origine 


(i5> 


s 

car,  F  etant  en  O,  r  =  R,  /  ■=  o.  On  a  done,  en  retranchant, 


Or  ('element  superficiel  d<j  de  la  sphere  dc  rayon  R  est  egal  a  R2<ftu,  dw 
designant  I'ouverture  du  cone  dc  sommet  O  et  de  base  </<r,  et  Ton  a 

L'int6grale  du  deuxieme  membre  a.,  d'apres  cela,  une  valeur  fixe  inde- 
pendante  de  R.  Nous  allons  montrer  que  cette  valeur  est  nulle. 

R 

En  effet.  fnisons  croitre  R  indetiniment,  le  rapport  tend  vers  1  pour 
tous  les  points  de  la  sphere,  car  le  point  P  resle  fixe;  done  le  facteur 

'  TT1- 


(')  Voyez  Traite  d  Analyse  de  M.  Ficahd,  t.  I,  p.  i5a. 
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tend  vers  zero  ;  d'ailleurs  U  reste,  en  valeur  absolue,  moindre  qu'un  nombre 
fixe  L.  L'integrale  tend  done  vers  zero,  et  comme  elle  est  constante  elle 
est  rigoureusement  nulle.  On  a  ainsi 

U(a,  b,  c)  =  U0; 

la  fonction  U,  en  un  point  cjuelconque,  a  la  m£me  valeur  qu'a  I'origine; 
elle  est  constante. 

601.  Propriety  caracteristiques  du  potential  d'un  systeme  de 
masses  continues.  —  Soient  des  masses  continues  occupant  un 
volume  form£  d'un  ou  de  plusieurs  morceaux  distincts  limits  par 
des  surfaces  fermees.  Le  polentiel  de  ces  masses  est  une  fonc- 
tion U  qui  remplit  les  conditions  suivantes  : 

i°  La  fonction  U  est  finie  ainsi  que  ses  derivees  premieres  et 
deuxiemes  dans  tout  I'espace; 
2°  Elle  s'annule  a  l'infini; 

3°  Elle  verifie  l'equation  de  Laplace  AU  =  o  en  dehors  des 
masses  attirantes  et  l'equation  de  Poisson  AU  =  —  4^k°  flans  les 
masses  attirantes. 

Ces  proprietes  caracterisenl  le  potentiel.  —  Si  par  un  pro- 
cede  quelconque  on  c  trouve  une  fonction  \Jt(x,y,  z)  possedant 
les  trois  proprietes  indiqu^es,  on  peut  affirmer  qu'elle  est  iden- 
tique  au  potentiel  U. 

En  eflfet,  la  difference  U,  —  U  est  linie  ainsi  que  ses  derivees 
premieres  et  deuxiemes  dans  tout  I'espace,  et  elle  verifie  partout 
F  equation  de  Laplace,  car,  dans  les  masses  attirantes,  on  a 

AU,=  -4*P,      *U  =  —  4*?, 

done  A(U,  —  U)  =  o. 

D'apres  le  theoreme  du  n°  591,  la  fonction  Uf —  U  est  cons- 
tante, et,  comme  elle  est  nulle  a  Tinfini,  elle  est  nulle  partout. 
DoncU,  =  U. 

602.  Application  au  calcul  du  potentiel  d'un  ellipsolde  homo- 
gene.  —  Comme  application,  nous  exposerons  la  methode  donnee 
par  Dirichlet  dans  le  Tome  32  du  Journal  de  C t  elle,  pour  obtenir 
le  potentiel  d'un  ellipsoi'de  homogene  de  densite  p. 
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Soit  l'ellipsoi'de  homogene  donl  la  surface  a  pour  equation 
X*      Y*  Z* 

iw  Designons  par  x,  y,  z  les  coordonnees  d'un  point  donne  P 
de  l'espace  exterieur  a  Tellipsoide,  c'est-a-dire  tel  que 

X*        Y%  '-2* 


(.6) 


Dans  ces  conditions,  ['equation  suivante  en  u 

Xl  yt  -2 


a*-hu  b* 


admet  une  et  une  seule  racine  positive;  en  eflfet,  si  dans  le  pre- 
mier niembre  de  cette  equation  on  fait  croitre  u  de  o  a  oo,  ce  pre- 
mier membre  part  d'une  valeur  positive  et  decroit  constamment 
pour  arriver  finalement  a  la  valeur  —  i  :  il  sannule  done  une  et 
une  seule  fois.  Nous  designerons  par  u  la  racine  positive  unique 
de  I'equalion  (16).  Cette  racine  est  une  fonction  de  .2?,  z  qui 
s'annule  quand  le  point  P  vient  sur  la  surface  de  l'ellipsoi'de  et 
devient  infinie  quand  le  point  P  seloigne  indefiniment  dans  une 
direction  quelconque. 

Cela  pose,  le  potentiel  U  an  point  exterieur  P  est  donne  par 

oil  I  on  pose  pour  abreger 

<p(X)  =  (a2  4-X)(62-hX)(c2^-X). 

2"  Suppostms  iiiainrenant  le  point  P  interieur  a  l  ellipsoide;  le 
potentiel  U  est  donne  par 


(.8)        U  =  *abc?J^   («-~ ~jt 


j2  \  dk 


y/?(X) 


3°  Si  le  point  P  est  sur  Tellipsoide.  les  deux  formules  Sc  rac- 
cordenl,  car  it  =  o. 

Demonstration.  —  Nous  allons  montrer  que  la  fonction  Uainsi 
deiinie  possede  les  propriety  caracteristiques  du  potentiel. 
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DiH'erentions  U  par  rapport  a  x,  nous  auroiis  : 
i"  Si  le  point  est  exl^rieur  (t'ormulc  17) 

-r—  =  ~  nzabcpx  I  

dx  J„  («'H-X;/«p(X) 

P  \       a*  ■+-  a      6s  h-  w      c*  -+-  a  /  /<p(M)  0x ' 

011  le  second  terme  provient  de  ce  que  la  limite  inferieure  a  est 
fonction  de  x.  Mais  ce  second  ternie  est  nu.L  puisque  u  verifie,  par 
hypothese,  ['equation  (16;.  On  a  done 


C9) 


iizabcpx  I 


:*°  Si  le  point  est  interieur  (formulc  18)  on  a  iinmcdiate- 
ment 

(•/o)  —  =  -p.Ttaocp.r  /  .  , — r-r 

v     '  da?  ^  J0    (a*  -r  X)  /*(A) 

On  calculerait  de  meme  ^  et      •  On  voit,  d'apres  ces  tommies, 

que  la  fonction  U  et  ses  derivt'tes  sont  continues  dans  tout  Fes- 
pace. 

Calculons  maintenant  les  derivees  deuxiemes  : 
i°  Si  le  point  est  exterieur,  on  a,  en  diflerentiant  la  forinule  (19) 
et  se  rappelant  que  u  est  fonction  de  x, 

<»\J  r      rm  x      __i  <hf\ 

r,  ,     ,       ,       ,      fl»8U  d'U 

(Jalcuiant  de  meiue        et        et  ajoutant,  on  a 

AU  =  inabc  p  I  -  f7  V-T  +  7T1-    '  "T~ — "7^= 

L  -A  ^a  hX   62  H- A  v^ai 

(  m)  \  rt*      "  r'r       ^2  •+■  «  <tK  -+-  M  t>5  /  I 

On  a,  pour  l'integrale  indefmie, 
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done  Tintegrale  definie  de  u  a  oo  est  —  2     et  Ton  a 

/?(«) 

4IT  ,      /     x     da  y  z     da       \  i 

All  =  2-abcp    —  h  -~  h  —  2  I  , 

\«J+«()i      o1-+-udy      ct-\-udz        1  ^v(u) 

Cette  quantite  est  nulle  ;  en  efTet,  derivons  successivement 
l  equation  (16)  par  rapport  a  j\  >',  3,  nous  aurons 

%x         r       r2  z*      1  da  _ 

ci-  -+-  u  ~~  L («*•+■  M)2       I         «)*       (c*  -h  M)*J  <te  ~  °' 
■i  y         f       r2  X2  ^2      1  °'a 

~~  [  (a2  -+-  «)*  +  (62+  tt)*  "*~  (c2-f-  m)«J       ~  0i 

'>*        _  ("         372  JK2  -Z2         1  _ 

c!h-m       |(a2-+-/*)'-       (&2h-m)2       (c?+m)!J  rf^  ~ 


Ajoutons  ces  equations  apres  avoir  multiplie  la  premiere  par 

— ~  la  deuxieme  par       — »  la  troisieme  par  -— - — >  nouspoui- 

(i 1  •+-  a  1      b  - -\- a  1      c2 -h  it  r 


rons  diviser  le  resultat  par  - — —  ■  -4-    .  _  ^ — r,  -+-  — —   et 

1       (a*H-ie)?       (62-r-w)2  (c*+a)? 

nous  verrons  que 


AU  =  o. 

2"  Si  le  point  est  interieur,  on  a,  en  difterentiant  la  for- 
mule  (20), 


abc  0   /  ; — ;  -r  ;  ; 


d*  U    ()-  U 

c.uculant  or  meme  jy.i  -^pr  el  ajoulant,  on  a 


At1  =    -  i-abco  I     (  — — -h  7  r  h  

V      \a24-X        ^+1  C2-f-A/ 


L'integrale  indefinie  est  a      et  l'lntegrale  definie  ~  : 

v/'f(X)  e 

done,  a  I'interieur 


AU  =  -  4rp. 

Enfin,  la  fond  ion  U,  donnee  par  (17),  s'annule  a  Tinfini,  car  u 
est  infini  a  l'infini. 

La  fonction  U  definie  par  les  formules  (17)  et  (18)  est  done  le 
potent iel  de  I'ellipsoi'de. 

003.  Ellipsolde  de  revolution  aplati.  —  Supposons,  en  particu- 
lar, que  I'ellipsoi'de  suit  entendre  par  la  revolution  d  une  ellipse 
A.  —  HI.  8 
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d'axes  a  cl  b,  a>  b  autour  da  petit  axe.  Alors,  en  prenant  1  axe 
He  revolution  pour  axe  Oz,  il  faut  dans  les  foriuules  precedentes 
remplacer  b  par  a  et  r  par  6.  Done  : 

Point,  exterieur, 

ou 

cp(X)  =  X)*  6*  +  ),), 

u  etant  la  racine  positive  de 

xt  -l_  yl  z"1 

— — —  -+-    =  1 . 

a1  -f-  u       6*  -h  u 

Point  inter ieur  ou  sur  la  surface, 

U  =  Tta*6p/     (1  —4  -j-  .  )  , 

Calculons  eette  derniere  integrate.  On  a 

Jr"        rfx            v>.  fit  6"i     2  c 

'  -  =  arc  lane:-    =  -  arc  tang  ;  , 
,.(fl«+)l)v/6s+A      cl'i  c\      c  % 

Jr*              c?A                         I        A  1  r 
 —  -  — — 7;  •+-  —  arc  tang  -  , 


A  :  *    c*i>  -  £ircla"*5' 

comme  on  le  voit  facilement  en  faisanl 
et  posant 

D'apres  cela,  si  Pon  pose  |  =  A*,  d'ou 

on  a,  pour  1111  point  interieur  a  l  ellipsoide  ou  situd  sur  sa  sur- 
face, 

•iTTp  0  -h  A  -  ) 

X  arc  tang  A- —  1  (^-h^t)  ^arc  tang  A  —  -  a* (A- —  arc  tang  ■ 
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Les  composantes  de  l'attraction  sur  un  point  de  masse  i  place* 

soita  l'inteVieur,  soit  sur  sa  surface,  sontalors  donne'es  par  les  trois 

....  dU  dU  dli  ,  .  .. .  r 
derivecs  — ,        —  multiphees  par/. 

V  -  MASSES  ATTIRANTES  ILLIMITEES. 
POTENTIEL  LOGARITHMIQUE. 

Dans  tout  ce  qui  precede,  nous  avons  suppose  les  masses  atti- 
rantes  limitees.  Si  nous  les  supposons  illimitees,  le  mot  attrac- 
tion peut  ne.  plus  avoir  de  sens.  Nous  allons  passer  d'abord  en  revue 
quelques  cas  particuliers  ou  l'attraction  a  encore  un  sens. 

604.  Attraction  d'une  droite  homogene  ind^finie  sur  un  point  P. 

—  Considerons  une  droite  materielle  homogene  AB  (fig.  3oa). 


soit  A  la  masse  de  1' unite  de  longueur,  Soit  P  un  point  attire  par 
les  different*  elements  de  cette  droite.  Nous  allons  demontrer 
que  l'attraction  de  la  droite  sur  le  point  P  tend  vers  une  limite 
lorsque  A  et  B  s'e'loignent  inde'finiment  et  que  cette  limite  est 
independante  de  la  facon  dont  les  points  A  et  B  s'eloignent  a 
l'infini. 

De-P  abaissons        perpend iculaire  PO  sur  la  droite  AB. 

Soient  PO  =  3  ;  s  la  longueur  Oin  comptde  a  partir  de  O  pris 
pour  origine  ;  ds  un  element  de  la  droite  place  en  m;  (/.  la  masse 
de  P;  r  —  P/n;  ds  a  pour  masse  hds.  L'attraction  de  d$  sur  P  a 
pour  expression 

f  \x  h  ds 

Soit  9  =  OPut.  Nous  avons 
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En  differential!!, 

rf,=  _!_  M, 

cos1 6  r2  0 

l'atlraclion  elementaire  a  done  pour  expression 

3 

Les  projections  de  cette  attraction  sur  Ox  et  Oy  sont 

8  8 

Soient  80  et  9,  les  angles  correspondants  aux  points  A  etB.  Nous 
aurons  pour  expressions  des  projections  sur  les  deux  axes  de  l  at- 
traction  de  la  droite  limitee  AB 


6 


0  A 


0, 

(_  cosO^O), 

0. 


X  =  —  t^jL  (cosO,  -  cos60), 
0 

Y  =  _/ii^(sin01-  sine0). 
0 

On  verifie  facileinent  que  cette  attraction  est  egale  a  cellequ  exer- 
cerait,  sur  le  me'me  point  V,  un  arc  decercle  Iiomogene  ayantpour 
centre  P,  pour  rayon  pour  densite  lineaire  et  limite  aux  deux 
droites  PA  et  PB.  Si  A  s'eloigne  a  l'infini  a  gauche,  B  a  l'infini.  a 
droite,  90  tend  vers  —      8,  vers  4-  - >  et  nous  avons 


Y  = 


1 

•Kf\>-h 


L'attraction  devient  perpendiculaire  a  la  droite  :  elle  varie  en 
raison  inverse  de  la  distance  du  point  a  la  droite. 

6O0.  Attraction  d'un  cylindre  indeflni  a  base  flnie  sur  un  point.  — 

L'attraction  d'un  cylindre  indetini  sur  un  point  a  un  sens,  si  Ton 
suppose  la  densite  p  constante  tout  le  long  d'une  parallele  aux 
generatrices;  du  cylindre. 
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Suit  P  {fig.  3o3)  le  point  attire  de  masse  i .  Menons  par  ce  point 
la  section  droite  2  du  cylindre. 

Soit  dv  un  element  de  cette  section  droite  place  en  A :  le  cjlindre 

Fig.  3o3. 


droit  elementaire  indefini  ayant  pour  base  d<7  peut  £tre  regarde 
comme  une  droite  homogene,  dont  la  densite  lineaire,  masse  de 
['unite  de  longueur,  est  h  —  p  dv.  D'apres  ce  que  nous  avons  vu 
plus  haut,  I'attraction  o  de  ce  cylindre  elementaire  sur  P  est  diri- 

gee  suivant  PA  et  egale  a 


i  ft?  da 
PA 


Pour  connaitre  I'attraction  du  cylindre  en  tous  les  points  de 
lespace,  il  suffit  evidemment  de  calculer  I'attraction  sur  un  point  P 
qui  occupe  successivement  toutes  les  positions  possibles  dans  le 
plan  d  une  seel  ion  droite  2.  Prenons  dans  le  plan  de  la  section 
droite  2  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy. 

Soient  x  et y  les  coordonnees  de  P ;  a  et  b  celles  de  A;  et  r  la 
distance  PA 


Les  projections  de  I'attraction  elementaire  <p  sur  les  axes  Ox  et 
Oy  sonl 


x  —  a 
VP  — 7¥~-  drs^ 


da: 


I'attraction  resultante  F  est  done  dans  le  plan  de  la  section  droite 
et  a  pour  projections 


Dans  ces  integrates,  p  est  une  fonction  donnee  de  a  el  b,  et  Pin- 
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tegration  est  etendue  a  I'aire  de  la  section  droite  2.  En  posant 

v  =  —  j ^p,oe r  drt= J §v?Xo%7d*' 

Vest  une  fonction  dexet/;  et  Ton  peut  ecrire 

J  dx  J  oy 

L  attraction,  dans  le  plan  xOy,  derive  done  du  potentiel  V, 
qu'on  appelle  potentiel  logarithmique. 
On  verifie,  sans  peine,  que  Ton  a 

dl!ogr  d*logr_ 
dx*    ^    dy*    ~  °' 

le  potentiel  V  verifie  done,  en  dehors  des  masses  attirantes,  l'equa- 
lion 

analogue  a  l'equation  de  Laplace. 

A  l'intirieur  de  la  masse  attirante,  le  potentiel  logarithmique 
ve'rifie  l'equation 

d*  V  d*V 

/5F 

analogue  a  l'equation  de  Poisson. 

L'etude  des  fonctions  de  x  ety  vdrifiant  l'equation  (i)  est  inti- 
inement  liee  a  Pelude  des  fonctions  d'une  variable  complexe 
x-\-yi.  Nous  renverrons,  pour  cette  question,  au  Traite  d' Ana- 
lyse de  M.  Picard  (premier  Volume). 

606.  Attraction  d'un  plan  indefini.  Indetermination  du  pro- 
bleme.  —  L'expression  attraction  (fun  plan  indefini  homogene 
$ur  un  point  n'u  pas  de  sens  precis,  Suit,  dans  un  plan  donne, 
une  aire  homogrne  S  de  <Jen«?i t<«  superficielle  p  L  attraction  H  de 
S  sur  un  point  P  de  m;issr  i  prut  etre  deconiposee  en  deux  forces  : 
a°  une  force  normale  au  plan  \[p  egale  a  J'zH.  mi  H  est  Tangle 
solide  du  cone  de  sommel  P  et  de  base  b  in"  567)  ;  2°  une  force 
parallele  yu  plan  11,.  Supposons  maintcnanl  qu'on  fasse  grandir 
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indefiniment  l'aire  S  dans  tous  les  sens,  de  facon  qu'elle  recouvre 
progressivement  tout  le  plan  :  dans  ces  conditions,  la  compo- 
sante  tend  vers  la  limite  27r/p,  car  (-)  tend  vers  27:,  mais  la 
coinposante  H,  tend  vers  une  limite  qui  depend  de  la  facon  dont 
Vaire  S  grandit  indefiniment. 

Si  l'aire  S,  en  grand issanl,  reste  constammenl  symetrique  par 
rapport  a  la  projection  O  dn  point  P  sur  le  plan,  la  composante  Hf 
est  nulle.  Mais,  si  cette  symetrie  n'existe  pas,  la  coinposante  H, 
nest  pas  nulle. 

Exemple.  —  Supposons  que  l'aire  S  soit  une  bande  indefinie 
du  plan  comprise  entre  deux  paralleles  AA'  et  BB'  {fig-  3o4).  Pre- 


Fig.  3o4. 


nons  comnie  origine  la  projection  O  du  point  P  sur  le  plan,  comme 
axe  Oj:  la  perpendiculaire  commune  AB  aux  deux  droites.  Le 
point  O  est  suppose  entre  les  deux  droites  :  soient  OA  =  «,  OB  =  6, 
OP  =  p.  Menons  une  parallele  GC  a  Oy  ayant  pour  abscisse  x  el 
une  parallele  infiniment  voisine  d'abscisse  x  -j-  dx\  nous  axons 
ainsi  une  bande  infinimenl  mince  qui  pent  etre  assimilee  a  une 
droite  de  densite  lineaire  h  =  pdx  (masse  de  I'unite  de  longueur 
de   la  bande  ).  I  .'attraction  c  de  cette  bande  elementaire  sur  le 

poinl  Pde  masse  1  est  dirigee  su  ivant  PC  et  egale  a  (  n°  604); 

sa  coinposante  su ivant  la  droite  PT  parallele  a  Ox  est 

2 / p  dx  x        1  f  ox  dx 

PC    pT;  x*-hp* 


La  cumposante  lb  de  I'attraclion  de  la  bande  totale  suivanl  PT 
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est  la  sommc  de  ces  composanles  elementaires 


ii        r    ra   xdx  a*-h/>* 

=  »/p  JL*       =/p  Los  ^7' ' 

les  liniites  etant  les  abscisses  des  points  B  et  A. 

Elargissons  maintenant  la  bande  AA'  BB'  de  facon  a  lui  faire 
recouvrir  tout  le  plan;  pour  cela,  il  suffit  de  faire  croitre  inde'fini- 
ment  a  et  b  suivant  une  loi  quelconque.  Nous  voyons  que  H,  tend 
vers  une  limite  qui  depend  de  la  facon  dont  a  et  b  auginentent 
indefiniment.  Ainsi,  en  supposant  constammenl  a  —  6,  on  a 

H,  =  o. 

En  supposant  constamment  a  —  2  6,  on  a,  pour  b  —  ao, 

lim  H,  =  ifp  Log  2. 

En  supposant  a  =  Ab, 

lim  Ut  =  ?./p  Log/r. 

607.  Indications  historiques  et  bibliogTaphiques.  —  Nous  avons 
donne  dans  le  cours  de  ce  Chapitre  quelques  indications  histo- 
riques et  bibliographiques.  On  trouvera  des  indications  tres 
detaillees  dans  un  excellent  article  intitule  Potential  Theorie, 
inseredansT E  ncyclopcedieder mathematischen  Wissenschaflen, 
erster  Tcil,  herausgegeben  von  Heinr.  Burckhardt  und  Franz 
Meyer  (Leipzig,  Teubner,  1896).  Une  edition  franchise  de 
l'Encyclopedie  avec  des  additions  a  etc  commencee  a  la  Librairie 
Gauthier-Villars.  Nous  avons,  dans  ce  qui  precede,  eniprunte 
plusieurs  renseignements  a  cet  article.  11  convient  d'ajouter  a  la 
liste  des  Ouvrages  qui  y  sont  cites,  an  point  de  vue  bistorique  : 

La  These  d'Olinde  Rodrigues,  De  ^attraction  des  spheroides, 
soutenue  a  Paris  le  28  juin  181 5,  qui  contient  l'expression  des 
polynomes  de  Legendre  par  les  derivees  de  (1  —  ;r2)". 

Et,  au  point  de  vue  de  l'Enseignement.  les  Ouvrages  sui- 
vanls  : 

Teorica  delle  Forze  Newloniane  del  Prof.  Enrico  Belli 
(Pise,  1879). 
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Lecons  sur  V Electricite  et  le  Magnetisme^&r  Mascart  et  Jou- 
bert  (Masson,  1882); 

Cours  Analyse  infinite  si  male  de  M.  Boussinesq,  t.  II,  Cal- 
cul  integral,  Complements  (Gauthier-Villars,  1890); 

Lecons  sur  V Electricite,  par  Eric  Gerard  (Gauthier-Villars, 

Lecons  sur  le  potentiel  newlonien,  par  Poincare  (Carre  et 
Naud,  1899). 

EXERCICES. 

1.  On  considere  I'espace  compris  entrc  une  sphere  S  et  une  sphere  plus  petite  S 
placce  a  I'interieur  de  S;  eet  espace  est  suppose  rempli  d'une  matiere  homogene 
dedensite  p.  Calculer  1'attraction  du  corps  ainsi  constitue  sur  un  point. 

Re  pome.  —  Cette  attraction  est  la  difference  geometrique  des  attractions  de§ 
spheres  S  et  S'  supposees  pleines  toutes  deux. 

2.  L'atlraction  d'une  couche  homogene  limitce  par  deux  ellipsoi'des  homothe- 
tiques  et  concentriques,  sur  un  point  interieur,  est  nulle. 

3.  Theoreme  d'Jvory  et  de  Mac-Laurin.  —  Les  valeurs  des  potentiels  de  deux 
ellipsoi'des  homofocaux  en  un  point  quelconque,  ext^rieur  a  ia  fois  aux-  deux 
ellipsoi'des,  sont  entre  elles  comme  les  masses  des  deux  ellipsoi'des. 

4.  Solide  de  plus  grande  attraction.  —  Etant  donnee  une  masse  de  matiere 
homogene,  de  densite,  quelle  forme  et  quelle  position  faut-il  lui  don ner  pour  que 
son  attraction  sur  un  point  P  soit  Ia  plus  grande  possible? 

Reponse.  —  En  prenant  comme  origine  le  point  P,  la  surface  limitant  le  solide 
est  une  surface  de  revolution  autour  d'un  axe  passant  par  P.  La  meridienne  a 
pour  equation  en  coordonnees  polaires 

r*=  Ar'cos  6, 

oil  k  est  une  constante  (Blwtrand,  Calcul  integral,  p,  43o). 

j.  Equation  de  Laplace  en  coordonnees  polaires.  —  En  appelant  r,  6,  cp  les 
coordonnees  polaires  du  point  potentic  x,  y,  z,  I'equation  de  Laplace  AU  ==  o 
prend  la  forme 

G.  Polynomes  harmoniques.  —  Former  le  polynome  le  plus  general  Y„  homo- 
gene et  de  degre  n  en  x,  y,  z  vcrifiant  I'equation  de  Laplace  AVn  =  0. 

Reponse.  —  Dans  I'expressioii  de  ee  polynome  figurent  an  4-1  constantes  arbi- 
1  raires.  Ainsi 

VjCa?,^,  z)  -  >.,(a?2—  -z-)  ■+  \(y7—      +  \yjs~+\zx  +  \xy, 
avec  cinq  constantes. 
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7.  Fonctions  Ym  de  Laplace.  —  Si  Ton  substitue  aux  coordonnees  recliligne* 
rectangulaires  x,  yf  z  les  coordonnees  polaires  dans  l  espace 

x  =  r  sin  ft  cos  »,      y  =  /•  sin  6  sin<p.       z  —  r  cat 9, 

le  polynome  homogene  \n(x,y,  ~)  de  lexercice  precedent  prend  la  forme 
r-Y„(8,?). 

Demontrer  que  la  fonction  YB  ainsi  obtenue  vcrilie  I'equation  aux  derivees  par- 
tielles 

sin9  r>6  \         dfl  /      sin^  O'i- 
L' integrate  double 

f  smbdb  T     Y„(6,  fJY^fft,  jjrff 

es£  nu//e         ^we  tes  entiers  n  el  n'  sont  different  s. 

Pour  demontrer  ce  fait,  il  suffit  de  eonsiderer  le  volume  coinpris  entrc  deux 
spheres  concentriques  de  centre  O  et  de  rayons  r  et  R,  et  de  remarquer  que,  Ics 
polynomes  Xn(x,y,  z)  et  VM>(  .r,^,  z)  etant  finis  et  continus  dans  cc  volume, 
on  a  ( n°  595). 

('integration  etant  etendue  aux  surfaces  des  deux  spheres.  Kn  calculant  celt« 
integrate  en  coordonnees  polaires,  on  trouve  precisement  I'equation  a  etablir. 

8.  Theoreme  de  W.  Thomson.  —  Si  une  fonction  V (x,  y.  z)  i^erifie  V equa- 
tion de  Laplace,  la  fonction 

<'•'-=  ^'-;>> 

la  verifie  egalement  {Journal  de  Liouville,  t.  XII,  Exlrails  de  lettres  adressees 
a  M.  Liouville  par  M.  VV.  Thomson). 

9.  La  fonction  de  Green  G  (x,  yf  z  \  a,  b,  c)  depend  des  coordonnees  courantes 
x,  y,  z  et  des  coordonnees  a,  b,  c  du  point  fixe  a  partir  duquel  on  compte  la 
distance  r.  Demontrer  que  cette  fonction  est  symetrique  en  «,  b,  c  et  x.  r<  z. 
Cela  est  facile  a  verifier  pour  la  fonction  de  Green  dans  le  cas  d  une  sphere 
(n«  599). 

10.  Attraction  d'une  couclte  spherique  homogene  sur  un  point.  Application 
de  Vequation  de  Laplace.  —  La  disposition  de  la  malicre  altii ante  etant  syme- 
trique autour  du  centre  <)  de  la  couche,  la  valeur  du  potentiei  I  'x,y,  z)  de  la 
couche  en  un  point  P  est  evidemment  une  fonction  de  la  seule  distance  r  du 

point  I'  an  centre.  On  peut  dire  aussi  que  U  est  fonction  de  - 


Dans  la  parlie  exterieure  de  la  couche,  com  me  dans  la  pai  rie  i  reuse,  on  a 
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Al  =o.  Cxprimant  ce  fait,  on  trouve 

•/(;.)  =  o,      U  =  f(i)  =  A:  +  B. 

A  et  B  etant  dcs  constantes  : 

i°  Dans  la  partie  exte>ieure  B  =  o,  A  =  M  (  n°  584); 

2°  Dans  la  partie  creuse,  A  ==  o,  car  U  doit  rester  fini  au  centre. 

11.  Etant  donne  un  ellipsoVde  homogene,  on  peut  recouvrir  la  surface  dc  lel- 
lipse  focale  d'une  simple  couche  de  densite  coovenablement  choisie  en  chaque 
point,  de  telle  fapon  que  le  potentiel  de  cette  couche  coincide  a  Vexterieur  de 
I'ellipsoide  avec  celui  de  1'ellipsoVde.  A  I'interieur  de  1'ellipsoVde,  le  potentiel  de 
la  couche  peut  etre  regarde  comme  le  prolongement  analytique  de  la  fonction 
harmonique  donnant  a  l'exterieur  le  potentiel  de  l'ellipsol'de  (  Lifschitz,  Journal 
de  Crelle,  t.  61,  i863), 

J "2.  Fonction*  harmoniques  uniformes  d  trois  groupes  de  periodes.  —  Soient 
(a,  b,  c),  (a',b',  c'),  (a",b",c")  les  coordonnees  de  trois  points  non  situes  dans 
un  meme  plan  avec  l'origine.  Imaginons  une  fonction  harmonique  F(a?,  y,  z) 
uniforme  dans  tout  l'espace  et  telle  que 

F  ( x  -+-  a,  y  -+■  b,  z  -+-  c )  =  F  ( x  -+-  a',  y  -+-  b',  z  -+-  c' ) 

=  F(x-t-a',y-h  b",  z  -4-  c")  =  F(x,  y%  z); 

on  dit  que  cette  fonction  admet  les  trois  groupes  de  periodes  (a,  b,  c)t  (a',b',  c'). 
(a",b\c'). 

(ieometriquement,  si  Ton  construit  le  r^seau  des  parallelepip'edes  ayant  pour 
sommets  les  points  de  coordonnees  ma  -+-  m'a '  +  m'a",  mb  -+-  m' b' •+-  m" 6", 
mc  -f-  ni  c  ■+-  m"  c"  ou  m,  m',  m"  sont  des  entiers  quelconques  positifs,  negatifs 
ou  nuls,  la  fonction  F  reprend  les  raemes  vaieursanix  points  homologues  dans  ce 
rcseau.  On  voit  qu'elle  est  analogue  a  la  partie  reelle  d'une  fonction  doublcment 
periodique  d'une  variable  complexe. 

Parmi  ces  fonctions  F  considerons  celles  qui  deviennent  infinies  en  des  points 

isoles,  comme  -  ou  comme  les  derivees  de      On  peut  toutcs  les  exprimer  a  l'aido 
fir  la  fonction  suivante  : 
Posons 

av=  ma  -+-  ni  a'  +  ni  a\ 
b,  =  mb  +  ni b'  +  m"  b" , 
cv=  mc  +■  m' c'  -+-  m"c", 
r  =  \j x- -+-  yj+  z7 ,       p  =  ya?,  -+-  bl  -f-  c£, 
xatJ-h  y  b.  -+-  zc, 

cos  3  =   -  -  ■', 

rp 

"      \  '{x  —  a./)--+-  (y  —  b.t)x-t-{z  —  cv)2  =  sjr1  —  irp  cos^p  -r 
puis  considerons  la  serie 

V{*,y,n):  i+£'[£_i_£coS?_£(ico,'T-l)], 
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oil  la  somme^  est  Vendue  a  toutes  les  combinaisons  tie  valeurs  des  entiers  m, 

m',  m",  la  combiuaison  m  =  m'  —  m"  =  o  clant  exceplee. 

Pour  toutes  les  positions  du  point  (x,y,z)  distinctes  des  points  (av,  rj 
la  serie  est  convergente  :  elle  definit  une  fonclion  harmonique  Z  qui  existe  dans 
tout  I'espace  excepte  aux  points  (av,  bv,  cv)  en  cliarun  desquels  elle  devient 
infinie  de  telle  fa<  on  que  la  difference 

'l(x,y,  z)  -  - 

reste  fin ie  en  ce  point. 
Celte  fonclion  est  analogue  a  la  fonction  Z  de  M.  Hcrmite  on  a  la  fonction 

C  =  —  de  Weierstrass  dans  la  theorie  des  fonctions  elliptiques  (  Voyez  Appell 

T 

el  Lacour,  Fonctions  elliptiques).  A  l'aidc  de  celte  fonction  Z  on  peut  con- 
slruire  les  fonctions  harmoniques  F(x,y,z)  a  trois  groupes  de  pcriodes,  de 

meme  qu'avec  la  fonction  — ,  on  construit  les  fonctions  elliptiques  (Voyez  Acta 

Mathematical  t.  IV  et  VIII,  Journal  de  Mathematiques,  4C  serie,  I.  Ill  et  Rendi- 
conti  del  Circolo  mathematica  di  Palermo,  1906.  Voyez  aussi  une  Nole  de 
M.  Myller,  Comptes  rendus,  11  novernbre  1907). 

13.  Fonclion  de  Green  pour  I  inlcrieur  d'un  parallele'pipede  rectangle  — 
Ce  probleme  a  ete  traitc  par  Riemann  ( Sc/nvere,  Electricitdt  und  Magne- 
tismus,  p.  84).  La  fonclion  en. question  peut  otre  exprimee  d'une  facon  simple  a 
I'aide  de  la  fonction  Z  de  I'exercice  precedent  ( Acta  Mathematica,  t.  VIII, 
p.  275). 

14.  Exemple  de  fonction  harmonique  non  uniforme.  —  Soient  a,  b,  c,  a.  (S,  y 
des  constantes  reelles,  x,  y,  z  des  variables  reclles;  considerons  la  fonction 


yj\x  —  a  —  1  i)a  +-  (y  —  b  —  i  p)J-f-  (z  —  c  —  ty)2' 
oil  i  est  I'unitd  complexc.  Celte  fonction  peut  se  metti'e  sous  la  forme 

f(x,y,  z)  +  ity(x.y,  z). 

Dans  ces  conditions,  les  deux  fonctions  9  et  son  I  harmoniques;  ellcs 
deviennent  infinies  sur  Ic  cere  I  e  d'interseclion  de  la  sphere. 

(x  -  af  -i-  (y  -  bf-+-  (z  —  c):  —  (a2-f-  £2-»-  y-)  =  o, 

aver  le  plan 

{x  -  'i)a+  (  y  — +      — C)Y=«. 

F.n  an  point  V(x,r,  z)  de  I'espace  chacune  do  ces  fonctions  a  deux  determi- 
nations qui  s'echangent  quand  le  point  P  decrit  un  contour  ferme  traversant 
I'aire  du  cercle  (Mat he mat isc he  Annalen,  t.  XXX,  1887,  p.  i55). 

On  trouvera  d'autres  exernples  dans  un  Memoire  de  M.  Sommerfeld  paru  dans 
les  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society  Vol.  XXVIII. 


15.  Soit  une  fonction  harmonique  U  uniforme  linie  ainsi  que  ses  derivees  pre- 
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mieres  et  deuxiemes  dans  un  Volume  V  limite  par  une  surface  S.  Si,  sur  la  sur- 
face, cette  fonction  (J  reste  comprise  entre  deux  limites  h  et  g,  on  a,  pour  tous 
les  points  du  volume, 


(Cela  resulte  du  n°  590.) 

16.  Demontrer  que  le  potentiel  logaritlimique  d  une  circonference  homogene 
est  : 

i°  A  1'interieur  de  la  circonference,  egal  a  une  constantc; 

2°  A  1'exterieur,  egal  a  la  valeur  qu'il  prendrait  si  toute  la  masse  attirante 
etait  concentree  au  centre. 

17.  Potentiel  Newtonien  d  une  circonference  homogene.  —  Soient  P  le  point 
potentie,  O  le  centre  de  la  circonference,  A  et  B  les  extremites  du  diametre 
dirige  suivant  la  projection  de  PO  sur  le  plan  de  la  circonference,  M  la  masse 
totale  attirante,  on  a 


La  valeur  de  cette  integrale  est,  eomme  Pa  montre  Gauss,  la  moyenne  arithme- 
Uco-geometrique  de  PA  et  PB  (  Voir  Gauss,  OEuvres  completes,  t.  Ill,  et  Poin- 
cark,  Theorie  du  potentiel  Newtonien,  p.  34.) 

18.  ftecherches  de  M.  Tullio  Levi-Civita.  —  Nous  ne  pouvons  que  signaler  ici 
un  Memoire  de  M.  Tullio  Levi-Civita  intitule  :  Tipi  di  potenziali  che  si  possono 
far  dipendere  da  due  sole  coordinate  [Acade/nie  royale  des  Sciences  de  Turin, 
1898-1899). 


M  ~ 
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CHAPITRE  XXX. 

fiQUILIBRE  ET  MOUVEMENT  INTfiRIEUR 
D'UNE  MASSE  CONTINUE. 


608.  Objet  du  Chapitre  et  expos6  de  la  m6thode.  —  Nous 
aliens  indiquer  quelques  formules  et  lois  generates  s'appliquant 
a  P^quilibre  ou  au  mouvement  interieur  d'un  milieu  continu  quel- 
conque solide,  liquide  ou  gazeux.  Les  formules  de  l'Hydrosta- 
tique,  de  l'Hydrodynamique  et  de  TElasticite*  seront  des  appli- 
cations de  ces  formules  generales. 

Le  mot  de  corps  solide  ne  doit  plus  £lre  entendu  ici  dans  le 
sens  absolu,que  nous  lui  avons  donne  dans  les  premiers  Volumes, 
d'un  corps  entierement  rigide  :  il  n'existe  pas  dans  la  nature  de 
solides  de  ce  genre;  tous  les  solides  subissent  des  deformations 
quand  on  leur  applique  des  forces  suffisamment  grandes. 

La  methode  et  les  resultats  qui  suivent  ont  ete  indiques  par 
Catichy  dans  un  Memoire  intitule  De  la  pression  ou  tension  dans 
un  corps  solide  (Exercices  de  Mathematiques,  annee  1827, 
OEuvres  completes,  2e  se>ie,  t.  VII,  p.  60). 

La  methode  employee  repose  uniquement  sur  l'application  du 
theoreme  suivant,  etabli  dans  le  deuxieme  Volume  : 

Dans  un  systeme  quelconque,  en  equilibre  ou  en  mouvement, 
les  forces  exterieures  et  les  forces  dHnertie  verijient,  a  chaque 
instant,  les  six  equations  d' equilibre  d'un  systeme  de  forces 
appliquees  d  un  solide  rigide. 

Ce  theoreme  est,  sous  une  autre  forme,  le  resume  des  theoremes 
des  projections  et  des  moments  des  quantites  de  mouvement.  Nous 
l'appliquerons  d'abord  au  systeme  entier,  puis  a  une  portion  quel- 
conque du  systeme,  regardee  comme  detachee  de  I'ensemble. 

Imaginons  un  systeme  materiel  quelconque,  solide,  liquide  ou 
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gazeux,  en  ^quilibre  ou  en  mouvement.  Nous  regarderons  ce  sys- 
teme  comme  confirm  :  il  occupe  alors  un  certain  volume  V  limite 
par  une  surface  S.  Tels  seraient,  par  exemple,  un  gaz  dans  une 
enveloppe,  un  liquide,  une  cloche  vibrante,  etc. 

Les  forces  exterieures  agissant  sur  le  systeme,  a  un  instant 
peuvent  etre  partagees  en  deux  categories  : 

i°  II  existe  des  forces  exterieures  agissant  sur  les  elements  de 
volume.  Soient  dt  un  de  ces  elements  de  volume,  dm  sa  masse, 
p  =  ^  la  densite  du  milieu  dans  Pelement  dx\  la  force  qui  agit 


Fig.  3o5. 


sur  Pelement  dm  est  de  l'ordre  de  cet  element;  nous  designerons 
son  intensite  par  F  dm  ou  Fp  dt;  nous  dirons  alors  que  le  coeffi- 
cient F  est  la  force  qui  agit  sur  Tenement  dm  rapportee  a  V unite 
de  masse. 

2°  II  existe  egalement  des  forces  exterieures  agissant  sur  les 
elements  superficiels  du  corps.  Soit  d<r  un  element  de  surface  : 
nous  admettrons  que,  sur  cet  element,  agit  une  force  de  l'ordre 
de  d<r;  nous  la  designerons  par  Tcfo,  et  nous  appellerons  T  V effort 
s'exercant  sur  Pelement  superficiel  d<r  rapporte  a  Vunite  de 
surface;  la  force  T  d<r  est  Y  effort  elementaire  s'exercant  sur 
Pelement  da ;  cette  force  T  d?  est  en  general  oblique  sur  Pele- 
ment d<r;  quarid  elle  est  dirigee  vers  Yinterieur  de  la  surface 
limitant  le  corps,  on  Pappelle  plus  sp^ciaiement  pression;  quand 
elle  est  dirigee  vers  i'exterieur,  on  Pappelle  traction  ou  tension. 
(  Gauchy,  loc.  cit. ) 

Le  mot  effort,  que  nous  employons  pour  designer  d'une  maniere 
generale  la  force  T,  est  employe  couramment  paries  ingenieurs;  il 
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a  et£  adopts  par  MM.  Cosserat  clans  leurs  interessants  Memoires 
sur  YElasticite  (Annales  de  la  Faculte  des  Sciences  de  Tou- 
louse, t.  X);  il  respond  a  Texpression  anglaise  stress,  introduite 
par  Rankine  dans  la  theorie  de  TElasticite. 

En  resume,  a  l'instant  /,  les  forces  exterieures  appliquees  an 
corps  sont  des  forces  Fprfr  appliquees  aux  elements  de  volume 
et  des  forces  Trfu  appliquees  aux  elements  superficiels.  Par 
exemple,  si  une  masse  gazeuse  pesante  est  enfermee  dans  un  vase 
dans  lequel  elle  se  meut,  les  forces  exterieures  appliquees  a  cette 
masse  peuvent  se  diviser  comme  il  suit  : 

i°  Sur  cliaque  element  de  volume  d-z  du  gaz  agit  son  poids  dx, 
p  designant  la  densite  de  l'element  considere;  le  coefficient  g  est 
la  force  due  a  la  pesanteur  rapportee  a  l'unite  de  masse  ; 

2M  Sur  chaque  element  da  de  la  surface  du  gaz  est  appliquec 
une  pression  Y  d<r  representant  Taction  du  vase  sur  cet  element; 
cette  action  estnormale  si  Ton  neglige  le  frottement  du  gaz  sur  les 
parois  du  vase  qui  le  contient;  sinon,  elle  est  oblique.  On  pent 
remarquer  que,  d'apres  le  principe  de  l'egalite  de  Taction  et  de  la 
reaction,  les  pressions  du  gaz  sur  le  vase  sont  egales  et  opposees 
aux  pressions  T  dar  du  vase  sur  le  gaz. 

De  meme,  si  nous  considerons  un  prisme  droit  charge  debout. 
par  exemple,  une  colonne  supportant  une  charge,  sur  les  elements 
de  volume  dz  agissent  les  poids  g^dz\  sur  les  elements  superfi- 
ciels  des  bases  superieures  et  inferieures  agissent  des  pressions 
provenant  de  la  charge  supportee  et  des  reactions  du  sol;  sur  les 
elements  superficiels  des  parois  laterales  de  la  colonne  n'agit  que 
la  pression  atmosphe>ique,  qui  est  negligeable. 

609.  Discussion  des  hypotheses  pr6cedentes.  —  Nous  venons  de  dire 
que  Ton  peut  se  representer  certaines  des  forces  exterieures  comme  appli- 
quees aux  elements  superficiels  da  du  systeme.  C'est  la  une  facon  de  parler 
qu'il  est  indispensable  d'approfondir. 

Le  milieu  continu  considere  A  {fig.  3o5)  est  terming  par  une  surface  S 
par  laquellc  il  est  en  contact  avec  un  auire  milieu  B.  Les  forces  appliquees 
sur  les  elements  superficiels  de  S  representent  les  actions  de  contact  du 
milieu  B  sur  le  milieu  A.  En  realite,  ce  sont  les  elements  du  milieu  B  ties 
voisins  de  S  qui  agissent  sur  les  elements  du  milieu  A  egalement  tres  voi- 
sins  de  la  surface  de  separation  S  :  de  sorte  que,  si  Ton  imagine  deux 
surfaces  Si  et  S2  paralleles  a  S,  situees  a  une  distance  tres  petite  t  de  S. 
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Taction  de  contact  du  milieu  B  surAse  reduit  a  faction  ties  elements  dc  B 
compris  entre  S  et  S,,  surles  elements  de  A  compris  entre  S  et  St.  Alors, 
puisque  £  est  ties  petit,  on  peut,  dans  la  plupart  des  cas,  le  negliger  et 
raisonner  comme  si  e  etait  nul,  c'est-a-dire  comme  si  les  actions  de  contact 
de  B  sur  A  etaient  uniquement  appliquees  aux  elements  superficiels  de  S  : 
c'est  ce  que  nous  ferons  dans  tout  ce  qui  suit. 

L'ordre  de  grandeur  de  t  est  indique,  dans  certains  cas,  par  les  expe- 
riences de  Quincke  sur  la  capillarite.  Si  Ton  etudie  les  phenojnenes  de  la 
capillarite,  dans  l'eau,  avec  un  tube  de  verre  recouvert  interieurement 
d'une  couche  d'argent  tres  mince,  on  reconnait  que  ces  phenomenes  sont 
identiques  a  ceux  qu'on  obtient  avec  un  tube  d'argent  de  me  me  diametre, 
des  que  la  couche  d'argent  atteint  une  epaisseur  de  omm,oooo54.  G'est 
done  la  l'epaisseur  de  la  couche  d'argent  qui  a  git  sur  l'eau  en  contact  avec 
le  metal  (!). 

610.  Equations  d'6quilibre.  —  Supposons  d'abord  que  le  sys- 
teme  soit  en  equilibre.  Dans  ce  cas,  il  faut  que  les  forces  ext£- 
rieures  agissant  sur  le  systeme  satisfassent  aux  six  conditions 
d'equilibre  d'un  systeme  de  forces  appliquees  a  un  corps  solide. 

Ecrivons  ces  six  equations.  La  force  exterieure  agissant  sur  un 
element  de  volume  dz  a  e^e  designee  par  Fp  dxm,  designons  par  X, 
Y,  Z  les  projections  de  la  force  F  rapportee  a  l'unite  de  masse  sur 
les  axes  :  les  projections  de  Fp  dz  sont  alors  pXdx,  pYflfo,  pZcfr. 
Nous  avons  egalement  designe  par  Tda  la  force  exterieure  ou 
effort  elementaire  agissant  sur  Tenement  superficiel  d<r  de  la  sur- 
face limite  :  appelons  T^,  Tr,  Tz  les  projections  de  T  sur  les  trois 
axes;  celles  de  T d<r  sont  alors  Txd<r,  Tyd?,  Tzdv.  Les  moments 
de  Fp  c?x,  par  rapport  aux  trois  axes,  sont 

—  z\)dx,    p(z\  —  xZ)  cfc,  p(arYT-/X)<i'c, 

x,y,  z  etant  les  coordonnees  de  l'element  de  volume  di',  les 
moments  de  T  dv  sont  de  m£me 

(sTz-zTy)d<j,    (zTx —  xTz)  da,    (xTy-yTx )  rfa, 

x,y,  z  etant  les  coordonnees  de  l'element  de  surface  d<r. 

En  ecrivant  que  la  somme  des  projections  des  forces  extCrieures 
sur  chacun  des  axes  et  que  la  somme  des  moments  de  ces  forces 

(')  Voir  les  Lecons  sur  I'Elasticite  et  I'Acoustique,  de  M.  Marcel  Brillouin. 
Librairie  Labouche,  Toulouse,  i884-i885.  —  Voir  egalement  les  Lemons  sur  la 
theorie  de  I'Elasticite,  de  M.  Poincare.  Librairie  Gauthier-Villars. 
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par  rapport  a  chacun  des  axes  sont  nulles,  on  a  les  six  Equations 

ffX'**+Sf.T>*m'> 

f  j  f  p(*X-xZ)dx-hj  j^(zTx—  xTz)d<x  =  o, 
Iff  P(a?Y-^X)rfx+  /  f  (*Tr-.rTx)rf<T  =  o. 


(i) 


Dans  ces  equations,  les  integrates  triples  sont  Vendues  au 
volume  V  et  les  integraies  doubles  a  la  surface  limite  S. 

611.  Equations  du  mouvement.  —  D'apres  le  principe  de 
d'Alembert,  on  doit  e'crire  qu'il  ya  equilibre  entre  les  forces  reelle- 
ment  appliquees  et  les  forces  d'inertie.  L'el£ment  materiel  dm  de 
coordonnees  x,yy  z  a  une  certaine  acceleration  J  de  projections 
Jar,  Jr,  Jz  :  la  force  d'inertie  de  cet  Clement  — J  dm  ou  — Jodi 
a  done  pour  projections 

—  pjxrfx,   — pJydz,   — p]zdi. 

Ecrivant  qu'il  y  a  equilibre  entre  les  forces  exterieures  et  les 
forces  d'inertie,  on  a  les  six  Equations  necessaires 

jj  ^p(X-)x)dz-+-jjTxd*  =  o, 
j fjp(V-ly)dx+jjTydo  =  o, 
ffl^-^d^jj^d^o, 

jj j  p(zX  —  xZ  —  zix-hxiz)dz-hj j  (*T»— orT,)rf<r  =  o, 
jjjiH*y*—y\  —  xly+y}x)dx+ jj(xTy—yTx)d<j  =  o. 
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Ces  Equations  se  reduisent  evidemment  a  celles  trouv^es  pour 
le  cas  de  T^quilibre,  quand  on  y  fait  J  =  o. 

612.  Equations  de  l'equilibre  ou  du  mouvement  interieur.  — 
Dans  le  systeme  materiel  continu  que  nous  venons  d'etudier,  ima- 
ginons  une  surface  fermee  quelconque  S'  (fig.  3o(v).  Gette 

Fig.  3o(j. 


surface  fermee  divise  le  volume  total  V  en  deux  parties,  une 
partie  V7  interieure  a  S',  une  partie  V"  comprise  entre  S'et  la  sur- 
face limile  S  du  systeme.  On  peut  appliquer  au  volume  V'  tout  ce 
que  nous  avons  dit  du  volume  total  V.  Les  forces  exte>ieures  appli- 
quees au  systeme  materiel  continu  V  sont  de  deux  sortes. 

D'abord,  sur  chaque  element  d*:  du  volume  V7,  agit  une  force 
exterieure  Fprfr  ayant  pour  projections  pX^T,  pYcfa,  pZefa. 
Ensuite,  sur  chaque  element  superficiel  drs  de  S\  agit  un  effort 
elementaire  T^t  qui  represents  Taction  des  points  de  V"  contigus 
a  d?  sur  les  points  de  V  contigus  a  da.  Gela  revient  a  dire  que, 
sans  rien  changer  a  I'etat  du  systeme  materiel  V,  on  pourrait  sup- 
primer  le  systeme  exterieur  V",  en  conservant  les  forces  Fpcfo 
appliquees  aux  elements  de  masse  de  V  et  en  appliquant  sur  les 
elements  superficiels  dv  de  S'  des  forces  T  da.  Ces  forces  T  dor 
proviennent  de  Taction  des  points  de  V"  en  contact  avec  la  surface 
limite  S'  sur  les  points  de  V  en  contact  avec  cette  meme  surface. 
D'apres  le  principe  de  Tegalite  de  Taction  et  de  la  reaction,  les 
points  de  V  en  contact  avec  S'  exercent,  sur  les  points  de  V"  en 
contact  avec  cette  meme  surface,  des  actions  donnant  naissance 
a  des  forces  egales  et  opposees  a  T  d?  appliquees  aux  elements 
superficiels  da. 

D'apres  cela,on  pourra  appliquer  au  volume  V  les  six  equations 
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du  rnouvement,  ecrites  plus  haut,  pour  le  volume  V  : 


les  integrates  triples  etant  etendues  au  volume  V  et  les  integrates 
doubles  a  la  surface  limite  S'.  Ces  equations  auront  lieu  quelle 
que.  soil  la  surface  S'  tracee  par  la  pensee  dans  Vinterieur  du 
sy  steme  continu. 

Remarque.  —  11  est  bon  de  remarquer  que  les  forces  exte- 
rieures  Fp  di  appliqu^es  aux  elements  du  volume  V peuvent  varier 
avec  la  forme  de  la  surface  S'.  Gela  arriverait,  par  exemple,  si  les 
elements  du  systeme  total  V  s'attiraient  suivant  la  loi  de  Newton  : 
alors,  la  surface  separalrice  S'  etant  tracee,  parmi  les  forces  exte- 
rieures  agissant  surun  element  materiel  pdx  de  V,  figurerait  Tat- 
traction  de  la  partie  exterieure  W"  sur  cet  element,  attraction  qui 
varie  ^videmment  quand  la  surface  S'  change  de  forme. 

613  Effort  s'exercant  sur  un  Element  da.  —  Nous  venons  de 
voir  que,  si  Ton  trace  dans  le  milieu  une  surface  S',  sur  laquelle 
on  prend  un  element  d<r  de  coordonnees  .r,  y,  z,  I'effort  elemen- 
taire  s'exercant  sur  cet  element  est  une  certaine  force  T(/t.  Cet 
effort  provient  de  Taction  des  elements  du  milieu  contigus  a  d<7, 
exterieurement  a  S',  sur  les  elements  contigus  a  de  interieurement : 
il  en  resulteque  cet  effort  ne  depend  que  de  la  position  de  l'ele- 
ment  particulier  de  dans  le  milieu  el  non  du  reste  de  la  surface  S' 
a  laquelle  il  est  cense  appartenir  :  en  d'autres  termes,  cet  effort 
reste  le  inline  si  Ton  considi:re  di  comme  appartenanl  a  toute  autre 
surface  tan^ente  a  S'  au  point  x,  y,  z.  Nous  pouvons  done  main- 
tenant  parler  de  I'efFort  s'exercant  sur  un  element  isole  dv. 

Soil  un  clement  superliciel  d?  place  dans  le  milieu  continu,  en 
un  point  M  de  coordonnees  .r,  y,  z  {jig-  ^07);  choisissons,  sur  la 
norma  I  e  a  cet  element,  un  sens  positif  MN  ajant  pour  cosinus 
directeurs  a,  [J,  y.  L'element  dv  a  ainsi  deux  faces  :  l  une  positive, 
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i'autre  negative,  la  face  positive  etant  du  cote  de  MN.  Les  elements 
materiels  du  milieu  contigus  a  du  du  cote  negatif  exercent,  surles 
elements  materiels  contigus  a  du  du  cote  positif,  des  actions  que 


Fig.  3o7. 


Ton  pe'ut  remplacer  par  une  force  T  du  appliquee  a  Tenement  du) 
nous  dirons  que  cette  force  est  V effort  elementaire  s' exercant 
sur  la  face  negative  de  V element  du.  La  force  T  est  l'effort, 
s'exercant  sur  la  face  negative,  rapporte  a  Tunite  de  surfaced 

Les  projections  Tx,Tr,  Tz  de  T  sont,  a  l'instant  £,  des  fonctions 
de  xy  y,  z,  a,     y ;  ce  sont  done  des  fonctions  de  z,  a,  |3,  y. 

Si  le  systeme  est  en  equilibre,  ces  fonctions  ne  contiennent  pas  t. 

Get  effort  T  est  une  pression  quand  il  fait  un  angle  aigu  avec 
la  normale  MN  {fig-  307,  I);  il  est  une  traction  quand  il  fait 
avec  MN  un  angle  obtus  {fig-  3o7,  II). 

D'apres  le  principe  de  l'egalite  de  Taction  et  de  la  reaction,  les 
elements  materiels  contigus  a  da  sur  la  face  positive  exercent,  sur 
les  elements  materiels  contigus  a  du  sur  la  face  negative,  des 
actions  que  Ton  peut  remplacer  par  une  force  Tdu  egale  et  opposee 
a  la  pr^cedente  :  cette  force  est  l'effort  elementafre  s'exercant  sur 
la  face  positive  de  V element  du. 

614.    Expressions   des  composantes  de  l'effort  en  fonction 

de  a,  |i,  y.  —  Nous  venons  de  voir  qua  chaque  instant  t,  les  pro- 
jections Tx,  Tr,  Tz  de  l'effoit  agissant  sur  la  face  negative  d'un 
element  du  sont  des  fonctions  de  x,  z  et  de  a,  3,y.  Nous  allons 
montrer  que  ce  sont  des  fonctions  lineaires  et  homogenes 
de  a,  (3,  y. 
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Prenons  dans  le  milieu  continu  un  point  M  de  coordonnees 
x,  y,  z  :  soil  da  un  clement  superficiel  mene  par  ce  point. 

Parmi  toutes  les  positions  possibles  de  l'element  da  autour  du 
point  M,  supposons  d'abord  que  cet  element  prenne  une  posi- 
tion dat  perpendiculaire  a  Ox,  de  telle  lagon  que  la  normale  MN 
coincide  avec  Ox  (a  =  i ,  (3  =  o,  y  =  o )  :  appelons  X, ,  Y, ,  Z,  les 
composantes  de  1'eflbrt  qui  s'exerce  sur  la  face  negative  de  dat, 
rapporte  a  l'unite  de  surface.  Appelons  de  meme 

Xj»  Ys,  Z2, 
Xs,    Y3,  Z3 

les  composantes  de  Teflon,  rapporte  a  l'unite  de  surface,  qui 
s'exerce  sur  la  face  negative  de  l'element  quand  il  est  successive- 
men  t  perpendiculaire  aux  axes  Oy  el  Oz.  Nous  allons  demontrer 
que  Ton  a 

i  Tx=  uX{  -+-  pXjH-  yX3, 
U)  Tr  =  «  Y,  -f-  ji  Yj  -h  y  Y3, 

(  Tz  =  aZ,  -4-  3Z;  -+-  YZ3. 

Pour  cela,  menons  par  le  point  M  trois  paralleles  aux  axes  de 
coordonnees  et  prenons  surces  paralleles  des  segments  infiniment 
petits  MA,  MB,  MG.  Dans  la  figure  3o8,  nous  supposons  ces  seg- 
ments diriges  dans  le  sens  positif  des  axes.  Si  nous  menons  le 

Fig.  3oS. 


plan  ABC,  nous  formons  un  tetraedre  elementaire  MABC  :  appe- 
lons da{,  da2,  da^  les  faces  BMC,  CMA,  AMB  respectivement 
perpendiculaires  aux  axes  Ox,  Oy,  O:,  et  da  la  face  hypotenuse; 
designons  en  outre  par  a,  |3,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
a  cette  face  estimee  posilivement  vers  I'exterieur  du  tetraedre.  En 
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projetant  ia  face  da  sur  chacune  des  trois  autres,  on  a 
( 5 )  d<:\  =  a  da,       ddi  =  (3  da,       da$  —  y 

Le  tetraedre  etant  infiniment  petit,  la  face  ABC  est  un  element 
plan  dont  la  position  limite  passe  par  le  point  ML 

Soient  Tx,  Tr,  Tz  les  projections  de  PefTort,  rapporte  a  l'unit£ 
de  surface,  s'exercant  sur  la  face  negative  de  l'element  da;  les 
projections  de  l'effort  s'exercant  sur  la  face  positive  seront  — T^, 
-Tr,  -T.. 

Gela  pose",  on  peut  regarder  le  tetraedre  ele'mentaire  comme 
libre,  a  condition  d'appliquer  : 

i°  A  son  volume  <ix,  la  force  exterieure  de  projections 

pXcfc,    pYefr,  pZdx, 

p  d^signant  la  densite  en  M,  et  la  force  d'inertie,  de  projection 

—  pJxdfc,    — piydt,    —  pJzrfc; 

2°  Sur  les  e'le'ments  superficiels  d<rt1  d<72l  do-3,  di  les  efforts 
eldmentaires  de  projections 

X,da,,  Y\dviy  Zj  d<rt, 

X2  d<Si,  Y2  dot,  Z2  d<j%, 

X3  d<?3,  Y36?cr3,  Z3  da3, 

-  Txday  —  Tyrfcr,  —  T2rf<7. 

La  somme  des  projections  de  ces  forces  sur  un  axe  quelconque 
devant  £tre  nulle,  on  a,  sur  0.r, 

1ofX-JI)rfx  +  Xlrf(T,  +  X2  dat -+-  X3  rfff3  —  Tx  d<x  =  o. 
D'apres  les  relations  (5),  cette  relation  s'ecrit 

Tx=oX1-hpXf-t-YX3H-P(X~Ja:)~. 

Mais  ^  est  nul,  car  c'est  le  tiers  de  la  hauteur  dn  tetraedre  issue 
de  M,  hauteur  qui  est  infiniment  petite.  On  a  done 

On  etablirait  de  m^nie  les  deux  autres  formules  (4)- 

Nous  avons  suppose,  pour  synplifier,  les  aretes  OA,  OB,  OC 
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dirigees  dans  le  sens  des  axes  positifs,  c'est-a-dire  a,  (j,y  posit i Hs ; 
mais  les  formules  obtenues  sont  generales. 
Dans  ces  formules,  les  quantites 

X|,    Xs,    X3;       Y,,    Y2,    Y3;       Zt,    Zj,  Z3 

sont  des  fonctions  de  x,  y1  z  et  I  :  car  en  chaque  point  du  milieu, 
a  chaque  instant,  ces  neuf  quantirds  sont  determinees. 

615.  Equations  generates.  —  Prenons  dans  le  milieu  une  sur- 
face fermee  S'  :  appelons  da  un  element  superficiel  de  S',  a,  j3,  y 
les  cosinus  directeurs  de  la  normale  a  d<y  exterieure  a  S'.  La  ma- 
tiere  contenue  dans  S'  peut  etre  regardee  comme  isolee  a  condition 
que  Ton  fasse  agir  sur  chaque  element  ds  TefFort  e'lementaire 
s'exergant  sur  la  face  exterieure,  c'esl-a-dire  sur  la  face  positive 
de  cet  element.  Les  formules  (4)  donnent  I'efFort,  rapporte  a 
l'unite'  de  surface,  s'exercant  sur  la  face  negative  d'un  element  : 
sur  la  face  positive,  on  a  done 

(6)  \  T,--faX,+  (3X2-hTX3), 

Cela  pose",  en  ecrivant  que  les  forces  exterieures  appliquees  aux 
elements  de  volume  d-z  et  aux  elements  superficiels  ds  de  S'  et  les 
forces  d'inertie  se  font  equilibre,  on  a  les  six  equations  (3).  Ecri- 
vons  ces  equations  en  tenant  compte  des  valeurs  (())  de  Tj,  Tr, 
T-  :  nous  avons 


(7) 


(8) 


I     -  f  jf[a(yZ,-  *Y1)H-3(^Z1-*Y1)-uYCvZ3— 5Y,)]rfa=o, 


Ces  integrates  se  trans  torment  par  I'application  de  la  formule 
de  Green  (n°  533).  On  a  d'abord 


(1/         Oz  /  ' 
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La  premiere  equation  (7)  secrit  done 

Go  mine  cette  equation  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  le  volume  V 
considere  dans  le  milieu  continu,  Vehement  differ  en  tie  I  est  nul. 
En  appliquant  ce  meme  calcul  aux  projections  sur  les  deux  autres 
axes,  on  a  ainsi  les  equations 

1  p(X  —  J*) 

(9)  |p(Y-Jy) 

?( 


l  p(Z  -  J 


d\x 

dx 

dX2 

-+- 

<>x3 
W 

dYx 

<)Y2 

<n* 

dx 

dy 

-h 

~dT> 

dZx 

dZ2 

dx 

*  <>y 

H- 

dz  ' 

Transformons  de  me*  me  les  equations  (8).  On  a,  d'apres  ie 
theoreme  de  Green, 

J  Ji*{yZi-  zYt)+  Hy'Lt- z Y2) -+-  T(rZ3-  z Y3)] dv 

=  r  r  r  [d(yzx-  *yq  ^  d(yzt-z\t)  ^  d(rz3-^Y3) » ^ 

J  J  Jyi  l  dx  dy  dz  J 

011,  en  developpant  les  derivees 

r  r  r\  (dzx    dz%    dzz\      /d\x    ^y2    <ry3\    _  i 

L'equation  (8)  s'ecrit  alors 

-.(P.-,.,-S-f-f)-*.*'.]*-" 

Mais  les  coefficients  de  r  et  2?  sont  identiquement  nuls  d'apres  les 
equations  (9)  :  011  a  done 

Cpite.  relation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  le  volume  V7,  Tele*- 
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ment  differentiel  est  nul.  On  a  done 


on  trouve  de  m£me 


Z,  =  XS, 
X,=  Y,. 


On  peut  £noncer  ce  resultat  en  disant  que  le  determinant 


(10) 

est  symetrique. 


X,  Y,  Z, 
X,    Y2  Z, 

X3    Y3  Z3 


Notations.  —  Nous  appellerons,  d'apres  Lame  :  N,,  Na,  N3  les 
elements  diagonaux  de  ce  determinant 

X1=N„       Y2=N2,  Z3=N3; 

Tn  T2,  T3  les  elements  symetriques 

Y,  =  Z,  =  T„ 

Zi  =  x3  =  , 

X2  =  Yt  =  T3. 
La  raison  de  ces  notations  est  la  suivante  : 

Sur  an  element  de^  perpendiculaire  a  Ox,  s'exerce  un  effort 
que  l'on  peut  decomposer  en  une  force  normale  a  Te'l^ment 

Xt=N, 

et  en  deux  forces  tangentielles  situees  dans  le  plan  de  l'£l£ment 

Y,  =  T3, 
Z,  =  T„ 


parallele  a  Oy,  et 


parallele  a  Oz.  De  meme  pour  les  efforts  s'exercant  sur  les  ele- 
ments rf(T2  et  d^z  perpendiculaires  a  Oy  et  Oz.  La  symetrie  du 
determinant  (10)  exprime  ce  fait  que  la  projection,  sur  Ox,  de 
l'effort  applique  a  un  element  d<r2  mene  par  M  perpend iculaire- 
ment  a  Oy,  est  egale  a  la  projection,  sur  Oy,  de  l'eftbrt  applique 
a  un  element  d<sx  mene  par  M  perpendiculairement  a  Ox. 
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616.  Resume^  —  Avec  la  notation  que  nous  venons  d'introduire, 
les  formules  (4)  donnanl  l'effbrt  sur  la  face  negative  d'un  e'le'- 
ment  dv  deviennent 

/  Tx=N|«H-T8p  +  TlTj 
(ID  |  Tr=Ts«H-Nsp-hTlY, 


ce  qu  on  peut  ecrire 


'  T2  =  T2a-H-T,^N3T, 


<*?  rr       do  dcp 


p(X 

-Jx)  = 

dx 

-h 

r)T3 
*Y 

dz 

P(Y 

-Jr)  = 

dx 

-4- 

dN2 
dy 

dz 

p(Z 

-J2)  = 

dT* 

dTl 

dN3 

dx 

-+- 

*y 

dz 

Tx=£,       Tr=~,  T,^. 
en  designant  par  cp  la  forme  quadratique 

(i3)    cp(a,  p,  Y)  =  l(N1a2-+-Nsp«H-N3T»-h2TtpYH-2T2Ya  +  2T3a3). 
Quant  aux  equations  du  mouvement  (9)  elles  deviennent 


(i4) 


Si  le  systeme  est  en  equilibre  J*,  Jr,  Jz  sont  nuls. 

617.  Quadrique  directrice.  —  Si,  en  un  point  M,  a  Tinstant  £, 
les  valeurs  numeriques  des  six  fonctions  N<,  N2,  N3,  Tt,  T2,  T3 
sont  determinees,  la  loi  des  efforts  sur  les  divers  elements  super- 
ficiels  dv  menes  par  M  est  determinee  par  les  formules  (11).  On 
peut  interpreter  ces  formules  geometriquement  et  en  deduire  des 
images  simples  pour  representer  les  direclions,  les  sens  et  les 
grandeurs  des  efforts  sur  les  divers  elements  dcr  passant  par  M. 

Tout  d'abord,  on  peuldefinir  les  directions,  les  sens  et  les  gran- 
deurs des  efforts  sur  les  elements  passant  par  M,  a  1'aide  d'une 
quadrique  de  centre  M  appelee  quadrique  directrice.  Cette  qua- 
drique peut  etre  obtenue  de  la  facon  suivante  : 

Soient  dv  un  element  passant  par  M,  MN  la  normale  (a,  p,  y) 
a  cet  element,  T  1'efforl,  rapporle  a  l'unite  de  surface,  s'exercant 
sur  la  face  negative  et  T„  sa  projection  sur  MN  :  si  T„  est  positive, 
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Teffort  T  est  une  pression,  si  T„  est  negative,  c'est  une  traction 
(fig-  3°7>  J  et  H).  Or,  T  ayant  pour  composantes  suivant  les 
axes  T^,  Tr,  Tz,  sa  projection  T„  est 

T„  =  aTj+  pTyH-  yt*=  *<P/«-^P^-*"Y?t 

ou 

(15)  T„=  2<pfa,  p,y)=  N1a«-4-Ntp»-hN3Y'-+-2T1^-h2T1Ya-h2T3ap. 

Le  signe  de  cette  fonction  montrera  si  l'effort  est  une  pression 
ou  une  traction. 

Pour  representer  graphiquement  la  variation  de  cette  fonc- 
tion quand  a,  (3,  y  varient  de  toutes  les  manieres  possibles, 
Cauchy  emploie  une  inethode  analogue  a  celle  qu'on  suit  dans  la 
theorie  des  moments  d'inertie  pour  deTmir  l'ellipsoide  d'inertie, 
et  dans  la  thdorie  de  la  courbure  des  surfaces  pour  definir  l'indi- 
catrice. 

Supposons  d'abord  que  a,  [3,  y  aient  des  valeurs  rendant  Tn 
positive  (pression).  Prenons  alors,  sur  la  normale  MN  a  Tene- 
ment d(T  {  fig.  307,  I),  une  longueur  MQ  definie  par 

MQ  =  -Lz- 

Les  coordonnees  x\  y',  z'  de  Q  par  rapport  a  des  axes  Ma?', 
My',  Mz'  menes  par  M  parallelement  aux  axes  coordonnes  sont. 

(16)  X'=  -Lr,  y'=  JL,  *'=-i' 

JT*  \/?n  )/Ttt 

Le  lieu  du  point  Q,  quand  l'element  d<s  tourne  autour  de  M,  s'ob- 
tient  en  eliminant  a,  (3,  y  entre  les  relations  (1  5)  et  (16).  Ce  lieu 
a  pour  equation 

(17)  N  ,*?'*-+-  N2  r'2-+-  Na*'*-+-  2T1yz'+  2T,xV+  aT,x'y=H-i, 
c'est-a-dire,  sous  forme  abrdgee, 

(Q)  ^  cpO',  y',  z')  =  -f-  1  ; 

c'est  une  premiere  quadrique  (Q)  ajant  son  centre  en  M. 

Supposons,  au  contraire,  que  a,  (3,y  aient  des  valeurs  rendant  T„ 
negative  (traction).  Nous  prendrons  alors,  sur  la  normale  MN 
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a  1' element  (fig.  $07,  11),  une  longueur 

MQ' 


V/-T, 


Le  lieu  du  point  Q',  quand  on  fait  varier  a7  [3,  y,  est  une  deuxieme 
quadrique  (Q')  dont  l'equation  est 

(Q')  2<p(ar',y,  *')  =  — i; 

cette  quadrique  est  conjuguee  de  la  precedente.  L'ensemble  des 
deux  quadriques  (Q)  et  (Q')  s'appelle  quadrique  directrice. 
Les  formules  (12), 

T*=?'«,      Tr=^,  Tz=<p'y, 

montrent  que  I'effort  qui  s'exerce  sur  la  face  negative  d' an 
element  d<s  est  perpendiculaire  au  plan  diametral  conjugue 
de  la  nor  male  a  cet  element  dans  la  quadrique  directrice. 
En  effet,  la  normale  MN  a  1'eUement  ajant  pour  cosinus  direc- 
teurs  a,  p,  y,  le  plan  diametral  conjugue  de  MN  a  pour  Equation 

On  a  done  la  direction  de  I'effort.  On  obtient  le  sens  de  1'effort 
en  regardant  si  la  normale  MN  a  l'^le'raent  conside're  rencontre  la 
quadrique  (Q)  ou  sa  conjuguee  (Q').  Lorsque  la  normale  MN 
rencontre  la  quadrique  (Q)  en  un  point  Q,  I'effort  sur  l'e'le'- 
ment  d<s  est  une  pression,  et  Ton  a 


1 


MQ 

Lorsque  la  normale  MN  rencontre  (Q')  en  un  point  Q',  I'effort 
sur  1'element  dz  est  une  traction^  et  l'on  a 


MQ'1 


Quant  a  la  grandeur  de  T,  elle  resulte  evidemment  de  ce  que 
Ton  connait  la  direction  et  le  sens  de  T  ainsi  que  sa  projection  T„ 
sur  la  normale  a  d<r. 

D'apres  cela,  trois  cas  sont  possibles  pour  un  point  M  : 

l°  La  quadrique  (Q)  est  un  ellipsoide  reel  de  centre  M;  alors 
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la  quadrique  (Q')  n'exisle  pas  (ellipsoide  imaginaire).  Les  efforts 
sur  tous  les  e'le'ments  da  passant  par  M  sont  des  pressions. 

2°  La  quadrique  (Qr)  est  uo  ellipsoide  reel  de  centre  M;  alors 
la  quadrique  (Q)  n'existe  pas.  Les  efforts  sur  tous  les  elements  da 
passant  par  M  sont  des  tractions. 

3°  La  quadrique  (Q)  est  un  hyperboloide ;  alors  (Q')  est  Vhy- 
perboloide  conjugue.  L'effort  sur  un  Anient  da  passant  par  M 
est  une  pression  ou  une  traction  suivant  que  la  normale  a  cet 
element  rencontre  (Q)  ou  (Q').  Les  deux  hyperboloides  ont 
m&me  c6ne  asymptote  :  ce  cone,  de  sommet  M,  a  pour  equation 

<p(a?\  y\  z')  =  o. 

Si  Ton  considere  un  element  da  perpendiculaire  a  une  gene- 
ratrice  du  cdne  asymptote,  les  cosinus  directeurs  a,  t3,  y  de  la 
normale  a  cet  element  annulent  la  fonction  ©(a,  (3,  y)  :  on  a  done 

T„  =  o. 

L'effort  qui  sexerce  sur  cet  element  particulier  da  n'a  done  pas 
de  composante  normale  a  I'elemenl ;  il  est  situe  dans  le  plan 
meme  de  I'element.  Pour  ces  elements  particuliers,  le  point  Q  ou 
la  normale  MN  rencontre  la  quadrique  directrice  est  rejete  a 
I'infini. 

Plans  principaux ;  efforts principaux  au point  M.  —  Si  I'ele- 
ment da  coincide  avec  un  des  plans  principaux  de  la  quadrique 
directrice,  sa  normale  MN  coincide  avec  un  axe  principal,  le  plan 
diametral  conjugue  de  MN  coincide  avec  da,  et  l'effort  est  perpen- 
diculaire a  da.  Done,  a  V instant  t,  en  tout  point  M  du  systeme, 
ilya  trois  elements  plans  sur  lesquels  les  efforts  sont  normaux  : 
ces  trois  plans  sont  les  plans  principaux  en  M,  et  les  trois  efforts 
correspondants  sont  les  efforts  principaux.  Si  Ton  prenait  au 
point  M  ces  plans  principaux  pour  plans  coordonnes,  les  valeurs 
des  coefficients  N  et  T  changeraient  :  l'equation  (Q)  ne  devant 
contenir  que  des  carres,  les  nouvelles  valeurs  de  T< ,  T2,  T3  seraient 
nulles ;  si  nous  appelons  nK ,  rca,  n%  les  nouvelles  valeurs  de  N, ,  N2, 
N3,  les  quadriques  (Q)  et  (Q')  ont  pour  equations 

n^x*  -+-  n%y^  ■+-  nt  zr  =  zt  i, 
les  coefficients  /*,,  /i2,  n3  etant  positifs  ou  negatifs,  suivant  que 
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les  efforts  principaux  correspondants  sont  des  pressions  ou  des 
tractions. 


618.  Ellipsolde  des  efforts.  —  La  quadrique  precedente  donne 
la  direction,  le  sens  et  la  grandeur  des  efforts  autour  du  point  M. 
Pour  determiner  uniquemenl  la  grandeur  des  efforts,  on  peut 
employer  une  deuxieme  quadrique  qui  est  toujours  un  ellipsoide 
et  qu'on  appelle  ellipsoide  des  efforts  ou  ellipsoide  d  'elasticity. 

Conside>ons  un  Element  d<r  mene  par  M  :  soit  MT  le  vecteur 
repr^sentant  la  tension,  rapporteea  l'unite  de  surface,  qui  s'exerce 
sur  la  face  negative  de  eel  element.  Gherchons  le  lieu  de  l'extre- 
mite*  T  de  ce  vecteur,  quand  Tenement  da  prend  toutes  les  posi- 
tions possibles  autour  de  M.  Nous  allons  voir  que  ce  lieu  est  un 
ellipsoide  de  centre  M,  ajant  memes  plans  principaux  que  la 
quadrique  directrice. 

En  effet,  par  rapport  aux  axes  Ma?',  M^',  Mz'  menes  par  M 
parallelement  aux  axes  coordonnes,  le  point  T  a  pour  coordon- 
ne'es  les  projections  m£mes  de  la  tension  T^,  Tr,  Tz,  donnees  par 
les  Equations  (12), 

(T)  T,«f£,      T,^,  Tz=yr 

R^solvons  ces  equations  par  rapport  a  a,  (3,  y  :  elles  donnent, 
pources  quantites,  des  expressions  lin^aires  et  homogenes  en  Tx, 
Tr,  T2,  de  la  forme 

f  a=ATx+B"Tv+B'T:, 
(18)  )  p=  B'T.+  A'VB  Tr, 

(  Y  =  B'T^-f-  B  Tr+A"T;, 

ou  A,  A',  A",  B,  B',  B"  s'expriment  ais^ment  en  fonction  de  N,, 
Na,  N3,  T4 ,  T2,  T3. 
ficrivant  ensuite 

on  a  l'equation  du  lieu  du  point  T  :  celte  equation  du  deuxieme 
degre  en  T*,  Tr,  Tz  a  pour  premier  membre  une  somme  de  carres  ; 
elle  repr^sente  un  ellipsoide  qui  est  V ellipsoide  des  efforts. 

Les  directions  des  axes  de  cet  ellipsoide  se  confondent  avec 
celles  des  efforts  principaux,  et  les  longueurs  de  ces  axes  sont 
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^gales  aux  grandeurs  des  efforts  principaux.  En  effet,  prenons  les 
directions  des  efforts  principaux  en  M  pour  directions  des  axes 
coordonnes;  les  quanlites  Tt,  T2,  T3  deviennenl  nulles,  les  quan- 
tity's N|,  N2,  N3  prennent  des  valeurs  pariiculieres  niy  /i2,  ft3 
(efforts  principauxj.  Les  Equations  (T)  deviennenl  alors 

Tx=/i,a,       TY=n2$,  Tz=s 
el  I'ellipsoide  des  efforts  devient 

T|      T|      T|  _ 

n\  *"  ~n\  ^  n\  ~  '  ; 

il  est  rapporte  a  ses  axes. 

L'ellipsoYde  des  efforts  relatif  au  point  M  etant  trace,  si  Ton 
prend  un  e^le'ment  quelconque  d<r  passant  par  M,  la  quadrique 
directrice  donne  la  direction  et  le  sens  de  I'effort  MT  qui  s  exerce 
sur  la  face  negative  de  d^\  la  grandeur  de  MT  resullc  de  ce  fait 
que  le  point  T  est  sur  I'ellipsoide. 

619.  Reciprocity  des  composantes  normales.  —  Soient  tf^un  element 
passant  par  un  point  M,  MN(«,  (3,  *{)  la  normale  a  cet  element,  T  l'eflort 
sur  la  face  negative  de  l'element;  soient  de  meme  da'  un  deuxieme  element 
mene  par  le  meme  point,  MN'  la  normale  (a',  (3',  y  )  et  T'  I'effort  qui 
s'exerce  sur  la  face  negative  de  da'. 

La  projection  TV,  de  T  sur  la  normale  a  di\  est  egale  a  la  projec- 
tion T'n  de  T'  sur  la  normale  d  da. 

En  effet,  en  appelant  comme  plus  haut  Tx,  Ty,  T-  les  projections  de  T 
sur  les  axes,  on  a,  pour  la  projection  de  T  sur  la  direction  MN'  : 

T„-=a'TxH-  P'TjH-y'T,, 
ou,  d'apres  les  formules  (12), 

De  meme,  on  trouve 

T;,  =a<p'a--»-?®p'H-Y<i>y.. 
Ces  expressions  sont  identiques,  comme  on  le  verifie  immediatement.  Done 

Les  formules  Y3=Z2,  Z,  =  X3,  X2=Y,  etablies  au  n"  615  apparaissent 
maintenant  comme  des  cas  particuliers  de  ce  theoi  eme  :  pour  les  obtenir, 
il  suffit  de  supposer  que  les  elements  d<s  et  da'  sont  respectivement  per- 
pendiculaires  a  deux  des  axes  coordonnes. 
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620.  Autre  quadrique  pouvant  jouer  le  r61e  de  directrice.  —  On 
peul  remplacer  la  quadrique  directrice  par  une  autre  quadrique  obtenue 
en  introduisant  la  forme  quadratique  adjointe  de  la  forme  cp.  On  demon- 
trera  sans  peine  les  resultats  suivants  a  titre  d'cxercice  : 

Considerons  la  quadrique  ay  ant  pour  equation,  par  rapport  auc 
axes  Mar',  My',  Mz'  menes  par  M  parallelement  aux  axes  coordonnes. 

(19)  Ax2-+-  k'y- -h  A'x;2  -+-  iByz  4-  2B' zx  +  2B"xy  =  //, 

ou  A,  A',  A.",  B,  B',  B"  sont  les  coefficients  introduits  au  n°  618,  et  h 
une  constante. 

&  effort  s'exercant  sur  un  element  do  menepar  M  est  dirige  suivant 
le  diametre  conjugue  du  plan  dc  da  par  rapport  d  cette  quadrique. 

Cette  quadrique  (19)  a  les  memes plans principaux  que  la  quadrique 
directrice ;  elle  est  de  meme  nature  (ellipsoide  ou  hyperbolo'ide). 

Son  cone  asymptote  est  supplementaire  de  celui  de  la  quadrique 
directrice.  II  est  Uenveloppe  des  plans  des  elements  speciaux  da  pas- 
sant par  M  sur  lesquels  s'exerce  un  effort  sans  composante  normale. 
II  est  aussi  le  lieu  des  efforts  s'exercant  sur  ces  elements  speciaux. 

Ce  dernier  point  resulte  de  ce  que  le  diametre  conjugue  d'un  plan  tan- 
gent au  cone  asymptote  est  ia  generatrice  dc  contact. 

621.  Changement  de  coordonnees.  —  Dans  ce  qui  precede,  nous 
avons  rapportc  le  milieu  continu  a  un  systeme  duxes  Oxyz.  Les  valeurs 
dc  N,,  N2,  Ns,  T|,  T2,  T3,  en  cliaque  point  M,  dependent  evidemment  de 
l  orientation  des  axes.  Si  Ton  prcnait  de  nouveaux  axes  0.ri/)-3i  taisai'.t 
avec  les  premiers  Oxyz  des  angles  connus,  les  valeurs  des  six  coefficients 
deviendraient  IN',,  N',,  N'3)  T',,  T'2,  T(,.  Pour  calculer  ces  nouvelles  valeurs 
il  suffit  de  remarquer  que,  par  reflet  du  changement  de  coordonnees, 
l  equation  de  la  quadrique  directrice,  relative  a  un  point  quelconque  M, 

N^'1 4-  Nt/*-h  N35'2+  2Tiy'z'-hnTiz,x,H-  ■2T3x'y'  =  ±  r, 

devient 

N',  x\*  +  N'2      -+-  N'3  z\-  -+-  aTJ  y\  z\  -+-  iTt  z\  x\  -+■  ->.T'3 x\  y\  =  ±  1. 

On  est  done  ramene  au  problemc  bien  connu  de  calculer  les  nouveaux 
coefficients  de  I'equation  d'unc  quadrique  ayant  son  centre  a  Torigine, 
quand  on  change  la  direction  des  axes  de  coordonnees. 

EXERCICES. 

1.  Soient,  cn  un  point  M  d'un  milieu  conlinu,  ii  un  instant  t,  Irois  element* 
rf<7,,  t/ffs,  dv3  normaux  aux  axes  coordonnes  ct  MF„  MF2,  MF3  les  trois  vecteurs 
represenlant  les  efforts  rapportes  a  I'uniie  de  surface  qui  sexercent  sur  les  faces 

A.  —  III.  10 
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negatives  de  ces  trois  elements.  Demontrer  que,  si  Von  prend  pour  systems  d'axes 
<Je  coordonnees  obliques  les  trois  droites  MF„  MF,,  MFS>  1'eliipsoTde  des  efforlg 
a  pour  equation 

X5      Y5  7? 

pi  +  pi  +  p7=» 

Demonstration.  —  L 'effort  T  qui  s'exercc  sur  I'element  da  perpendiculaire  a  la 
droite  (a,  (3,  y)  est,  par  liypothcse,  la  r^sultante  de  trois  composantes  X,  Y,  Z 
dirigees  suivant  MF„  MFa)  MF3.  Kcrivons  que  les  projections  de  T  sur  les  a\es 
sont  les  sommes  des  projections  de  ces  composantes.  Nous  aurons,  en  remarquanl 

NTT 

que  les  cosinus  direcleurs  de  F.  sont  -->  >  ••■•» 

h    P.  F. 

N  T  T 

T.-JJlj^Y-JjZ, 

T  N  T 

T  —  — 1  X  -t-  —  Y  -4-  —  7 
V    F,         F3  Fa 


I  "  2 

liomparant  avce  les  formules  (n),  on  a 


F3 


X  Y  Z 


D'oii,  en  ecrivaal  a--f-  p2-4-  y»  -  i,  l'equalion  demandee. 


2.  Considerons  une  surface  fermee  S  et  supposons  que  sur  cliaquc  element  da 
dc  cettt-  surface  agisse  une  force  definie  comme  il  suit  :  Soient  a,  p,  y  les  cosinus 
direcleurs  <le  la  normale  ext^rieure  a  da;  soient,  d'autre  part,  x,  y,  z  les  coor- 
donneVs  de  I'element  par  rapport  a  trois  axes  reclangulaires.  La  force  appliquce 
a  I'element  da  est  une  cerlaine  force  T  da  ayant  pour  projections  Tr  da,  T}.  da, 
'l\da,  ou  T,.,  Tv,  T.  sont  des  fonctions  dc  x,  y,  z,  a,  p,  y. 

On  demande  quelles  sont  les  conditions  necessaires  et  suffisantes  que  doivenl 
remplir  ces.  fonctions  pour  que  I'ensemblc  des  forces  T  da  appliquees  a  tous  les 
elements  d  une  surface  fennec  S  supposed  rigide  se  fasse  equilibre,  quelle  que 
soil  la  forme  de  cette  surface  (Maurice  Levy). 

Reponse.  II  faut  el  il  suflit  que  Ton  ait  les  equations  (m)  et  (i4)  dans  les- 
quelles  on  suppose  X,  Y,  Z  et  J  nuls.  Pour  le  demontrer,  il  suffit  de  reprendre 
Irs  raisonnemenls  des  n°"  G14  ct  615,  en  supposant  X,  Y,  Z  et  J  nuls. 

<-cs  conditions  sont  remplies  dans  le  cas  ties  parliculicr  ou  cliaquc  element  da 
de  la  surface  S  est  soumis  a  une  pression  normale  proport  ionnelle  a  da. 

3.  Soit  da  un  clement  superOciei  de  coordonnces  x,  y,  z,  dont  la  normale  a 
po  cosinus  direcleurs  a,  p,  y.  Faisons  correspondre,  a  cet  element,  le  vecteur  T 
ayant  cet  element  pour  point  ^'application  et  pour  projections 

Tx~  «Xt+  pX,-KyX3, 
Ty  2  Y,  Ji  Y2  -+-  y  Y3, 
T^aZ.  +  pZ.+yZj, 


ou  X,,  X2,  X.,        Za  sont  des  fonctions  des  coordonnces. 
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Demonlrer  que  le  vecteur  Q  ayanl  pour  point  d'applicalion  le  point  x,  y,  z  et 
pour  projections 

QX=Y3-Z2, 
<i5-X2-Y, 

est  indi'-pendant  flu  choix  des  axes.  Demontrer  tie  meinc  que  le  vecteur  \i  ayant 
pour  projections 

dX.  dX-  f)X, 
f>X  rJc 

^      da?       oy       o*-  ' 

1  ~~  <y.r  dy 

est  independant  du  choix  des  axes.  II  faut  entendre  par  Ih  que,  si  Ton  prend  tie 
nouveaux  axes  Ox'y'z'  et  si  Ton  met  les  nouvelles  projections  du  vecteur  T  sous 
la  forme 

T/=«'Y'I-h.?'Y't  +  Y'Y|i, 


a',       V*  elant  les  nouveaux  cosinus  des  angles  que  fait  la  normale  a  d<s  ave<"  les 
nouveaux  axes,  les  vecleurs  Q'  et  IV  formes  a  vec  les  nouvelles  fonctions  X^, 
Z'.  et  les  nouvelles  coordonnees  x', y', z'  sont  idcntiques  a  Q  et  R. 

Beponse.  —  On  peut  etablir  ces  resultats  en  calculant  le  moment  resultant  et 
la  resultante  generale  des  forces  T  da  appliques  a  tous  les  elements  d?  d'unc 
Surface  fermee  arbitraire  S.  Les  vecleurs  obtenus  sont  independants  du  ohoix 
des  axes. 

4.  Si  par  un  point  donne  d'un  corps  solide  on  fait  passer  trois  plans  rec- 
tangulaires  entre  eux,  la  somme  des  carres  des  pressions  ou  des  tensions  sup- 
porters par  ces  m6mes  plans  sera  une  quantite  constante  egale  h  la  somme  ties 
carres  des  pressions  ou  tensions  principales  [Cauchy,  De  la  pression  ou  tension 
dans  un  corps  solide  (OEuvres  completes,  2"  serie,  t.  VII,  p.  75)]. 

5.  Les  valeurs  de  Tx,Ty1  Tt  donnees  par  ies  formules  (n)  du  n°  616  sont  entit- 
lement semblables  aux  valeurs  des  composanles  reclangulaires  de  la  force  qui 
solliciterail  un  point  materiel  place  en  presence  de  plusieurs  centre  fixes  d'at- 
i  raction  ou  de  repulsion,  et  Ires  peu  ecarte  d  une  position  dans  laquelle  il  restait 
*n  equilibre  au  milieu  des  centres  dont  il  s'agit. 

Les  formules  que  Ton  obtient  de  cettc  faeon,  ainsi  que  plusieurs  propositions 
qui  s'en  dexluisent,  et  qui  sont  analogues  aux  th^oreraes  des  n°"  617  et  618,  sont 
dues  a  Fresnel  qui  les  a  donnees  dans  ses  Recherches  sur  la  double  refraction 
(Cauchy,  OEuvres  completes,  2e  serie,  t.  VII,  p.  79 J. 
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CHAPITRE  XXXI. 

HYDROSTATIQUE. 


I.  -  CONDITIONS  GENERAL.ES  D'EQUILIBRE  DES  FLUIDES. 

622.  Fluides.  —  A  premiere  vue,  les  corps  peuvent  £tre  divises 
ea  trois  categories;  solides,  Hquides  et  gaz. 

Solides.  —  Com  me  nous  l'avons  deja  dit,  il  n'exisle  pas  de 
corps  absolument  rigides;  tous  les  corps  appeles  solides  subissent 
des  deformations  quand  on  leur  applique  des  forces  depassant 
uiic  certaine  limite.  Si,  lorsqu'on  supprime  ces  forces,  le  corps 
revient  exactement  a  sa  forme  el  a  son  etat  primitifs,  il  est  dit  par- 
faitement  elastique.  Si,  au  contraire,  lorsque  les  forces  d£for- 
mantes  sont  supprim^es,  le  corps  resle  dans  l'etat  deforme,  il  est 
dit  parfaitement  mou  ou  plastique.  Ge  sont  la  deux  etats  extremes 
qui  ne  sont  realises  rigoureusemeot  par  aucun  corps  :  les  solides 
naturels  sont  plus  ou  moins  elastiques,  plus  ou  moins  plastiques. 

Les  actions  mutuelles  entre  les  molecules  d'un  corps  solide 
sont  de  telle  nature  qu'elles  s'opposent  aussi  bien  a  l'ecartement 
qu'au  rapprochement  des  molecules;  de  telle  sorte  que,  suivant 
les  cas,  les  efforts  qui  s'exercent  sur  les  elements  de  surface  d1? 
pris  dans  I'interieur  d'un  solide  sont  des  tractions  ou  des  pres- 
sions. 

Fluides.  —  Les  liquides  et  les  gaz  portent  le  nom  general  de 
fluides. 

Les  liquides  sont  sensiblement  incompressibles  :  ils  occupenl, 
par  consequent,  nn  volume  constant  h  temperature  constante.  11 
en  resulte  que  les  actions  mutuelles  des  molecules  s'opposent  a 
leur  rapprochement;  mais  elles  s'opposent  ires  faiblement  a  leur 
ecartement.  Si  Ton  considere  le  sjsteme  forme  par  deux  molecules 
d'un  liquide  en  contact  l'une  avec  l'a litre,  lorsque  les  resultantes 
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des  forces  exterieures  au  systeme  agissant  sur  les  deux  molecules 
lendent  a  les  separer,  la  separation  se  produit  effectivement,  des 
que  ces  resultantes  depassent  des  limites  tres  petites  que  l'on  peut 
regarder  ordinairement  comme  nulles;  cela  revient  a  dire  que  la 
cohesion  des  liquides  peut  etre  regardee  comme  nulle  dans  les 
phenomenes  habiluels.  Cetle  cohesion  tres  faible  se  rnanifeste  par 
des  effets  a  la  surface  du  liquide  dans  certains  phenomenes  partt- 
culiers,  tels  que  la  formation  des  gouttes,  la  constitution  des 
bulles,  les  phenomenes  capillaires,  etc. 

Dans  un  liquide,  les  efforts  interieurs  sont  done  des  pressions. 

Les  gaz  sont,  au  conlraire,  compressibles  et  dilatables  a  vo- 
lonte;  ils  n'ont  pas  de  volume  determine'  et  remplissent  constam- 
ment  les  enveloppes  fermees  qui  les  contiennent.  Comme  il  faut 
exercer  une  pression  sur  un  gaz  et  depenser  un  travail  pour  le 
comprimer,  les  actions  mutuelles  des  molecules  des  gaz  s'opposent 
a  leur  rapprochement;  mais  elles  n'opposent  aucune  resistance  a 
leur  ecartement,  puisque  les  molecules  des  gaz  tendent  a  s'ecarter 
naturellement.  Dans  un  gaz,  les  efforts  interieurs  sont  done  tou- 
jours  des  pressions. 

Une  premiere  propriete,  commune  a  tous  les  fluides,  est  done 
que  les  efforts  interieurs  sont  des  pressions. 

Une  deuxieme  propriete  est  la  suivante  :  si  un  fluide  est  immo 
bile  et  si  une  force,  si  petite  soit-elle,  vient  a  agir  en  tendant  h 
faire  glisser  deux  molecules  en  contact  l'une  sur  1'autre  le  glissc- 
ment  se  produit  effectivement,  quelle  que  soit  la  pression  entre 
ces  deux  molecules.  II  resulte  de  la  que,  dans  un  fluide  en  equi 
libre,  tous  les  efforts  sont  des  pressions  normales  aux  Slements 
plans  sur  lesquels  ils  s'exercent. 

Viscosite.  —  L'observation  montre  que  les  fluides  sont  plus  ou 
moins  mobiles.  Ainsi,  quand  on  dcarte  un  liquide  pesant  de  sa 
position  d'equilibre,  il  se  met  en  mouvement  plus  on  moins  faci- 
lement  pour  reprendre  cetle  position;  Teau  se  comporte,  a  cet 
egard,  d'une  tout  autre  maniere  que  certains  liquides  comme  des 
liuiles  epaisses.  Ce  fait  met  en  evidence  une  qualite  qu'onappelle 
viscosite'.  Quand  un  fluide  est  immobile,  si  Ton  fait  agir  sur  lui 
des  forces  tendant  a  faire  glisser  les  molecules  les  unes  sur  les 
autres,  le  glissement  se  produit  quelque  petiles  que  soient  ces 
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forces,  mais  le  mouvement  se  fait  d'autant  plus  lentement  que  lc 
fluide  est  plus  visqueux.  La  viscosite  est  done  une  resistance  an 
glissement  inutuel  des  molecules.  On  peut  assimiler  cette  resis- 
tance soit  a  un  frottement  inteVieur,  soit  a  une  resistance  de  mi- 
lieu :  elle  presente,  avec  le  frottement,  cette  difference  que,  pour 
vain  ere  un  frottement  de  glissement,  il  faut  faire  agir  une  force 
tangentielle  depassant  une  certainc  limite,  tandis  que  la  moindre 
force  tangentielle  suffit  pour  faire  glisser  deux  molecules  fluides 
en  contact. 

On  voit  maintenant  avec  nettete  ce  qui  distingue  un  solide 
plastique  d'un  Jluide  visqueux.  Pour  deformer  un  solide  plas- 
tique,  il  faut  un  effort  depassant  une  certaine  limite,  tandis  que 
le  moindre  effort  tangentiel  suffit  pour  met t re  en  mouvement 
un  fluide  visqueux  (*),  pounu  quil  agisse  pendant  un  temps 
suffisamment  long. 

623.  Conditions  d'equilibre  d'un  fluide.  Pression  en  un  point. 

—  D'apres  ce  qui  precede,  pour  qu'un  fluide  soit  en  equilibre,  il 
faut  que  tous  les  efforts  intericurs  soient  des  pressions  nor- 
males  aux  elements  plans  sur  lesquels  Us  s'exercent. 

Si  done  nous  appliquonsa  un  fluide  en  equilibre  les  considera- 
tions generates  du  Cltapitre  precedent,  nous  voyons  que,  en 
cliaque  point  M  du  fluide,  les  composantes  tangentielles  T,,  T2, 
T:,  des  efforts  sur  les  elements  perpendiculaires  aux  axes  doivent 
etre  nulles  :  les  projections  Tr,  Tr,  Tz  de  Teflon,  rapporte  a 
I'unite  de  surface,  s'exereant  sur  la  face  negative  d'un  element 
quelconque  d/r,  sont  alors 

T,  =  \,7,       T,  =3  Nj T5=  NaV. 

Get  effort  devanl  etre  normal  a  l'element  drx,  on  doit  avoir 

Tr  _  T,  _  T. 

ce  qui  exige 

En  outre,  Feflort  devant  toujour*  etre  une  pression,  les  projec- 
tions Tr,  I1,.  T~  doivent  etre  de  memes  signes  que  a,  jS,  y;  la 

(')  Pkaiison,  The  Elaslical  Jiesearches  of  liar  re  de  Saint- Venant.  p.  253.— 
('■rekniiili.,  Treatise  on  Hydrostatics,  1894,  p.  <>-;. 
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valeur  commune  de  N|,  N2,  N3  esl  done  une  quantite  positive  /?, 
que  Ton  appelle  pression  an  point  M  . 

Gette  quantite  p  est  une  fonction  uniforme  des  coordonnees  oc , 

z  du  point  M.  Sur  tout  element  dor  passant  par  M  s'exerce  un 
effort  qui  est  une  pression  normale  pdv. 

D'apres  cela,  dans  un  fluide  en  equilibre,  la  quadrique  direc- 
trice  et  l'ellipsoide  des  efforts  sont,  en  chaque  point,  des  spheres: 
toutes  les  directions,  autour  de  chaque  point,  sont  principales. 

Si  l'on  prend  com  me  unite  de  force  le  kilogramme-force  et 
comme  unite  de  longueur  le  metre,  p  est  la  pression  rapportee  au 
metre  carre  evaluee  en  kilogrammes  :  on  peut  dire  aussique,  dans 
ce  systeme,  la  valeur  numerique  de  p  est  la  hauteur  en  millimetres 
d'une  colonne  d'eau  ayant  pour  base  im''  et  pour  poids  p  kilo- 
grammes; cela  tient  a  ce  qu'une  colonne  d'eau  d'une  hauteur  de 
imm,  ayant  pour  base  ircfI,  pese  ikg. 

624.  Equations  d'equilibre  d'un  fluide.  —  Soient  comme  dans 
le  Ghapitre  precedent  X,  Y,  Z  les  projections  des  forces,  rap- 
portees  a  1' unite  de  masse,  agissant  sur  les  elements  de  volume  du 
fluide;  p  la  densite  du  fluide  :  les  equations  generales  du  n°  616, 
dans  lesquelles  on  fait 

T,=  T,=  T3=o,       N,=  N2=  N3  =  />,       J  =  o 

deviennent 

W  £  =         |-?v,     £  =  ?z. 

Telles  sont  les  equations  d'equilibre  des  fluides.  Dans  ces  equa- 
tions X,  \  ,  Z,  p  et  p  sont  des  fonctions  uniformes  et  finies  de  xr 
)•,  z  dans  toute  l'etendue  du  fluide  en  equilibre.  La  fonction  p  est 
assujettie  a  etre  continue  en  tous  les  points  du  fluide,  puisque  ses 
derivees  partielles  sont  finies,  d'apres  les  equations  (i);  en  outre, 
cette  fonction  doit  rester  positive  ou  nulle  dans  le  fluide.  La 
densite  p  est  egalement  positive,  mais  peut  etre  discontinue. 

Les  equations  d'equilibre  (i)  s'appliquent  a  tous  les  fluides, 
quelque  visqueux  qu'ils  soient  :  e'est  seulement  en  Hydrodyna- 
mique  que  la  viscosite  modifie  les  phenomenes. 

Equation  unique  d' equilibre.  Interpretation  geometrique- 
—  Soient  M  un  point  (.r,  j',  z)  de  la  masse  fluide  et 
M'(-p  -H  d.r,  y  -+-  dy,  z  -+-  dz) 
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un  point  quelconque  infiniment  voisin.  Ajoulons  les  equations  (i) 
apres  les  avoir  multipliers  respectivement  par  dx,  dy,  dz  \  nous 
auroras,  en  d^sigant  par  dp  la  diflferentielle  totale  de  p, 

(•i)  dp  =p(Xrfj+  Y  dy  +  'Ldz), 

Gette  equation  ayant  lieu,  quels  que  soient  dx,  dy,  dz,  resume 
les  trois  Equations  (i).  Elle  a  une  signification  simple.  Soit  F  la 
force,  rapportee  a  Tunile  de  masse,  agissant  en  M,  Tequation  (2) 
signifie  que  la  difference,  dp,  des  pressions  aux  points  infiniment 
voisins  M  et  M;,  esl  egale  au  produit  de  la  densitd  p  au  point  M 
par  la  quantite* 

F.j^cosF\M\i\ 

analogue  a  un  Iravail.  On  peut  dire  aussi  que  la  derivee  de  la 
pression  dans  une  direction  donnee  MM',  j^p>  est  egale  a  la  den- 
site  en  M  multipliee  par  la  projection  de  la  force  F  sur  MM' 

(3)  Jfg-  =c  pFcosfjVIAr: 

Gette  equation  donne  la  condition  d'equilibre  independamment 
de  tout  systeme  de  coordonne'es.  On  en  deduit  les  Equations 
d'equilibre  des  flu  ides  dans  un  sjsteme  quelconque  de  coor- 
donnees  :  il  suffil,  pour  cela,  de  traduire  la  condition  (3)  dans  le 
Systeme  adople. 

Cas  d'une  fonction  de  forces.  —  Dans  le  cas  particulier  ou  les 
forces  X,  Y,Z  derivent  d'une  fonction  U  (x,  y,  z),  on  a 

Xd*-h  \dj  -hZdz  =  d\J, 

<'t  liquation  d'equilibre  s'ecrit 

dp  =  pdV. 

La  variation  infiniment  petite  de  la  pression,  quand  on  passe  de 
M  en  M',  est  egale  a  la  densite  multipliee  par  la  variation  infini- 
ment petite  de  la  fonction  de  forces. 

Application  du  principe  du  travail  virtuel.  —  Lagrange  a 
monlie,  dans  la  Mecanique  analytique,  que  le  principe  du  iravail  virtuel 
permet  d'etablir  les  equations  de  I'llydrostalique.  Nous  renvcrrons  pour 
la  discussion  de  cctte  demonstration  u  un  Memoire  de  M.Duhcm  (Annates 
dc  la  Faculte  des  Sciences  de  Toulouse.  1.  IV). 
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626.  Lois  de  forces  capables  de  tenir  un  liuide  en  equilibre.  — 
Lorsqu'un  fluide  est  en  equilibre,  les  quantites  />,  p,  X,  Y,  Z  sont 
determiners  en  ehaque  point  du  fluide;  ce  sont  done  des  fonctions 
uniformes  de  x,  y,  z;  mais  il  est  important  de  remarquer  que 
I* equilibre  ii'est  possible  que  si  les  forces  X,  Y,  Z  remplissent 
une  condition  particuliere.  En  eflet,  I'equation  (2)  exprime  que 
l'expression  difterentielle 

(4)  X  dx  +  Y  df  -r  L  dz 

devient  une  diflerentielle  totale  dp,  quand  on  la  multiplie  par  ia 
fonction  p  de  x,  y,  z.  En  d'a>ulres  termes,  la  densite  p  est  un  fac- 
teur  integrant  de  l'expression  (4).  Or,  pour  qu'une  expression, 
telle  que  (4),  admette  un  facteur  integrant,  e'est-a-dire  puisse 
etre  identifiee  avec  une  expression  de  la  forme  tydy,  ou  <l  et<p  sont 
fonction  de  x,  y,  3,  il  faut  et  il  suffit  (n°  542)  que  l'on  ail 

Les  forces  (X,  Y,  Z)  appliquees  au  fluide  doivent  done  reinplir 
cette  condition  pour  que  l'equilibre  soil  possible. 

En  employant  la  terminologie  de"finie  dans  le  premier  Chapilre 
de  ce  Volume  (n°  541),  on  voit  que  l'equilibre  d'un  fluide  n'est 
possible  que  si  le  tourbillon  de  la  force  X,  Y,  Z  est  nul  ou  est 
perpendiculaire  a  la  force  en  ehaque  point  du  fluide. 

l^a  condition  (5)  est  remplie  en  particulier  quand  le  tourbillon 
de  la  force  est  nul,  e'est-a-dire  quand  la  force  X,  Y,  Z  derive 
d'une  fonction  de  forces  U,  car,  dans  ce  cas,  les  di (Terences  telles 

que  —  —  ^r,••'  sont  riulles  identiquement.  C'est  ce  qui  a  lieu 

le  plus  frequemment. 

Dans  le  cas  le  plus  simple  qui  puisse  se  presenter,  les  quantity's 
X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  uniformes  donnees  de  x,  y,  zt  inde"- 
pendantes  dans  leur  forme  de  la  disposition  qu'aflecte  la  masse 
fluide;  c'est  ce  qui  arrive  lorsqu'on  envisage  un  fluide  soumis  uni- 
quement  a  Taction  de  forces  exterieures,  telles  que  la  pesanteur 
ou  l'atlraction  de  corps  fixes;  pour  que  l'equilibre  soit  possible, 
il  faut  que  cos  fonctions  donnees  verifient  l'idenlile  (5). 

En  d'autres  ras,  les  quantity's  X,  Y.  Z  sont,  pour  ehaque  ar- 
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range  meat  de  la  masse  fluide,  des  fonctions  de  xyy,  z  \  mais  ces 
fonctions  changent  avec  l'arrangement  de  la  masse  :  c'est  ce  qui 
arrive,  par  exemple,  pour  un  fluide  dont  les  particules  s'attirent 
suivant  la  loi  de  Newton,  ce  fluide  pouvant  d'ailleurs  3tre  souinis 
a  d'autres  forces  exterieures;  il  est  bon  de  remarquer  que,  dans 
cet  exemple,  la  force  provenant  de  1 'attraction  newtonienne  du 
fluide  sur  un  point  de  masse  i,  pris  dans  son  intdrieur,  derive 
d'une  fonction  de  forces;  quel  que  soit  l'arrangement  du  fluide; 
seulement  cette  fonction  varie  avec  l'arrangement  du  fluide. 

627.  Equation  caracteristique  d'un  fluide.  —  Si  Ton  considere 
un  fluide  determine,  il  existe,  entre  la  densite  p,  la  pression  p  et 
la  temperature  t  d'un  element  de  volume  du  fluide,  une  relation 
caracteristique 

(6)  Hp,  p,  -)  =  o. 

Par  exemple,  pour  un  gaz  parfait,  suivant  les  lois  de  Mariotte  et 
de  Gay-Lussac,  on  a 

p 

— — -  =  const., 

p(i-hax) 

a  ddsignant  le  coefficient  de  dilatation  du  gaz,  egal  a  quand  t 
est  e value  en  degres  centigrades. 

Pour  un  liquide,  la  relation  caracteristique  ne  contient  pas  p; 
on  sait,  en  eflet,  qu'un  liquide  est  sensiblement  incompressible; 
sa  densite"  ne  depend  done  pas  de  sa  pression,  mais  seulement  de 
sa  temperature,  et  l'on  a,  dans  des  limites  convenable  de  la  tem- 
perature, 


k  etant  le  coefficient  de  dilatation  d'un  liquide  par  la  chaleuretp,, 
la  densite  pour  t  =  o. 

L'etude  de  la  relation  caracteristique  d'un  corps  fait  l'objet  de 
la  Thermodynamique;  pour  l'emploi  de  cette  relation  dans  l'equi- 
libre  et  le  mouvement  des  fluides,  nous  renverrons  a  un  imporlanl 
article  de  Bjerknes  dans  le  Tome  IV  des  Ada  mathematica  et 
deux  Notes  de  M.  Pierre  Weiss,  Comptes  rendus,  t.  167,  p.  9 
ct  2p3. 
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628.  Surfaces  de  niveau.  —  Imaginons  une  masse  fluide  en 
equilibre  :  en  chaque  point  M  (a?,  y,  z)  de  cette  masse,  la  pression, 
la  densite,  la  temperature  ont  des  valeurs  delerminees;  done  pr  p 
et  t  sont  des  fonctions  uniformes  de  x,  y,  z. 

Les  surfaces  sur  lesquelles  la  pression  est  constante,  p  const., 
s'appellent  surfaces  de  niveau. 

Les  surfaces  p  =  const,  sont  les  surfaces  d'egale  densite. 

Les  surfaces    =  const,  sont  les  surfaces  isothermes. 

Comme  p,  p  et  z  sont  lies  par  la  relation  caracteristique  du 
fluide,  on  voit  que  si,  le  long  d'une  certaine  ligne,  deux  de  ces 
quantiies  restent  constantes,  la  troisieme  reste  egalement  con- 
stante. Ainsi,  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  p  =  const, 
et  t  —  const,  se  trouve  sur  une  surface  p  =  const. 

Les  equations  d'equilibre 

dp  dp       v  Op 

-<te=?X'        Ty=^<  Tz=??' 

mnntrent  qu'en  chaque  point  M  du  fluide  la  force  (X,  \ ,  Z)  est 
dirigee  normalement  a  celle  des  surfaces  de  niveau  passant  par 
ce  point,  du  cdte  oti  p  augmente  :  en  effet,  les  projections  X,  \, 
Z  de  cette  force  sont  egales  aux  derivees  partielles  de  la  fonction  p 
par  rapport  a  x,  y,  z,  divisees  par  le  facteur  positif  p. 

629.  Application  aux  fluides  pesants.  —  Imaginons  une  portion 
de  fluide  pesant  de  hauteur  quelconque,  mais  de  section  assez 
petite  pour  que  la  direction  de  la  verticale  ne  change  pas  sensi- 
blement  d'un  point  a  1 'autre  du  fluide. 

Alors,  en  prenant  un  axe  vertical  O;  dirige  vers  le  haut,  on  a, 
pour  les  projections  de  la  force  agissant  sur  l'unite  de  masse, 

\  =  o,       Y  =  o,       Z  =  —  g\ 

Si  la  hauteur  du  fluide  considere  est  faible,  on  peut  regarder g' 
comme  constant  dans  l'etendue  du  fluide  egal  a  sa  valeur  g  au 
point  O;  sinon  g  decroit  quand  z  augmente. 

L 'equation  d'equilibre  (2)  est 

(7)  dp-  —  pg'dz. 

On  en  conclut  que  p  est  fonction  de  z  seul.  En  eflet,  si  Ton  se 
dephice  dans  le  fluide  de  telle  facon  que  z  resle  constant,  dz  est  nul 
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et  liquation  montre  que  dp  est  nul  aussi,  c'est-a-dire  p  constant. 

La  pression  a  done  la  m£me  valeur  en  tous  les  points  d'un  plan 
horizontal  et  p  est  une  fonction  de  z  seul. 

P  =  ?(*)• 

Les  surfaces  de  niveau  sont  done  des  plans  horizonlaux. 
L'equation  (7)  donne. alors 

Ptf'= -?'(*). 

<p'  designant  la  derivee  de  <p.  Comme  g'  est  une  fonction  de  zy  p  est 
une  fonction  de  z  seul  :  les  surfaces  d'egale  densite  sont  done 
egalernent  des  plans  horizontaux ;  elles  se  confondent  ici  avec 
les  surfaces  de  niveau. 

Enfin,  la  relation  caracleristique  (6)  du  fluide  montre  que  x  est 
aussi  une  fonction  de  z  seul  :  les  surfaces  isothermes  sont  encore 
des  plans  horizontaux. 

Ces  considerations  s'appliquent,  en  particulier,  a  l'equilibre 
de  l'eau  et  de  1'air  sous  Taction  de  la  pesanteur.  On  en  conclut 
qu'une  colonne  d'air  atmospherique  ne  peut  etre  en  equilibre  que 
si  la  temperature  et  la  densite  sont  constantes  dans  chaque  plan 
horizontal. 

Difference  de  pression  en  deux  points.  —  Soient  M0  et  M 
deux  points  d'altitudes  z0  et  z  (z0<C  z),  p0  et  p  les  pressions  en 
ces  points.  En  integrant  l'equation  (7),  on  a 

Po~  P  =  I  pg'dz. 

La  difference  des  pressions  aux  deux  points  est  egale  au 
poids  d'un  cylindre  vertical  du  fluide,  ay  ant  pour  section 
droite  V unite  de  surface  et  limite  aux  plans  horizontaux  pas- 
sant par  les  deux  points.  En  efTet,  si,  dans  ce  cylindre,  on  mene 
deux  sections  droites  infiniment  voisines  a  des  hauteurs  z  et  z  +  dz , 
le  volume  de  la  tranche  ainsi  decoupee  dans  le  cylindre  est  dz,  sa 
masse  est  odz  et  son  poids  pg'dz;  le  poids  total  du  cylindre  est 

done  bien  pg'dz. 

Fluides  pesants,  de  densites  differentes,  superposes.  — 
Soient  deux  liquides  pesants,  en  equilibre,  superposes,  ou  un 
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gaz  superpose  a  un  liquide.  Gherchons  la  surface  de  separation. 

Le  long  de  cette  surface,  la  pression  doit  etre  la  me  me  dans 
les  deux  Jluides,  pour  que  chaque  element  de  la  surface  de  sepa- 
ration subisse  des  pressions  e'gales  sur  ses  deux  faces.  Or,  dans 
Tun  des  fluides,  on  a 

dp  =  —  p  g'  dz 

et  dans  1'autre,  en  appelant  px  la  pression  et  ko,  la  densite, 

dpi  —  —  pig'  dz. 

Pour  un  deplacement  quelconque  eftectue*  le  long  de  la  surface 
de  separation,  on  a 

dp  —  dpi  =  o, 

puisque  /;=/>.  sur  celte  surface.  On  a  done,  le  long  de  cette  sur- 
face, 

— ?.).&' dz  =  o, 

e'est-a-dire 

dz  —  o,      z  =  const. 

La  surface  de  separation  est  done  un  plan  horizontal. 
G'est  ce  qui  se  presente,  par  exemple,  pour  la  surface  libre  de 
l'eau  en  contact  avec  l'air  au  repos. 

630.  Formule  barome^trique, —  Les  equations  precedentes  permeltent 
d'etablir  la  formule  de  Laplace  (Mecanique  celeste,  2e  Partie,  Livre  X, 
Chap.  IV)  pour  la  mcsure  des  altitudes  a  I'aide  du  barometre.  Si,  en  un 
lieu  determine,  on  considere  l'atmosphere  coinme  un  fluide  pesant  en 
equilibre,  les  quantiles  p,  p,  x  sont  des  fonctions  de  i'altitude  z.  En  trai- 
tont  Fair  comme  un  gaz  parfait,  on  a,  cntre  ces  quantiles,  la  relation 

P  = 
p(H-ax)  A-* 

ou  k  est  une  conslante.  Appelons  g  I'intensite  de  la  pesanleur  au  niveau 
de  la  mer  au  lieu  considere  et  comptons  les  altitudes  a  parlir  de  ce  niveau. 
Soit  g'  I'intensite  de  la  pesanteur  a  I'altitude  z  :  si  Ton  designe  par  R  le 
rayon  terrestre,  les  points  de  hauteur  o  et  z  sont  a  des  distances  du  centre 
de  la  Terre  egales  R  et  R  ■+-  z ;  les  intensiles  de  la  pesanteur  en  ces  deux 
points  sont  sensiblement  en  raison  inverse  des  carres  des  distances  au 
centre  :  done 

L  -  R* 

L  equation  d'equilibre 

dp  =  —  a  g'  dz 
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est  alors,  en  y  remplacant  p  et  g'  par  les  valeurs  tirees  des  equations  pre- 
cedentes, 

dp  kgR*  dz 


(8) 


p    '  I  -h  OtT  (  U       Z  )* 


Dans  cetse  equation  t  est  une  fonction  ineonnue  de  z  :  d'apres  Laplace, 
on  donne  a  x  une  valeur  constante  egale  a  la  moyenne  j  ("i-+-Tjj  des 
temperatures  aux  deux  stations  dont  on  veut  mcsurer  la  difference  d'alti- 
tude.  La  valeur  du  coefficient  de  dilatation  a  est  un  peu  augmentee  par  la 
presence  de  la  vapeur  d'eau;  Laplace  prend  a  =  0,004  de  sorte  que 

1000 

Ceci  pose,  appelons  Z\  et  z2  les  altitudes  des  deux  stations  inferieure  el 
superieure,  pi  et  p2  les  valeurs  de  la  pression  atmospherique  p  aux  deux 
stations;  i'equation  (8)  donne,  en  integrant  de  zx  a  s2, 


d'ou,  en  reduisant  au  meme  denominateur  et  en  resolvant  par  rapport  a  la 
difference  d'altitude 

Z  =  z2  —  Z|, 

Dans  cette  formule,  g  designe  l'intensite  de  la  pesanteur  au  niveau  de 
la  nier  a  la  latitude  L  du  lieu  de  l'observation  ;  en  appelant  g^  l'intensite 
de  la  pesanteur  au  niveau  de  la  mer  a  la  latitude  de  45°,  on  a 

S  —  ^*4s(i  —  0,00265  C0S2  L ), 

d'ou,  en  prenant  les  inverses  et  negligeant  le  carre  du  terme  en  cos  2  L 
qui  est  ties  petit, 

-  =  —  ( I  -I-  0,002  65  cos  2  L ). 

Voyons  comment  on  pourra  praliquement  calculer  le  terme  Log  —  * 

Pi 

Appelons  h\  et  ht  les  hauteurs  barometriques  lues  aux  deux  stations,  Ti 
et  Tj  les  temperatures  des  deux  barometres  :  ces  temperatures  ne  sont 
pas  toujours  exactement  celles  de  l'air  ambiant;  on  fait  usage,  pour  les 
determiner,  d'un  thermometre  enchasse  dans  la  monture  meme  du  baro- 
melre.  Soit  h't  la  hauteur  qu'aurait  le  barometre  a  la  station  superieure, 
si  sa  temperature  etait  T,  comme  a  la  station  inferieure;  la  dilatation  du 
mercure  est  0,00018002  pour  un  degre  centigrade  et  celle  du  laiton  de 
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I'echelle  barometrique  0,00001878;  Ja  difference  de  ces  deux  dilatations 


est  jyqq  et  Ton  a 


*i-*("<-T=?) 


Mais  il  faut,  de  plus,  tenir  compte  de  la  difference  des  intensites  de  la 
pesanteur  aux  deux  stations  zx  et  Soient  gx  et  g2  ces  intensites,  pt  la 
densite  du  inercure  a  Tt  degres.  Les  pressions  py  et  pt  etant  respective- 
ment  egales  aux  poids  de  deux  colonnes  de  mercure  a  la  temperature  T,, 
ayant  pour  base  1  et  pour  hauteurs  hi  et  A's,  on  a 

El  _  !tL  £l  —  -L  ^tH"  R  ' 
Log^  =  Log^  +  2Log(n-l2)  -2Log(,+  : 


Com  me  §  et       sont  ties  petils,  on  peut,  en  negligeant  les  carres  de 
R  K 

ces  quantites,  remplacer  les  logarithmes  neperiensde  1  -+-  ^  et  1  -t-  ~  par 

—  e t  — ;  on  a  done 
K  R 

En  appelant  M  =  0,4342945  le  module  des  logarithmes  vulgaires,  on  a 
-      h\        1  .  h\ 

Log -77-  =  -r    Ogyf  • 

6  A'2        M      °  /to 

La  formule  (9)  peut  done  s'ecrire 

(,0)    Z  "  ^^(' +         + o, oo-265  cos  2L)  ^1-+-  f!^"iH-il±^^ 

x^(rogj^  +  2jiJ 

Dans  cette  formule,  le  facteur  a  pour  valeur  numerique  18  JSC", 

et  le  rayon  R,  6366  1981". 

On  pourra  calculer  Z  par  approximations  successives,  en  remplacani, 

d'abord,  dans  le  deuxiemc  membre,  77  par  o,  puis  remettant,  dans  le 

R 

deuxieme  membre,  pour  Z,  la  premiere  approximation. 

On  trouvera,  dans  VAnnuaire  duBureau  des  Longitudes  pour  1890 
p.  184,  et  dans  les  Annuaires  des  annees  suivantes,  des  Tables  pour  Tap- 
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plication  de  la  formule  de  Laplace,  dressees  par  M.  Mathieu.  Dans  ces 
Tables,  la  formule  (  10)  est  ecrile  d'une  facon  un  peu  differenle  qu'on 
peut  oblenir  comme  il  suit  : 

On  peut  remplacer  d'abord  le  produit       -4-  — -h  ~  -+•  par 
-+-  -jjp^  ^'  •+■  ^>  en  negligeant  des  ternies  de  I'ordre  de  — ;  puis  le 
produit  ( i  +  o, 00*2  65  cos 2 L )  ^  i  -+-        par  ^1  +  0,00263  COS2L -4- ~ 


negligeant  le  produit  de  ^  par  le  terme  en  cos 2  L.  Nous  aurons  alors,  en 

ecrivant  la  formule  (  10)  apres  ces  changements  et  tenant  compte  separe- 
ment  des  deux  tcrmes  du  dernier  facteur, 

Z  =  i8336m  log^-(i  -b  at)  ^1  -ho, 00265  cos 2 L  -+-  ^  ^1  -4- 

-h  1 5  926™  ^  ( 1  4-  ax )  

En  negligeant,  dans  la  deuxieme  ligne,  les  lermes  contenant  ~  011  le 

produit  de  ^  par  ax  on  par  o;oo265  cos2  L,  on  voit  qu'elle  se  reduit  au 
Z 

tcrme  15926  — •  Faisant  passer  ce  terme  dans  le  premier  membre,  on  a  la 
K 

valeur  de  ;  pour  resoudre  par  rapport  a  Z,  il  faut  diviser  le 

deuxieme  inembrc  par  1  —  ou  le  multiplier  par  l  inverse  de  ce 

.  .  15926 

nombrc  qui  est  approximahvex^ent  1  -t-  — ^ — • 

Finalement,  on  peut  ecrire,  en  faisant  encore  une  fois  l'approximation 
qui  consiste  a  remplacer  (i  +  e)(i  +  £')  par  1  -+-  s  ■+■  e', 

h 2  L  1 000  J 

X  (  1  -h  0,00265  COS2  L  -+-  Z      '  '*        )  (n  —  \  , 

qui  est  la  formule  pour  laquelle  sont  construites  les  Tables  de  YA  nnuaire. 

Cette  formule,  ctant  basee  sur  l'hypotliese  d'un  equilibre  statique  de 
I'atmosphere.  ne  peut  servir  que  quand  1'air  est  calme;  ('approximation 
sur  une  difference  d'aliitude  peut  alors  etre  estimee  a  une  dizaine  de 
metres;  mais,  dans  les  temps  de  bourrasques,  les  erreurs  peuvent  atteintlre 
des  valeurs  invraisemblables. 


631.  Cas  ou  les  forces  derivent  d'une  fonction  de  forces.  — 
Dans  Implication  que  nous  venons  de  faire  a  la  pesanteur,  la 
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force  rapportee  a  1' unite"  de  masse  derive  d'une  fonction  deforces. 
Supposons,  d'une  maniere  generale,  que  cette  circonstance  se 
presente  et  appelons  U  y,  z)  la  fonction  de  forces.  Liquation 
d'equilibre  est  alors 

dp  —  p  dU. 

Cette  equation  montre  d'abord  que  p  est  fonction  de  U  seule- 
ment;  en  eflet,  si  l'on  se  deplace  dans  le  fluide  de  telle  facon  que 
U  reste  constant,  d\J  est  nul,  done  dp  est  nul  et p  reste  constant. 
Ainsi 

P  =  ?(U). 

Les  surfaces  d'egale  pression  ou  surfaces  de  niveau  se  con- 
fondent  done  avec  les  surfaces  U—  const. 

Remplacons  p  par  cetre  expression  dans  l'equation  d'equilibre 
et  designons  par  cp'  la  dCrivee  de  ©;  nous  aurons 

p  =  e'(U). 

Les  surfaces  d'egale  densite  se  confondent  done  avec  les  sur- 
faces de  niveau. 

Enfin,  liquation  caracte*ristique  entre  p,  p  et  t  montre  que  Test 
^galement  une  fonction  de  U,  e'est-a-dire  que  les  surfaces  d'egale 
temperature  coincident  aussi  avec  les  surfaces  de  niveau. 

632.  Application.  £quilibre  relatif  d'un  liquids  pes  ant  amine 
d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  vertical 
fixe.  —  Imaginons  un  liquide  pesant  de  densite  p  anime  d'un 
mouvement  de  rotation  uniforme,  de  vitesse  angulaire  to,  autour 
d'un  axe  vertical  fixe  ascendant  Oz.  Gherchons  si  ce  liquide  peut 
prendre  un  etat  d'equilibre  relatif  par  rapport  a  des  axes  rectan- 
gulaires  Ox,  Oy,  Oz  tournant  autour  de  O;  avec  cette  meme 
vitesse. 

Pour  cela,  on  peut  regarder  les  axes  mobiles  comine  fixes,  a 
condition  d'ajouter  a  la  pesanteur  la  force  centrifuge  (yoyez 
Chap.  XXII).  Soil  dm  un  element  de  masse  de  coordonnees  re- 
latives x,  y,  z  :  le  poids  de  cet  element  a  pour  projections  sur  les 
axes  Oxy  Oy,  Oz  les  quantiles  o,  o,  — gdm)  la  force  centrifuge 
est  dirigee  suivant  la  perpendiculaire  abaissee  de  l'element  consi- 
dere  sur  l'axe  O:,  elle  tend  a  eloigner  l'element  de  l'axe  et  elle  a 
A.  —  III  ii 
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pour  intensity  u-rdm,  r  etant  la  distance  de  Tenement  a  Taxe  ; 
par  suite,  la  force  centrifuge  a  pour  projections  wl xdm,u)2 ydm 
et  o.  La  resultanle  des  forces  qu'il  faut  appliquer  a  l'el£ment  dm  a 
done  pour  projections  w2 x  dm ,  bi-ydm,  —  g  dm,  et  la  force  X, 
Y,  Z  rapporte'e  a  Funile  de  masse  est 

X  =3  o^ar,       Y  =  to*;-,       7.  =  —  g. 

L'equation  d'equiiibre  est  alors 

dp  =  p  [to5  ( x  dx  ■+-  y  dy)  —  #  dz  ] . 

Actuellement,  la  force  X,  Y,  Z  derive  d'une  fonction  de  forces 
uniforme 

et  Ton  peut  ecrirc 

dp  =  p  rfU  ; 

on  pourra  done  appliquera  cet  exeinple  toutes  les  conclusions  du 
numero  precedent. 

Les  surfaces  de  niveau  sonl 

U  =  const. ; 

ce  sont  des  paraboloi'des  de  revolution  autour  de  Oz  tous  egaux. 
la  parabole  meridienne  ajant  pour  parametre 

La  surface  libre  du  liquide  supposee  en  contactavec  l  air  immo- 
bile est  une  surface  de  niveau,  car,  sur  cette  surface,  la  pression 
est  conslante  et  egale  a  la  pression  atmospberique  pa-  La  conslanie 
arbitraire  figurant  dans  l'equation  de  la  surface  libre  sc  determine 
par  cette  condition  que  la  masse  liquide  limitee  par  les  parois  du 
vase  et  la  surface  libre  a  une  grandeur  donnee. 

Si  le  liquide  est  a  une  temperature  constante,  p  est  constant: 
alors,  en  integrant,  on  a 

P  =  P  +       -  A'*  -I  <?J, 

Ou  c  est  une  conslanie,  et  la  surface  libre  a  pour  equation 
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ou  c'  est  une  autre  constante  determinee  comme  nous  l'avons  dit. 
On  obtient  ensuite  c  en  ecrivant  que,  sur  la  surface  libre,/?  =  pa9 
ce  qui  donne 

p,t  =  0  (C   +-  C  ). 

Erercice.  ---  Supposons  que  le  vase  soil  on  cyiindre  de  revolution  au- 
tour  de  Oz  de  rayon  R  et  que,  le  vase  etant  au  repos,  le  liquide  suppose 
homogene  s'y  elevea  la  hauteur  h.  On  fait  tournerle  vase  avec  la  vitesse 
demontrer  que,  si  1'originc  O  est  an  fond  du  vase,  la  surface  libre  a  pour 
equation 

R? 

tO*(.l*  -hf*)     -  2^^  =  0JS~  2gh, 

taut  que 

Si  ui!  >  •      j  le  fond  se  decouvre  et  la  surface  libre  a  pour  equation* 

c>2 (X*  -•-  y r* )  —  i g z  =  co  R  (hi  R  -  2  /gk) . 

Tant  que  le  fond  ne  se  decouvre  pas,  la  section  de  la  surface  libre  par 
le  niveau  primitif  z  —  h  est  une  circonference  de  rayon  \x  R  independant 
de  o. 

On  a  conslruit,  pour  mesurer  les  vitesses  angulaires,  un  appareil  fonde 
sur  la  theorie  exposee  dans  ce  numero  (voir  Grkkniull,  A  Treatise  on 
Hydrostatics,  p.  44**?  1894). 

(VAX.  Fluides  superposes.  —  Solent  deux  flu  ides  superposes  : 
appelons  p  la  pression,  p  la  densite  dans  le  premier  fluids  el  F  la 
force,  de  project  ions  X,  Y,  Z,  agissant  encliaque  point  du  lluide, 
rapporlce  a  1'unite  d<>  masse;  soient  /?,,  p,,  F,  les  quantites  ana- 
logues pour  le  deuxirme  fluide. 

Les  deux  fluides  ciaul  en  equilibre,  on  a,  dans  le  premier, 

dp  —  p  (  \  dr  -H  Y  dy  4-  Z  dz  )  =  Fp  ds  cos  F,  */s, 

ci ,  dans  le  deuxieme. 

dpx  =  p  1 1  X 1  <Yr  -+-  Y,  c/^  ~  Z,  dz)  ~  Fj  pi  afr  cos  Ft,  <t/j. 


Le  long  de  la  surface  de  separation  S,  la  difference  p  —  p%  esr 
nulle,  car  chaquc  clement  de  cette  surface  doit  subir  la  mem« 
pression  sur  ses  deux  faces,  pour  que  Tcquilibre  subsiste.  On  a 
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done,  pour  un  emplacement  quelconque  ds  effectue  sur  la  sur- 
face de  separation,  dp  =  dpt,  cest-d-dire 
(S)  f(\dx  +  Xdy  +  Zdz)  =  pt(X,  dx  -4-  \\  dy  -+-  Z,  dz), 

ou  encore 

(S)  Fp  cosF^ds  =  F,p,  cos Ft,  rff. 

C'est  la  liquation  differentielle  de  la  surface  de  separation. 

Qns  particuliers.  —  i°  Les  forces  F  et  Ft  appliquees  aux 
deux  fluides  derivent  de  fonctions  de  forces  U  et  U,;  liqua- 
tion differentielle  de  la  surface  de  separation  est  alors 
(S)  prfU -p,rfU,  =  o. 

2°  La  fonction  de  forces  est  la  meme  pour  les  deux  fluides. 
Alors  U,  est  identique  a  U;  l'equation  (S)  devient 

(p  —  pi)dV  =  o. 

Comme  p  —  pt  est  different  de  zero,  on  a,  le  long  de  la  surface 
de  separation, 

dV  =  o,       U  =  const. ; 

la  surface  S  est  une  surface  de  niveau.  C'est  la  generalisation  de 
ce  qui  a  lieu  pour  deux  fluides  pesants  superposes  (n°  629). 

3°  Les  deux  fluides  superposes  sont  des  liquides  a  tempera- 
ture constante.  Alors  p  et  p,  sont  constants ;  le  long  de  la  surface 
de  separation,  on  a 

p  d\]  —  pi  rfUj  =  o,       p  U  —  pi  U|  =  const., 
ce  qui  donne  l'equation  de  la  surface  S  sous  forme  finie. 

634.  Principe  d'Arehim&de.  —  Imaginons  un  fluide  en  equilibre 
sous  Taction  d'un  certain  sysieme  de  forces;  soit,  comme  plus 
haut,  F  la  force  qui  agit  sur  le  fluide  en  un  point  quelconque  M, 
rapportee  a  Tunite*  de  masse. 

Supposons  qu'un  corps  solide  soit  plong£  dans  ce  fluide  et 
mainlenu  immobile.  Sur  chaque  element  superficiel  ds  du  corps, 
le  fluide  exerce  une  pression  normale  pd<z.  L'ensemble  de  ces 
pressions  constitue  un  sysieme  de  forces  appliquees  aun  corps  so- 
lide; elles  peuvent  done  elrereduites  a  une  resultante  generate  OR 
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appliquee  en  un  point  O  pris  a  volonte  eta  un  couple  dont  l'axe  OG 
est  le  moment  resultant  de  toules  les  pressions  pd<r  par  rapport 
au  point  O.  Le  principe  d'Archimede  permet  d'evaluer  la  resul- 
tante  OR  et  le  couple  OG  d'une  inaniere  simple. 

Enlevons  le  corps  solide  et,  sans  toucher  au  fluide  exterieur  au 
corps,  remplacons  le  corps  par  du  fluide  de  m^me  nature  soumis 
a  la  mdme  loi  de  forces  F  et  dispose  de  facon  que  le  systeme  entierr 
constitue  par  le  fluide  primitif  et  celui  quia  remplace'  le  corps, 
reste  en  equilibre  sous  Taction  des  forces  considerees.  Prenons, 
en  particulier,  l'ensemble  des  forGes  F  p  dx  agissant  sur  les  ele- 
ments de  volume  du  fluide  qui  remplace  le  corps;  soient  OR' 
et  OG'  la  resultante  gene>a]e  et  le  moment  resultant  de  ces  forces 
par  rapport  au  meme  point  O.  On  a  alors  le  theoreme  suivant  : 

La  resultante  OR  est  egale  et  opposee  a  OR',  le  moment  OG 
egal  et  oppose  a  OG'. 

En  effet,  les  forces  exterieures  appliquees  au  fluide  qui  rem- 
place le  corps  solide  sont  : 

i°  Les  pressions  pd<r  s'exercant  sur  la  surface  de  ce  fluide, 
pressions  identiques  a  celles  qui  s'exercaient  sur  la  surface  du 
corps  solide; 

2°  Les  forces  Fp  dx  agissant  sur  les  elements  de  volume  ds  de 
ce  fluide. 

Gomme  le  fluide  qui  remplace  le  corps  solide  est  en  equilibre, 
les  forces  exterieures  qui  lui  sont  appliquees  satisfont  aux  condi- 
tions d'equilibre  d'un  systeme  de  forces  appliquees  a  un  corps  so- 
lide. L'ensemble  des  pressions  pd<j  et  des  forces  Fpdx  est  done 
equivalent  a  zero  ;  ou,  ce  qui  revient  au  meme,  la  resultante  ge- 
nerate OR  et  le  moment  resultant  OG  des  forces  p  dv  par  rapport 
a  un  point  O  sont  £gaux  et  opposes  a  la  resultante  gdnerale  OR' 
et  au  moment  resultant  OG'  des  forces  Fp  d-z  par  rapport  au  meme 
point. 

Le  theoreme  est  done  demontre. 

Exemple  :  Corps  immerge  dans  un  fluide  pesant.  —  lmagi- 
nons  un  corps  maintenu  immobile  dans  un  fluide  pesant  en  equi- 
libre. L'ensemble  forme  :  i°  par  les  pressions  p  d<r  appliquees  aux 
elements  superficiels  de  ce  corps;  i°  par  les  poids  gpdx  des  ele- 
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ments  de  volume  du  fluide  pesant  qu'il  faudrait  suhsliluer  au 
corps  pour  mainienir  l'equilibre  du  fluide  environnant,  est  equi- 
valent a  zero. 

Comme  les  forces  vcrticales  g  a  ch  sonl  equivalentes  a  une  force 
unique  egale  au  poids  du  fluide  qu'il  faudrait  subslituerau  corps, 
on  voit  que  les  pressions  p  da  du  fluide  sur  le  corps  ont  une  re- 
sultante  unique  e'gale  et  opposed  au  poids  du  fluide  qu'il  faudrait 
substituer  au  corps  pour  maintenir  l'equilibre.  On  dit,  pour  abre- 
ger,  que  le  corps  subit,  de  la  part  du  fluide  pesant,  une  poussee 
verticale  egale  et  directemenl  opposee  au  poids  du  fluide  deplace. 

Ce  rEsultat  s'applique  a  un  corps  plonge  dans  l'air  immobile,  ou 
dans  Teau  immobile,  ou  partiellement  dans  l'air  el  pariiellement 
dans  1'eau. 

635.  Ensemble  des  pressions  d'un  fluide  sur  les  parois  d'un 
▼ase  ferme  qui  le  contient.  —  On  peut  etablir  un  theoreme  ana- 
logue au  precedent  pour  Pensemble  des  pressions  exercees  par  un 
fluide  en  equiiibre  sur  les  parois  d'un  vase  ferme  qui  le  contient. 

Sur  chaque  element  da  de  la  paroi  du  vase,  le  fluide  exerce  une 
pression  normale  pda\  sur  chaque  element  di  du  volume  du 
fluide  agit  une  force  exterieure  F  p  a\. 

U  ensemble  des  pressions  p  da  est  equivalent  d  V ensemble 
des  forces  Fpdx.  Si,  en  un  point  quelconque  O,  on  construit  la 
resuitante  generate  et  le  moment  resultant  des  pressions  p  <rV,  on 
obtient  les  mdmes  vecteurs  qu'en  construisant  la  resullanle  gene- 
rale  et  le  moment  resultant  des  forces  Fpcfr. 

En  eflet,  les  forces  exterieures  agissant  sur  le  fluide  sont  : 

i°  Les  reactions  des  parois  du  vase  sur  le  fluide,  reactions 
egales  et  opposees  aux  pressions  p  da  du  fluide  sur  le  vase; 
2°  Les  forces  Fp  d'z. 

L'ensemble  de  ces  forces  est  equivalent  a  zero,  puisque  le 
fluide  est  en  Equiiibre  :  l'ensemble  des  forces  p  da  est  done  Equi- 
valent a  l'ensemble  des  forces  Fpd-. 

Par  exemple,  si  un  fluide  souinis  uniquement  a  la  pesanteur  est 
conlenu  dans  un  vase  clos,  les  forces  Fp  appliquees  aux  ele- 
ments de  volume,  sont  les  poids  go  di  de  ces  elements;  les  pres- 
sions pda  sur  les  parois  du  vase  etant,  dans  leur  ensemble,  equiva- 
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lentes  aux  poids  godi  ont  line  resultanle  unique  cgale  au  poids 
total  du  fluide,  resultal  qu'on  peut  regarder  comme  Evident  a 
priori. 

II  -  EQUILIBRE  ISOTHERM E. 

636.  Equilibre  isotherme.  —  Nous  cxaminerons  en  detail  le 
cas  simple  ou  la  temperature  est  constante  dans  touie  IMlendue 
du  fluide  en  equilibre.  On  dit  alors  que  Fequiiibre  est  isotherm?. 

637.  Dans  Fequiiibre  isotherme,  les  forces  appliqu6es  a  l'unite 
de  masse  derivent  necessairement  d'une  fonction  de  forces  uni- 
forme  dans  l'etendue  du  fluide .  —  Si  la  temperature  t  eat  con- 
stante dans  toute  l'etendue  du  Huide,  la  relation  caracteristique 
devient  une  equation  entre  les  deux  seules  variables  p  et  p ;  nous 
supposerons  celle  relation  r^solue  par  rapport  a  p. 

Equation  caracteristique  : 

?  =  f(p)> 

La  fonction  / (p)  est  uni forme  et  essentiellement  positive.  Par 
exemple,  pour  un  gaz  parfait  a  temperature  constante, 

0  =  C/>, 

C  designant  une  constante  positive;  pour  un  liquide  incompres- 
sible, 

p  =  c, 

c  etant  une  constante  positive. 

Les  equations  d'e'quilibre  sont  returnees  dans  liquation  unique 

(11)  dp  =  p(Xrfa?  +  Y  dy ->r  Ldz), 

011  dx,dy,  dz  sont  arbitraires.  Comme  on  a 

P  =/(/>), 

on  peut  ecrire  celte  equation 

Xdx+-\dy  +  rLdz  =  df  4r~- 
J  J  f[P) 

Done  Xdx  Y  dy  -+-  'L  dz  est  la  diflfeVenlielle  totale  exacte  de 
la  fonction 

dp 


J  ap) 
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Cette  quantite  P  est  une  fonction  uniforme  de  la  pression  p\ 
mais,  comine  p  est  une  fonction  uniforme  de  x,  y>  z  dans  toute 
1'eHendue  du  fluide,  P  est  une  fonction  uniforme  de  x,  y,  z\  ce 
qui  demontre  le  theoreme. 

Inversement,  supposons  un  fluide,  a  temperature  constante,  sol- 
licite'  par  des  forces  telles  que  la  force  X,  Y,  Z,  rapportee  a  l'unile 
de  masse,  derive  d'une  fonction  de  forces  uniforme  U(xf  y}  z).  Le 
fluide  peut  alors  prendre  une  position  d'equiiibre  et,  dans  cette 
position,  la  pression  et  la  density  se  determinent  comme  il  suit  : 

L'equation  d'equiiibre  (n°  631)  s'ecrit 

dp  =  pd\J,      ^  =dv 
ou,  en  rempiacant  p  par  f(p)  el  integrant, 

dans  cette  Equation,  p  et  p0  d^signent  les  pressions  en  deux 
points  M  et  M0  du  fluide,  U  et  U0  les  valeurs  de  la  fonction  U  en 
ces  m£mes  points.  En  la  resolvant  par  rapport  a  /?,  on  voit  qu'elle 
determine  la  pression  en  chaque  point  M  du  fluide,  des  qu'on  la 
connait  en  un  point  particulier  M0.  On  a  ensuite  p  =  f{p)< 

Ce  sont  la  des  cas  particuliers  des  th^oremes  e'tablis  au  n°  631. 

Par  exemple,  dans  un  liquide  pesant  a  temperature  constanle, 
on  a,  en  prenant  un  axe  Oz  vertical  descendant,  et  supposant 
1'inlensite"  de  la  pesanleur  constante  dans  toute  l'epaisseur  du 
liquide, 

V  =  gz. 

L'equation  d'equiiibre,  ou  p  est  constant,  donne  alors 

dp        j         P  —  P* 

P  P 

si  l'on  appelle  s0  le  z  de  la  surface  libre  supposee  en  contact 
avec  l'air  au  repos,  la  pression  p0  sur  un  element  quelconque  de 
cette  surface  est  la  pression  atmospherique,  qui  est  connue.  La 
formule  determine  alors  la  pression  en  un  point  quelconque. 


Liquide  incompressible.  Principe  de  Pascal.  —  Dans  un 
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liquide  a  temperature  constante,  p  est  constant.  Inequation 

P 

donne  alors  imm^diatement 


P 

equation  qui  determine  la  pression  en  chaque  point,  des  que  l'on 
connait  sa  valeur  au  point  particulier  M0. 

Supposons  que,  par  un  procede  quelconque,  on  fasse  varier  la 
pression  au  point  particulier  M0,  en  lui  faisant  prendre  une  va- 
leur /70  -+-  8/?0 ;  un  nouvel  etat  d'equilibre  s'etablit  et,  en  un 
point  M  quelconque  du  liquide,  la  pression  prend  une  nouvelle 
valeur  p  8/?.  D'ailleurs,  les  quantites  p,  U,  U0  ne  varient  pas. 
La  nouvelle  equation  d'equilibre  est  done 

P     5/>  -/?o— V,>  , 
  _  U-L«, 

d'ou,  en  comparant  avec  la  precedente, 

lp  —  Bp0. 

Done,  dans  un  liquide  en  equilibre,  les  pressions  se  trans- 
mettent  integralement  dans  tous  les  sens.  Tel  est  le  principe  de 
Pascal;  une  application  importante  de  ce  principe  est  la  presse 
hydraulique. 

Gaz  par/ait  a  temperature  constante.  —  Pour  un  gaz  parfait, 
quand  t  est  constant,  on  a 

p  =  G/>; 


liquation  d'equilibre  devient 
d'ou  en  integrant, 


P 


Log^-  =C(U-U0); 


Transmission  des  pressions  dans  un  jluide  en  equilibre  iso- 
me.  —  Cherchons  ce  que  devient  le  principe  de  Pascal  pour 
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un  lluide  quelconque  en  equilibre  isotherme.  Rcprenons  liquation 
d'^quilibre 

jt'jfe-"-"- 


qui  determine  la  pression  p  dans  totite  la  masse,  des  qu'on  la 
oonnait  en  un  point  M0.  Supposons  que,  dans  un  deuxieme  £tat 
d'equilibre,  la  pression  au  point  M0  soit  p0  ■+■  opn  et  cherchons  la 
nouvelle  valeur  p  -{-op  que  prend  la  pression  en  un  point  quel- 
conque M  ;  I'equation  d'^quilibre  ( 1  3)  devient  alors 

On  en  conclut,  en  retranchant  ces  deux  equations  membre  a 
mem  b  re, 


r 


dp  rP*  +  ll'»  dp 
J(P)     Jf%  f(p) 


Gette  formule  determine  Ip  en  fonction  de  8/?0;  elle  donne  la 
generalisation  du  principe  de  Pascal. 

Dans  le  cas  particulier  ou  op0  est  infiniment  pelit,  op  Test  aussi ; 
cliacune  des  inlegrales  ci-dessus  ne  renferme  qu'un  element  el  la 
relation  devient 

op  o/»„ 


ou,  comme  p  ==  /"(/>), 


Ap)  /</>.) 
op  _  3/>0 

T  ~  To" 


Done  les  variations  infiniment  pc tiles  de  pression  se  trans- 
met  tent  en  chaque  point  proportionnellement  a  la  densite  en 
ce  point. 

638.  Cas  ou  les  forces  derivent  d'une  fonction  de  forces  non  uni- 
forms. —  Nous  avons  vu  plus  haul  que,  dans  I'equilibre  isotherme,  les 
forces  derivent  necessairement  d'une  fonction  de  forces  uni/orme  dans 
toute  la  masse.  Si  done  les  forces  derivent  d'une  fonction  de  forces  non 
uni/orme  dans  la  masse  Jluide,  I'equilibre  est  impossible. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  fonction  de  forces  soit 


U  =  arc  tang  —  • 
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Les  surfaces  de  niveau  U  —  const,  sont  des  plans  passant  par  Oz\  et  la 
valeur  U  en  un  point  M  est  Tangle  que  fait  le  plan  zOM  avec  le  plan  zOx. 

La  force  derivant  de  U,  qui  agirait  sur  un  point  de  masse  i  place  en  M, 
est  perpendiculaire  au  plan  zOM  et  dirigee,  par  rapport  a  ce  plan,  du  cole 
des  U  croissants,  c'est-a-dire  dans  le  sens  posilif  des  rotations  autour 
de  Oz;  elle  tendrait  done  a,  faire  tourner  ce  point  dans  le  sens  positif  des 
rotations  autour  de  Oz.  On  trouvera  dans  le  Chapitre  IV,  premier  Volume, 
une  figure  se  rapportant  a  cetle  question. 

Cela  pose,  imaginons  d'abord  un  liquide  de  densile  constante  p,  contenu 
dans  un  vase  clos  a  connexion  simple,  com  me  un  ellipsoide,  non  traverse 
par  Taxe  Oz. 

Dans  ce  vase,  chacune  des  determinations  de  li1  suivie  par  continuite, 
esl  uniforme,  car  le  point  x,  y,  z  ne  peut  pas  tourner  autour  de  Oz  sans 
traverser  les  parois  du  vase.  Le  liquide  prendra  done  un  etat  d'equilibrc, 
dans  lequel  la  pression  sera  determinee  par  la  foriuule 

LZiEl  —  arc  tang Z  _  arc  tang 
v     '  p  °  x  x* 

oil  p9  est  la  pression  au  point  particulier  M0(x0}  y0,  z0).  Cette  for  mule 
donne  pour  p  une  seule  valeur  au  point  M(x,  y,  z),  car  la  difference  des 
deux  arcs  tang  du  deuxieme  membre  est  !a  variation  que  subit  la  valeur 
de  arc  tang  -  suivie  par  continuity  dans  la  masse  liquide  du  poijnt  M0 
au  point  M;  cette  variation  est  Tangle  dont  tournerait  dans  le  sens  po- 
sitif autour  de  Oz  un  mobile  aliant  de  M0  en  M  dans  le  liquide. 

Le  fait  que  1'equilibre  s'etablit  est  d'ailleurs  evident  a  priori,  car  les 
parois  du  vase  empechent  le  liquide  de  tourner  autour  de  Oz  sous  Taction 
des  forces  supposees. 

Imaginons,  au  contraire,  que  le  vase  contenant  le  liquide  ait  la  forme 
d  un  tore  ayant  Oz  pour  axe  :  alors  la  fonclion  U  n'est  plus  uniforme  dans 
la  masse  fluide;  en  effet,  si,  partant  d'un  point  quelconque  M  de  cetle 
masse,  on  se  deplace  dans  le  fluide  en  faisant  un  tour  autour  de  Oz  et  re- 
venant  au  point  de  depart,  la  fonclion  des  forces,  suivie  par  continuite, 
possede,  au  commencement,  une  valeur  U  et,  a  la  An,  la  valeur  Udrair. 
L'cquilibre  est  done  impossible.  C'est  ce  qu'on  voil  a  priori,  car  la  force 
qui  agit  sur  chaque  molecule  lendant  a  faire  tourner  la  molecule  autour 
de  Oz  dans  le  sens  positif,  le  liquide  lout  entier  se  met  u  tourner  autour 
de  cet  axe. 

Pour  empecher  ce  mouvement,  on  pourrait  placer  dans  le  tore  une 
cloison  AB  coincidant  avec  le  plan  d'un  meridien ;  inuis  cette  cloison,  ad - 
jointe  au\  parois  du  tore,  determineiait  un  nouveau  vase  dans  lequel  U 
serait  uniforme:  on  ne  pourrait  plus,  sans  traverser  les  parois  du  vase, 
faire  dans  le  liquide  un  tour  autour  de  Oz.  Cetle  cloison  est  alors,  pour  la 
fnnction  U,  une  coupure  rendant  celte  fonclion  uniforme,  comme  les  cou- 
pures  employees  dans  la  theorie  des  fonctions.  L'equilibre  etant  etabli 
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dans  ces  conditions,  la  formule  ( i5)  montre  que,  sur  les  deux  faces  de  la 
cloison,  les  valeurs  de  la  pression  different  de  27cp. 

Des  circonstances  analogues  a  celles  que  nous  venons  d'indiquer  se  pr£- 
sentent  dans  I'equilibre  d'un  liquide  soumis  a  des  actions  e^ectromagne- 
tiques  {voyez  une  Note  de  M.  Lippmann,  Comptes  rendus,  3  novembre  1884). 
Nous  reviendrons  sur  ce  point  dans  la  Dynamique  des  fluides. 

639.  Surface  libre  des  mers  dans  l'hypo  these  d'un  noyau  ter- 
restre  spherique.  On  sait  que  la  surface  des  mers,  que  Ton  re- 
garde  com  me  la  surface  moyenne  de  la  Terre,  n'est  pas  spherique; 
elle  peul  etre  assimilee  a  11  n  ellipsoide  aplati  de  revolution  autour 
de  la  ligne  des  poles.  Essajons  de  nous  rendre  compte  de  ce  fait 
en  regardant  la  Terre  comme  formee  d'un  noyau  spherique  com- 
pose de  couches  concentriques  homogenes,  recouvert  d'une  couche 
d'eau;  nous  negligeons  d'ailleurs  I'attraction  newtonienne  des  mo- 
lecules d'eau  les  unes  sur  les  autres. 

Dans  ces  conditions,  1'allraction  de  ia  Terre  sur  une  molecule 
liquide  est  la  m^me  que  si  toute  Ja  masse  du  noyau  Etait  con- 
centric au  centre.  Soient  a  le  rayon  Equatorial  des  mers,  b  le 
rayon  polaire,  R  le  rayon  moyen  de  la  Terre  ; 

2 

Appelons  A  Tlntensiti  de  I'attraction  du  noyau  sur  1'unile  de 
masse  a  la  distance  R  du  centre;  a  la  distance  /•  du  centre,  elle 
est^-«  Si  nous  prenons  comme  origine  le  centre  de  la  Terre, 
comme  axe  Oz  l'axe  polaire  et  comme  axes  Ox  et  Oy  deux  axes 
lie's  a  la  Terre  dans  le  plan  de  Piquateur,  pour  etudier  I'equilibre 
relatif  des  mers,  il  suffira  d'ajouter,  a  I'attraction  du  noyau  qui 
agit  sur  chaque  molecule  liquide,  Ja  force  centrifuge  calculee 
comme  au  n°  632. 

L'attraction  du  noyau  sur  une  molecule  de  masse  1  derive  de  la 
fonction  des  forces        et  la  force  centrifuge  appliquee  a  la  meme 

molecule  de  la  fonction  ^(x-  +j2),oj  itant  la  vitesse  de  rotation 
de  la  Terre, 

La  resultanle  des  forces  rapportee  a  I'unite  de  masse  derive  done 
de  la  fonction 

it     AR*     to5/  .  . 
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Liquation  d'equilibre  est  alors 

dp  —  p  rfU,       o  =  pU  +  const. 

Les  surfaces  de  niveau  ont  pour  equation  U  =  const.  En  parli- 
culier,  la  surface  libre,  sur  iaquelle  la  pression  est  regarded  comme 
constante,  est  une  surface  de  niveau.  Liquation  de  cette  surface 
est  done 

 1  a?M-  Vs)  =  Gi 

r        2        '  ' 

G'est  une  surface  de  revolution  dont  la  meridienne,  dansle  plan 
y  =  o,  a  pour  equation 

AR*  w* 

(|6;  -4  C, 

ou  G  est  une  constante  que  Ton  peut  determiner  en  ecrivant  que 
le  rayon  polaire  (x  =  o)  a  une  longueur  donnee  b  ;  on  trouve  ainsi 

pour  C  la  valeur 

Comme  w  est  tres  petit,  la  courbe  meridienne  differe  pen  d'un 
cercle,  car,  si  w  etait  nul,  elle  se  reduirait  a  un  ccrcie;  on  s'assure 
sans  peine  que  sa  forme  se  rapproche  de  celle  d'une  ellipse  :  pour 
cela,  on  peut  resoudre  l'equation  par  rapport  a  z'1  et  developper  z- 
en  une  serie  procedant  suivant  les  puissances  croissantes  deto2; 
en  n^gligeanl  les  termes  en  to*,  on  obtient  l'equalion  d'une  ellipse. 
Conservons  l'equalion  sous  la  forme  ( 16),  ou  G  a  la  valeur  trouvee 
plus  haut,  el  cherchons  le  rayon  equatorial  «,  en  faisant  z  =  o, 
x  —  a;  nous  avons 

AR*      w2   s_  ARa 

a        a  b  ' 

d'ou,  en  transposant,  on  trouve  pour  1'aplatissement 

a  —  b      R  (os  a5  6 
a      =    / A  "UT" 

Gomme  les  rapports^  et  ^  des  rayons  equatoriaux  et  polaires 
au  rayon  moyen  de  la  Terre  sont  tres  voisins  de  i ,  on  peut  ^crire 
approxiinalivement 

a  —  b  _  R  to2  i 
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comme  il  resulte  de  ce  fait  deja  signale  dans  le  Chapitre  XX II, 

paragraphe  III,  que        est  sensiblement  egal  a 

Les  mesures  geodesiques  montrent  que  1'aplatissement  est  en- 
viron ~.  Les  hypotheses  simples  qui  precedent  sont  done  insuf- 
iisantes  pour  rendre  compte  de  la  forme  de  la  Terre;  en  realite,  le 
noyau  solide  n'est  pas  sphe>ique,  mais  est  lui-m^me  aplati  suivanl 
la  ligne  des  poles  (yoyez  Greenhill,  Treatise  on  Hydrostatics, 
p.  458-459,  et  Kwrchhoff,  Mechanik,  zwolfte  Vorlesung). 


610.  L'ellipsolde  de  revolution  aplati  comme  figure  d'equilibre 
relatif  d'une  masse  fluide  homogene  animee  d'une  rotation  uniforme. 

Soil  une  masse  ftuide  homogene  limilee  par  un  elli'psoide  de 
revolution;  supposons  que  les  elements  de  cette  masse  sallirent 
suivanl  la  loi  de  Newton  et  que  la  masse  tourne  autour  de  l'axe  de 
revolution  avec  une  vitesse  angulaire  constanle  u>.  Cherchons  s'il 
est  possible  que  la  masse  soit  en  equilibre  relatif,  en  supposanl 
que  la  pression  sur  la  surface  libre  soil  nulle  on  egale  a  une 
conslante  donnee. 

Ce  probleme  a  ele  etudie  d'abord  par  Mac  Laurin.  Prenons  1'uxe 
de  rotation  pour  axe  <)?,  et  pour  axes  Ox  et  Oy  deux  axes  inva- 
riablement  lies  a  I'ellipsoide  tournant.  Soient 

Tequation  de  la  surface  de  I'ellipsoide,  p  la  densite  du  liquide  el 
/  la  conslante  de  I'allraction  universelle.  D'apres  ce  que  nous 
avons  vu  dans  la  theorie  de  Tatlraclion  (n°  603).  l  atlraclion  de 
.rellipsoide  sur  un  point  de  masse  1  place  a  l'inlerieur  ou  sur  la 
surface  a  pour  projections,  sur  les  axes,  des  quantites  de  la  forme 

<•*)  -P*,    ~Vy.  -l\z, 

ou  P  et  T\  sont  des  constanles  ayant  pour  valeurs 

f  R     f*-/T%  1* -arc  tang*), 
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en  posant  k 

D'autre  part,  la  force  centrifuge  qu'il  faut  appliquer  a  un  point  de 
masse  i  pour  e^ablir  l'equilibre  relatif  a  pour  projections  (n°  632) 

La  resultante  des  forces  rapportees  a  I'unite  de  masse  a  done 
pour  projections 

X=-(P -w')*,       Y=  — (P-w')r,  Z=-R*, 
et  l'equation  d'equilibre  est 

dp  —  —  p[(P  —  u)1)  (xdx     y  dy)  +  R^^], 
Com  me  p  est  constant,  on  a,  en  integrant, 

p  =  -^[(P-w^i^+^+R^j  +  G. 

Les  surfaces  de  niveau  /?  =  const,  ont  done  pour  Equation 
(21)  (P  —  R^==  X, 

011  X  est  une  constanle  arbitraire.  Ge  sont  des  eilipsoides  de  revo- 
lution homothe'tiques  et  concentriques. 

Com  me,  sur  la  surface  libre,  la  pression  est  supposee  constante, 
celte  surface  doit  elle-m£me  se  trouver  parmi  les  surfaces  de 
niveau.  Identifiant  les  equations  (2 1 )  et  (  1 7),  on  a 

a*(r-~  o>«)  =  6*H; 

remplagons  ^  par  1  f-  A2,  P  et  R  par  Leur  valeurs  et  reduisons7 
nous  aurons  finalement  une  equation  de  condition  qu'on  peul 
ecrire 

w1        ( :\      /* )  arc  tans*  —  3/,- 

(  r,)   —  ~  --  :  

>.  it  J  p  A3 

Quand  10  et  p  sont  donnes,  cette  equation  transcendante  deter- 
mine k  et,  par  suite,  le  rapport  ^  des  axes  de  l'ellipse  mcridienne 
relative  a  la  surface  libre;  les  axes  eux-memes  sont  ensuite  deter- 
miaes  par  cette  condition  que  le  volume  de  la  masse  liquide  est 
connu. 
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Discussion.  —  Pour  discuter  ('equation  (22)  oii  k  est  1'inconnue,  faisons 
varier  k  de  o  a  00  et  etudions  la  variation  de  la  fonction 

(3  -+-  /cs)  arc  tang*  —  3A- 
h=   *i  ' 


qui  forme  le  deuxieme  membre;  nous  repr^senterons  cette  variation  par 
une  courbe  obtenue  en  portant  tes  valeurs  de  k  en  abscisse  et  celles  de  h 
en  ordonnee  (fig.  3ooj. 

Fig.  309. 

y 

H 


Pi     P'     P,  X 

Si  Ton  rem  place  arc  tang  A  par  son  developpement  en  serie 


on  voit  que,  pour  de  petites  valeurs  de  k,  le  developpement  de  h  com- 
mence par  le  terme  -fj  k*;  done,  pour  k  =  o,  h  est  nul  et  la  courbe  est 
tangente  a  l'axe  Ox  au-dessus  de  cet  axe.  Si  k  augmente  indefiniment  par 

valeurs  positives,  arctangA"  tend  vcrs-»  h  tend  done  vers  zero  par  des 

valeurs  positives  et  la  courbe  est  asymptote  a  Ox.  La  fonction  h  de  A  a 
done,  au  moins,  un  maximum  dans  rinlervallc;  nous  allons  voir  que  ce 
maximum  est  unique  et  le  determiner.  Pour  cela,  calculons  la  derivec  de  h 
par  rapport  a  A,  on  trouve 

en  posant 

_  . ■„  7  A3  -+-  9  A 

=  / 1«      v  /  ,*  :  —  arc  tangA, 

V    '       (  A1  -f-  l)(^1  +  (j)2  6  ' 

pour  avoir  le  signe  de  ~t  il  suffit  d'etudier  le  signe  dc  ©(A);  or,  cette 

fonction,  pour  A  =  o,  est  nulle  et,  pour  k  =  x,  est  egale  a  — •-;  sa 

derivec 

8**(3  —  k*) 


e'(A) 


(^+i)I(^+9)1 


est  d'abord  positive,  s'annule  pour  A  =  y^3,  puis  devient  et  reste  negative; 
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la  fonction  6(A)  partant  de  zero  est  d'abord  positive;  elle  croit  jusqu'a 
un  certain  maximum  correspondant  a  A  =        Pu's  decroit  constamment 

jusqu'a  la  valeur  — ^  .  La  fonction  8(A:)  s'annule  done  une  fois  pour  une 

certaine  valeur  k'  plus  grande  que  y/3  :  le  calcui  numerique  donne,  pour 
cette  racine  de  0(A), 

0P'=  k  '=  -2,53. 

La  de>ivee  ^  s'annule  une  fois  pour  k  =  A';  cette  valeur  rend  la  fonc- 
tion h  maximum  et  la  valeur  de  ce  maximum  est  P'N'  =  0,224. .  •  • 
D'apres  cela,  si,  dans  liquation  (22),  le  premier  membre  27typ  a  une 

valeur  OH  moindre  que  le  maximum  0,224,  on  trouve  pour  k  deux  va- 
leurs  OPi  et  OP2  Kfig'  3<>9)  separees  par  la  valeur  2,53;  il  existe  done 

deux  ellipsoides  de  revolution  aplatis  tepondant  a  la  question.  Si 


10 


,2 


aic/P 


devient  egal  a  0,224,  'es  deux  ellipsoides  se  confondent,  et  si  ~^J^  es* 

superieur  a  0,224,  il  n'existe  plus  d'ellipsoide  de  revolution  aplati  donnant 
une  figure  possible  d'equilibre. 

En  particulier,  pour  00  =  o,  une  des  valeurs  de  A  est  nulle,  elle  donne 
une  sphere;  1'autre  est  infinie,  elle  donne  a  infini  et  b  mil.  Si  00  est  tres 
petit,  Tun  des  ellipsoides  est  voisin  d'une  sphere,  {'autre  se  reduit  a  un 
disquc  elliptique  tres  mince. 

La  figure  de  la  Terre  etant  approximativement  un  ellipsoide  de  revolu 
tion  aplati,  il  est  naturel  de  chercher  a  la  rattacher  a  la  theorie  prece- 
dence, en  admetlant  que  la  Terre  a  ete  primitivement  une  masse  fluide 
homogene. 

En  prenant  comme  unite  de  temps  la  seconde  de  temps  sideral.  on  a 
pour  la  Terre 


24.60* 


pour  avoir  une  valeur  approchee  de  la  densite  moyenne  de  la  Terre, 
regardons-la  comme  une  sphere  homogene  de  rayon  R;  son  attraction  en 
un  point  de  sa  surface  de  masse  1  est  alors  la  meme  que  si  la  masse  totale 
etaii  concentree  au  centre;  cette  attraction  est  d'autre  part  sensiblement 
egale  a  g  =  9,n,8o8;  on  a  done  approximativement 


d'ou,  en  remplacant  2uR  par  40000000"', 

W2     _  4^.4" 000 000 
2  7t/p  ~"  'lfi  .Go*  .3  & 

A.   -  III. 


0.0022. 
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L'equation  correspondante  (2*2)  a  alors  deux  racines  en  k,  dont  la  plus 
petile  seule  peut  se  rapporter  a  la  Terre.  I£n  calculant  cette  racine,  on 

trouve  qu'elle  donoe  un  ellipsoide  dont  l'aplatissement  est  egal  a 

3         tandis  que  l'aplatissement  de  PellipsoYde  terrestreest         Ce  desac- 

cord  montre  que  Ton  est  loin  de  la  realite  en  admettant  que  la  Terre  ait 
ete  a  un  certain  moment  une  masse  fluide  homogene.  On  trouvera  ce 
calcul  fait  d'une  facon  plus  precise  dans  le  Traite  de  Mecanique  ctlette 
de  Tisserand,  t.  II,  p.  89-91. 

Remarque.  —  II  est  impossible  que  la  figure  d'equilibre  soil  un  ellip- 
soide de  revolution  allonge.  En  effet,  en  supposant  a<  /;,  on  voit  que 

i/a*  —  b*       .  ...  ,  •  , 

A  =   ^  serait  purement  imaginaire,  et,  en  faisant  k  —  if,  on  aurait 

/  <  1.  L'equation  (22)  deviendrait  alors 

Comme  /  est  <  1,  on  peut  developper  arc  tang//  en  serie  procedant 
suivant  les  puissances  positives  de  /,  et  Ton  constate  sans  peine  que  Ton 
obtient,  dans  le  deuxieme  membre,  une  serie  dont  tous  les  termes  sont 
negatifs,  l'equation  (2.3)  est  done  impossible. 

Jacobi  a  montre  que  la  figure  d'equilibre  de  la  masse  peut  ausst 
etre  un  ellipsoide  a  Irois  axes  inegaux  tournant  autour  du  plus 
petit  de  ses  axes.  Cette  question  sera  eludiee  en  detail  dans  le 
Tome  IV  entitlement  consacre  aux  figures  d'equilibre  d'une 
masse  lluide,  en  rotation,  soumise  a  l'atlraction  newtonienne  de 
ses  parties.  On  y  trouvera,  en  particulier,  I'expose  des  recherehes 
de  Poincare  et  de  LiapounolF. 

641  .*  Le  cylindre  elliptique  indeflni  comme  figure  d'equilibre  d'un 
liquide  tournant.  ■—  Une  masse  lluide  homogene,  tournant  avec 
la  vitesse  constants  to  autour  de  Oz,  peut  encore  etie  en  equilibre 
sous  la  forme  d  un  cylindre  elliptique  indefini  dont  la  surface  a 
pour  equation 


Ce  cas  peut  etre  considers  comme  Iimite  de  rellipsbVde  a  trois 
axes  inegauY  <  ,n°  602  ),  quand  on  fait  croitre  c  an  dela  de  toute 
Iimite,  ainsi  que  la  masse  lotale  M.  En  effet,  l'equation  de  Tellip- 
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soi'de  se  reduit  a  ceiie  da  cjlindre  pour  c  =  oo.  En  ecrivant  les 
valeurs  (20)  de  ji.  de  ~  et  de  ~  du  n°  602  sous  la  forme 

-Par,  -Q>, 

011  obtient  facilement  les  limites  de  P,  Q,  R  pour  c  ==  00.  Les 
valeurs  de  P  et  Q  devieiment,  en  remarquant  que  ^  lend 

vers  1  quand  c  augmente  indefiniment, 


(>5) 


(  p  =  2*aV?  f   r~  t  -  *«/p 

J  J0  (a*+X)*(6t-+-X)2 

I  Q  =  2*a6/p  f"  f-  — T  =[^f?-JL 

\  Jo    (6*-hA)*(a*-+-X)*  a_+" 


enfin  R  devient  nul. 

Les  surfaces  de  niveau  definies  par 

( to2  — V)x dx  -h  f.to*— 1  Q )  j  dy  —  o 

deviennent 

(tO2—  L')iF2  +-  (<02 —  Qj^2=  COUSt., 

et,  en  ecrivant  que  la  surface  du  cjlindre  (24)  est  une  des  surfaces 
de  niveau,  on  a  la  condition  unique 

(<2G)  a2(P  —  ojt)  =  6*(0  - 

determinant  ie  rapport  des  axes  a  et 

Discussion.  —  Si.  I'on  remplace  P  et  Q  par  leurs  valeurs  (aS),  on  a,  en 
resolvant  par  rapport  a  oo2  et  supprimant  le  facieur  a  —b, 

to2  \  Cll) 


ceite  equation  du  deuxieme  degre  en  ^  donne,  pour  ce  rapport,  deux 
valeurs  reelles,  inverses  1'une  de  l'autrc,  a  condition  que 

O)2      .  1 


Ces  deux  racines  donnent  la  meme  forme  de  cyiindre,  car  le  cyiindre 
rlliptique  resie  le  meme  quand  on  permute  a  ct  0. 

lie  marque.  —  La  condition  (?.G)  est  identiquement  satisfaile  par  a  =  It, 
quel  que  soit  u>.  II  semble  done  que  le  cylindre  circulaire  indefini  sqit 
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une  figure  d'equilibre  possible  pour  totites  les  vitesses  angulaires  de 
rotation. 

Mais  il  est  facile  de  verifier  que,  si  u>2  est  supetieur  a  2ir/p,  la  resul- 
tante  de  la  force  attractive  et  de  la  force  centrifuge  qui  est,  en  un  point 
de  la  surface  libre  du  cylindre,  normale  a  cette  surface,  est  dirigde  vers 
I'exterieur.  Les  molecules  de  la  surface  libre  seraient  done  alors  projetees 
vers  I'exterieur,  si  une  pression  exterieure  sufhsamment  grande  ne  Ie3  en 
empgehait  pas.  Cela  resulte  de  ce  que,  en  appelant  a  le  rayon  de  la  surface 
cylindrique  de  revolution,  la  force  attractive  en  un  point  de  cette  surface 
est  dirigee  vers  I'axe  ct  egale  a  2ir/pa  el  la  force  centrifuge  est  dirigee 
vers  I'exterieur  et  egale  a  oj2a  :  cette  derniere  l'emporte  done,  des  que  to' 
est  superieur  a  2it/p.  Ge  fait  (a  ete  generalise  par  Poincare,  comme  nous 
le  montrerons  dans  le  numero  suivant. 

Resume  des  cas  simples.  —  En  resume,  on  peut  etablir  le 
Tableau  ci-dessous  qui  donne  les  figures  d'equilibre  relatif  pos- 
sibles, suivant  les  diverses  valeurs  de  la  vitesse  to. 

Pour  une  masse  limitee  donnee  : 

0,22^  <  —   aucun  ellipsoi'de  de  revolution, 

•2  7C/P 


y-  <  0,224*       deux  ellipsoides  de  revolution; 


2  7C 

Pour  une  masse  illimitee  : 
o,5  <  ,)7Zj-p  <  1   un  cylindre  circulaire  indefmi, 


(O 

2 


to "  , 

■^j—  <o,5   un  cylindre  circulaire  et  un  cylindre  elliptique. 


6*42.  Theorems  de  Poincare.  —  Imaginons  une  masse  fluide  homo- 
gene  de  densite  p,  animee  d'une  rotation  uniforme  autour  de  Oz  et  soumise 
a  une  pression  exterieure  constante   D'apres  cc  qui  precede,  aucune  des 

figures  ellipsoidales  d'equilibre  ne  peut  exister  pour  une  masse  limitee, 

to* 

81  aic/p  >°  '?>'*  ct>  Pour  une  masse  illimitee,  si  cette  quantite  est  plus 
grande  que  1. 

Poincare  a  etabli  ( Bulletin  asfronomique,  t.  II,  p.  117)  que  Vequi- 
libre  relatif  est  impossible  pour  une  masse  limitee  sans  pression  exte- 
rieure, quelle  que  soil  la  forme  que  Von  donne  ct  cette  masse,  des 
to' 

9UC  ^y-p  >  Po,ir  cela'  l[  pontic  que  l'equilibre  relatif,  etant  suppose 
etabli,  la  resultante  des  force  d'attraction  ct  de  la  force  centrifuge,  qui 
doit  etre,  en  cliaque  point  de  la  surface  libre,  normale  a  cette  surface, 
serait,  en  certains  points  de  cette  surface,  dirigee  non  vers  l'inrerieur, 
mais  vers  I'exterieur  de  la  masse  fluide,  de  sorte  que  le  fluide  y  serait  pro- 
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jete  au  dehors,  a  moins  qu'une  pression  normale  suffisante  ne  s'opposat  a 
ce  mouvemenr. 

Le  theoreme  subsiste  dans  1c  cas  ou  la  masse  est  soumise,  en  outre,  a 
des  attractions  newtoniennes  emanant  de  masses  exterieures  au  fluide  et 
entrainees  dans  le  mouvement  de  rotation. 

Imaginons  done  une  masse  fluide  homogene  de  densile  p  tournant  autour 
de  Oz  et  ayant  une  cerlaine  figure  d'equilibre  relatif;  soient,  comme  pre- 
cedemment,  Ox  et  Oy  deux  axes  entraines  par  le  fluide.  Designons  par  W 

le  potentiel  ^  7?  ^e  'a  masse  ^u'^e  en  un  point  x,  y,  z  de  son  interieur 
ou  de  sa  surface;  par  W  le  potentiel  des  masses  exterieures  au  fluide  au 
m6me  point.  La  force  newtonienne  appliquee  a  1'unite  de  masse  en  un 
point  interieur  x,  y,  z  a  pour  projection  sur  les  axes 

_<)W      ,dW      jdW      ,d\V      ,d\V  ,d\Y 

la  force  centrifuge  a  pour  projections 

a)1  or,    <*>*.>',  o. 

Si  done  on  pose 

U  =  /W  -T-  / W H-  ^         y* ), 

la  force  rapportee  a  1'unite  de  masse,  agissant  en  un  point  du  fluide,  derive 
de  la  fonclion  U.  La  surface  libre  est  une  surface  de  niveau  U  —  const.: 
la  force  appliquee  a  1'unite  de  masse  placee  sur  la  surface  libre  S  est 
normale  a  cette  surface  et  a  pour  valeur  algebrique,  estimee  suivant  la 

normale  exterieure,         la  derivee  etant  prise  suivant  la  normale  exte- 
dn 

rieure.  * 

Ceci  pose,  appliquons  a  la  fonclion  U  la  formule  (4)  du  n°  537,  qui  est 
un  cas  particulier  de  la  formule  de  Green,  en  prenant  pour  volume  d'inte- 
gration  le  volume  fluide  V  et  pour  surface  la  surface  libre  S.  Nous  aurons 

Mais  on  a 

AW^-^Tip,       AW  =  o, 
d  apres  les  formules  de  Poisson  et  de  Laplace  ('n0*  579-581),  et 

A(a*-+-7*)=0, 

comme  on  le  verifie  immediatemcnt. 
L  equation  precedente  devient  done 

//jf(»--^p)*-/(£* 
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ou,  en  faisant  sortir  la  constanle  2<u*«— 4*/?  du  signe  d'integralion  et 
rcmarquant  que  la  somme  des  elements  dz  est  le  volume  V  du  fluide, 

dV 


V(W*-2*/p>  =  j  f 


dn 


Si  01*  etail  superieur  a  lintegralc  du  deuxieme  membre  serait 

positive,  done  ~  sera  it  positif  en  certains  points  de  la  surface  S  el  la 
force  serait,  en  ces  points,  dirigte  vers  I'exlerieur. 

642  bis.  Indications  historiques  et  bibiiographiqu.es.  —  F^e  problem e  de 
la  recherche  des  figures  d'equilibre  possibles  pour  une  masse  fluitle  homo- 
gene,  dont  les  particules  s'atlirent  suivant  la  loi  de  Newton  et  qui  est 
animee  d'unc  rotation  uniforme,  a  donne  lieu  a  d'importants  travaux  des 
plus  grands  geomelres.  Nous  donnerons  un  expose  de  ces  travaux  dans  le 
Tome  IV.  Nous  renverrons  pour  des  indications  bibliographiques  detaillees 
a  In  Notice  stir  les  figures  d'equilibre  d'un  liquide  homogene  en  rota- 
tion dont  les  elements  s" at tirent  suivant  la  loi  de  Newton,  par  P.  Appell 
(Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes,  1919). 


Ill  -  ETUDE  PARTICULIERE  DE  I/EQUILIBRE 
DES  FLUIDES  PESANTS. 


Dans  cc  parapapbe  et  dans  le  suivant,  nous  nous  occiiperons  dc 
lVquilibre  isotberme  des  fluides  pesants,  pris  Han5  une  elendue 
assez  petite  pour  que  l'intensite  de  la  pesanteur  puisse  elre  re^ar* 
dee  coinme  constante  el  la  direction  de  la  verticale  coifiine  inva- 
riable dans  loute  la  masse. 

Dans  cette  hypotbese,  en  prenant  un  a\e  vertical  diri^e  vers 
le  ba$,  Tequation  unique  d'equilibre  est 

dp  =  ?gdz. 

nu  g  est  constant. 

Nous  nous  occiiperons  d'abord  des  press  ions  exercles  par  un 
ga/  ou  un  liquide  siir  les  corps  solides  en  conlact  avec  lui,  puis  de 
rgquilibre  des  corps  flottanU. 

643.  Gaz  en  equilibre  isotherme.  —  Supposons  un  gaz  a  tem- 
perature constanle,  place  dans  une  cnveloppe  assez  petite  pour 
que  5  soit  scnsiblcment  constant.  En  appelant  y;0  la  press  ion  a 
longine,  supposee  siluee  dan*  la  masse  gazeuse,  on  aura 
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Comme  p  est  ordinairement  tres  petit,  nous  nous  placerons  dans 
le  cas,  presque  toujours  realise  dans  la  pratique,  ou  la  pression 
est  assez  grande  pour  que  le  terme  pgz  soit  negligeable  devant  />©. 
C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  une  chaudiere  a  vapeur. 
On  a  alors 

p  =  po ; 

la  pression  peut  £lre  regardee  comme  constante  dans  toule 
I'etendue  de  la  masse. 

Pressions  du  gaz  sur  une  surface  fermee.  —  Si  Ton  plonge 
un  corps  solide  dans  le  gaz,  chaque  e'le'ment  superficiel  d<r  sup- 
ports une  pression  normale  p0dv  :  d'apres  le  principe  d'Archi- 
mede,  la  resultante  de  ces  pressions  est  egale  et  opposee  au  poids 
du  fluide  deplace;  mais,  comme  nous  negligeons  $gz,  ce  poids  est 
nul,  et  les  pressions  nor  males  p0da  se  font  equilibre. 

Le  meme  fait  a  lieu  pour  Pensemble  des  pressions  exerc^es  par 
le  gaz  sur  Fenveloppe  fermee  qui  le  contient. 

Pressions  du  gaz  sur  une  paroi  plane.  —  Soit  une  paroi  plane 
sur  laquelle  nous  considerons  une  aire  d^terminee  S. 

Les  pressions  p0dy  s'exercant  sur  les  elements  d?  de  S  etant 
normales  a  la  paroi  sont  des  forces  paralleles,  de  rapine  sens,  pro- 
portionnelles  aux  elements  superficiels.  Elles  ont  done  une  resut- 
tante  unique  normale  a  la  paroi,  egale  a  la  somme  />0Sdes  compo- 
sanles  et  appliquees  au  centre  de  gravity  de  Taire  S. 

Pressions  du  gaz  sur  une  paroi  courbe.  —  Soit  C  une  portion 
de  paroi  courbe  :  sur  chaque  element  dor  de  G  s'exerce  une  pres- 
sion normale  podv;  ces  forces  eldmentaires  appliquees  au  corps 
Solide  C  se  reduisenl  en  general  a  une  force  et  a  un  couple. 

On  caloulera  facilement,  par  des  integrales  doubles  etendues  a. 
I'aire  courbe  C,  les  sommes  des  projections  des  pressions  elemen- 
taires  sur  les  trois  axes  de  coordonnees  et  les  sommes  de  leurs 
moments  par  rapport  aux  irois  axes.  Nous  nous  bornerons  a 
donner  une  methode  geometrique  que  nous  empruntons  a  POu- 
vrage  de  Poincare,  Cinematique  et  Mecanismes,  .  .  . ,  cours 
professe  a  la  Faculte  des  Sciences  (Gauthier-Villars). 

Projections.  —  Pour  calculer  la  somme  X  des  projections  des 
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pressions  sur  une  droite  D  {fig-  3io),  construisons  une  surface 
cjlindrique  ayant  ses  generatrices  paralleles  a  D  et  passant  par  le 

Fig  3io. 

O  D 

B  t 

c 


t 

contour  de  la  surface  courbe  C  :  puis  menons  une  section  droite 
AB  de  ce  cylindre,  et  appelons  S  l'aire  de  cette  section.  La 
surface  C,  la  surface  cylindrique  et  la  section  droite  AB  forment 
une  surface  iermee.  Nous  avons  vu  plus  liaut  que  les  pressions  sur 
les  divers  elements  de  cetle  surface  se  font  ^quilibre  :  la  somme 
de  leurs  projections  sur  la  droite  D  est  done  nulle.  Or  cette 
somme  se  compose  :  i°  de  la  somme  X  des  projections  des 
pressions  appliquees  a  C;  2°  de  la  somme  des  projections  des 
pressions  appliquees  a  la  surface  cylindrique,  somme  qui  est 
evidemment  nulle;  3°  de  la  somme  des  projections  des  pressions 
appliquees  a  la  section  droite,  somme  qui  est  egale  a  —  PqS. 
On  a  done 

X  —  p^S  =  o; 

on  en  conclul  que  la  somme  des  projections,  sur  un  axe  D,  des 
pressions  elementaires  qui  scxercent  sur  une  surface  C  est 
egale  a  p0  multiplie  par  la  projection  orthogonale  de  C  sur 
un  plan  perpendiculaire  a  D. 

Moments.  —  Calculons  maintenant  la  somme  M  des  moments 
des  memes  pressions  par  rapport  a  un  axe  A.  Pour  cela,  construi- 
sons la  surface  de  revolution  engendree  par  la  rotation  du  contour 
de  C  autour  de  A;  puis  coupons  cette  surface  analogue  a  un  tore 
par  un  plan  passant  par  A,  de  facon  a  obtenir  une  section  meri- 
dienne  AB  d'aire  S  {fig.  3i  i). 

Nous  aurons  ainsi  une  surface  limilee  par  C,  par  la  surface  de 
revolution  et  par  la  section  meridienne  S.  Les  pressions  appliquees 
aux  elements  de  cette  surface  se  faisant  equilibre,  la  somme  de 
leurs  moments  par  rapport  a  A  est  nulle.  Cette  somme  se  compose  : 
i°  de  la  somme  des  moments  cherchee  M;  2°  de  la  somme  des 
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moments  des  pressions  appliquees  a  la  surface  de  revolution, 
somme  qui  est  nulle,  car  les  normales  a  cette  surface  rencontrent 
l'axe  A;  3°  de  la  somme  des  moments  des  pressions  appliquees  a 

Fig.  3u. 


la  paroi  plane  S;  comme  ces  pressions  ont  une  resultante  pQS 
appliquee  au  centre  de  gravite  G  de  S,  la  somme  de  leurs  moments 
par  rapport  a  A  est 

—  />0S  .GP, 

GP  etant  la  distance  du  centre  G  a  l'axe;  le  signe  —  provient  de 
ce  que  les  pressions  sur  S  tendent  a  faire  tourner  le  corps,  autour 
de  A,  en  sens  contra  ire  des  pressions  sur  C. 
On  a  done 

M  —p0S.  GP  =  o. 

Remarque.  —  D'apres  le  theoreme  de  Guldin,  le  volume  V  de 
la  surface  de  revolution  engendree  par  une  rotation  complete  de  G 
ou  de  S  autour  de  A  est 

V  =  S271GP; 

on  a  done 

La  somme  des  moments  des  pressions  appliquees  a  une  sur- 
face courbe  C  par  rapport  a  un  axe  est  egale  au  produit 
de  ^  par  le  volume  de  revolution  engendre  par  la  rotation 
de  C  autour  de  l'axe. 

644.  Liquide  pesant  en  equilibre  isotherms.  Plan  de  charge. 
Pressions  sur  une  paroi  plane.  —  Soit  maintenant  un  liquide 
pesant  incompressible  et  a  une  temperature  constante  :  la  density  p 
est  alors  constante  et  le  poids  de  l'unite'  de  volume  du  liquide 
est 

w  =  pg. 
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Si  l'on  prend  un  axe  Oz  vertical  descendant,  1'equation  d'equi- 
libre  est 

dp  =  rodz, 

d'ou 

(i)  P  —  P%  =  ra(z  —  z9), 

p0  d£signant  la  pression  a  la  hauteur  Zq. 

Le  liquide  £tant  suppose  en  contact  avec  1'air  an  repos,  la  sur- 
face Jibre  est  horizontale.  Supposons  que  z0  soit  le  z  de  cette 
surface  libre;  alors  p0  est  la  pression  sur  la  surface  libre,  c'est- 
a-dire  la  pression  atmosplierique. 

La  formule  (i)  donne  p  en  un  point  quelconque. 

Plan  de  charge.  —  Nous  pouvons  ecrire 

expression  de  la  forme 

U)  =  — 

oil 


Le  plan  z  =  z{  est  le  plan  de  charge  :  ce  plan  est  situe  a  une 
hauteur  —  au-dessus  de  la  surface  libre. 

TO 

D'apres  la  formule  (2),  la  pression  dans  le  liquide  est  la  m£me 
que  si  l'atmosphere  etait  supprimee  et  le  niveau  du  liquide 
remonte  jusqu'au  plan  de  charge.  On  peut  aussi  enoncer  ce  fait  de 
la  facon  suivante  qui  le  rend  inluitif  :  rien  ne  serait  change  a 
1'dtat  du  liquide,  si  Ton  supprimait  l'atmosphere  et  si  Ton  ajoutail, 
au-dessus  de  la  surface  libre  S0  du  liquide,  une  couche  du  meme 
liquide  dont  \&  pression  sur  S0  fut  egale  a  ce  qu'dtail  la  pression 
atmospherique ;  par  cette  operation,  le  niveau  du  liquide  serait 
porte  jusqu'au  plan  de  charge. 

Prenons  le  plan  de  charge  comme  plan  des  xy  :  alors 

zx  —  o, 

et  la  pression  en  un  point  quelconque  M  est  donnee  par 

p  —  m  z. 

Pressions  sur  une  surface  fermee.  —  Si  l'on  plonge  dans  le 
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liquide  un  corps  solide,  d'apres  le  principe  d'Archimede,  les 
pressions  sur  la  surface  ont  une  resultante  unique  dgale  et  direc- 
tement  opposee  au  poids  du  liquide  de' place. 

Inversement,  si  l'on  imagine  dans  le  liquide  une  surface  fermee 
creuse  remplie  par  le  liquide,  les  pressions  du  liquide  contenu 
dans  celle  surface,  sur  les  elements  de  la  surface,  ont  une  resul- 
tante unique  egale  au  poids  du  liquide  inte'rieur. 

Pression  sur  une  paroi  plane.  —  Supposons  que  le  vase  con- 
tenant  le  liquide  ait  une  paroi  plane,  et  conside'rons  une  portion 
determinee  S  de  cette  paroi  limiie'e  par  une  courbe  donne'e.  Les 
pressions  exercees  par  le  liquide  sur  les  divers  e^ments  d<s  de 

Vis.  3i:>. 


l'aire  S  sonl  des  forces  p  da  normales  a  fa  paroi  et,  par  suite, 
paralleles  etdememe  sens.  Elles  ont  done  une  resultante  unique  P 
dgalement  normale  a  la  paroi  et  egale  a  leur  somme 


Pour  interpreter  geometriquement  cette  formule,  appelons  G 
le  centre  de  gravite  de  l'aire  S  supposee  homogene  et  £  la  distance 
de  ce  point  au  plan  de  charge;  on  a 


is. 


Done,  la  pression  totale  P  sur  l'aire  plane  S  est  une  force  P 
normale  a  l'aire,  dont  l'intensite  est  egale  au  poids  d'un  cylindre 
du  liquide  ayant  pour  base  l'aire  S  el  pour  hauteur  la  distance 
GG'  =  ^  du  centre  de  gravity  de  l'aire  S  au  plan  de  charge. 

Comme  ro£  est  la  pression  au  centre  de  gravite  de  l'aire  S,  on 
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peut  dire  aussi  que  la  pression  totale,  sur  la  parol  plane,  est 
egale  a  Vaire  de  la  parol  multipliee  par  la  valeur  de  la  pres- 
sion pQ  en  son  centre  de  gravite  : 

P=/>CS. 

Centre  de  pression.  —  Cette  pression  totale  P  est  appliquee  en 
un  point  C,  appele  centre  de  pression,  que  l'on  determine  imme'- 
diatement  d'apres  les  formules  donnant  le  centre  d'un  systeme  de 
forces  para  lie  les. 

Supposons  Taxe  Ox  a  Tintersection  du  plan  de  la  paroi 
(fig.  3 1 2)  et  du  plan  de  charge;  puis  menons,  dans  le  plan  de  la 
paroi,  un  deuxieme  axe  Oy'  perpendiculaire  a  Ox;  Tangle  a  du 
plan  de  la  paroi  xOy'  avec  le  plan  de  charge  xOy  est  Tangle 

yoy. 

Soient  x  et  y'  les  coordonnees  d'un  element  superficiel  dv  de 
Taire  S  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy' ;  la  distance  z  de  cet 
e'le'ment  au  plan  de  charge  est 

z  -=/  sina, 

et  la  pression  sur  cet  element 

p  =  xsz  =  vsy'  sin*. 

Appelons  x {  ely\  les  coordonnees  du  centre  de  pression  C  par 
rapport  aux  axes  Ox  et  Oy'',  on  a,  en  ecrivant  que  le  moment  de 
la  re*sultante  P  par  rapport  a  chacun  des  deux  axes  Ox  el  Oy'  est 
^gal  a  la  somine  des  moments  des  composantes  p  d<r, 

Pa?,  =  J*  J~p.v  da  =  {*  j* rax/  sin  a  da, 

les  inte'grales  etant  Vendues  a  Taire  S;  remplacons  P  par  sa  valeur 

P  =  J  f  P  dv  —  J*  J* rsy'  sina  tfo; 

nous  aurons,  en  remarquant  que  xs  et  sin  a  sont  des  facteurs 
constants, 

f  fx/d*  f  Cy«-d« 

(C>  — — '    yx=  rr  

JJyd°  JJ''d* 
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Ces  forinules  d^terminent  les  coordonnees  du  centre  de  pres- 
sion  G;  el  les  peuvent  etre  resumees  ainsi  : 

Le  centre  de  pression  est  le  point  oil  se  tvouvera.it  le  centre 
de  gravite  de  I J aire  S,  si  la  densite  superjicielle  en  chaque 
point  de  cette  aire  etait  proportionnelle  a  la  distance  du  point 
a  la  droite  d: intersection  de  la  paroi  et  du  plan  de  charge. 

En  efl'et,  la  droite  d'intersection  du  plan  de  la  paroi  et  du  plan 
de  charge  est  Ox;  la  distance  d'un  element  d<r  de  l'aire  a.  cet  axe 
esty ;  si  la  densite  de  l'element  dn  etait  egale  a  y\  la  masse  dm 
de  cet  element  serait  yr  d?  et  les  coordonnees  du  centre  de  gravite 
de  l'aire  S  seraient  precisement  xK  et y\. 

Rapprochement  avec  le  centre  de  percussion.  —  Le  centre  de 
pression  de  l'aire  S  coincide  avec  le  centre  de  percussion  de  cette 
raeme  aire  par  rapport  a  la  droite  d'intersection  du  plan  de  la 
paroi  avec  le  plan  de  charge.  Cela  resulte  de  la  determination  du 
centre  de  percussion  d'une  aire  plane,  telle  que  nous  Pavons 
donnee  (n°  512). 

Representation  geometrique.  —  Prenons  comme  plan  de  ia 
figure  3 1 3  un  plan  perpendiculaire  a  la  paroi  et  au  plan  de  charge  : 

Fig.  3i3. 

N  b     m^m.  a,  0  _N 


77i,  nt' 


A 


soient  Nl\  la  trace  du  plan  de  charge  et  131)  celle  de  la  paroi.  En 
chaque  point  M  de  la  portion  consideree  S  de  paroi  plane,  elevons 
a  la  paroi  une  perpendiculaire  Mm'  egale  a  la  distance  Mm  du 
point  au  plan  de  charge.  Le  lieu  des  points  m'  est  un  plan,  en 
sorte  que,  si  le  point  M  decrit  la  portion  S  de  paroi,  la  droite  Mm' 
<  ngendre  un  cjlindre  tronque  ABb'a'  dont  la  surface  pressee  S 
coustilue  la  section  droite  de  hasc  AB.  La  pression  sur  un  ele- 
ment da  de  paroi  place  en  M  est  egale  a  mMm'  .(fa;  si  done  on 
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plaudit  verticalemeot  le  cylindre  tronqu£  que  nous  venons  dc 
construire,  rempli.de  liquide,  la  pression  sur  chaque  element  dc 
serait  precisdment  le  poids  de  la  colonne  verlicale  de  base  dc  du 
cylindre  tronque.  La  pression  totale  est  done  le  poids  de  ce 
cylindre  liquide  AB^'a',  et  son  point  d'application  C  est  la  pro- 
jection du  centre  de  gravite  G'  du  cylindre  tronque  sur  la  paroi. 

Kxemples  :  i°  Pression  sur  le  fond  d'un  vase.  —  La  pression  sur  le 
fond  horizontal  d'un  vase  est  egale  au  poids  d'une  colonne  cylindrique  dc 
liquide  ayant  ce  fond  comme  base  el,  comme  hauteur,  )a  hauteur  me  me 
du  liquide.  Gette  pression  est  done,  en  general,  differente  du  poids  du 
liquide  :  elle  peut  etre,  par  excrnple,  de  beaucoup  superieure  au  poids  si 
le  vase  va  en  se  retrecissant  a  parlir  du  fond.  Neanmoins,  si  Ton  pese  un 
vase  vide,  puis  le  meme  vase  plein,  1'augmentation  de  poids  est  evidemment 
le  poids  du  liquide  :  cela  tient  a  ce  que  1'ensemble  des  pressions  exercees 
par  le  liquide  sur  toutes  les  parois  du  vase  est  equivalent  a  son  poids 
(n*  635). 

2"  Pression  sur  une  portion  circulaire  de  paroi.  —  a.  La  pression 
totale  est  egale  au  poids  d'un  cylindre  de  liquide  ayant  pour  base  le  cercle 
et  pour  hauteur  la  distance  de  son  centre  au  plan  de  charge. 

b.  Le  point  d'application  C  de  la  pression  est  sur  le  diametre  perpendi- 
culaire  a  la  trace  du  plan  de  charge,  au  dela  du  centre  et  a  une  distance 
du  centre  egale  a  une  troisieme  proporlionnelle  entre  la  moilie  du  rayon 
et  la  distance  du  centre  a  cette  trace. 

6io.  Pressions  sur  une  paroi  eourbe.  —  Soit  une  portion  de 
pai*oi  eourbe  G;  sur  un  element  dc  de  celte  paroi  s'exerce  une 
pression  normale  p  dc  :  ces  pressions  constituent  un  ensemble 
de  forces  appliquees  a  un  corps  solide;  el  les  se  reduisent  en 
general  a  une  force  et  a  un  couple;  ce  n'esl  qu'exceptionnelle- 
ment  qu'elles  se  reduisent  a  une  force  unique.  Ge  dernier  cas  se 
presenle  toutes  les  fois  que  la  paroi  est  une  portion  de  surface 
spherique,  car  les  pressions  normales  p  dc  concourent  alors  au 
centre  de  la  sphere  et  se  composent  en  une  resultante  unique. 

Pour  evaluer  la  somme  des  projections  et  la  somme  des  moments 
de  ces  pressions  par  rapport  a  un  axe,  on  peut  suivre  une  methode 
geometrique  analogue  a  celle  qui  a  ete  suivie  pour  les  gaz. 

Somme  des  projections  des  pressions  sur  un  axe  vertical.  — 
Soit  G  une  portion  de  paroi  eourbe;  construisons  la  surface  cylin- 
drique verlicale  ayant  pour  directrice  le  contour  de  G  et  limitee 
en  AB  au  plan  de  charge  (fig,  3 1 4 ) -  Nous  avons  ainsi  une  surface 
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fermee  de  volume  V  remplie  de  liquide.  Les  pressions  appliquees 
aux  parois  de  cette  surface  fermee  out  une  resultanle  unique 
egale  au  poids  rnV  du  liquide  contenu  dans  la  surface.  La  somme 
de  leurs  projections  sur  la  verlicale  descendante  est  done  m  V.  Or, 

Fig.  3i4. 


/cr 


cette  somme  se  compose  :  i°  de  la  somme  cherchee  Z  des  projec- 
tions des  pressions  appliquees  a  G;  2°de  la  somme  des  projections 
des  pressions  appliquees  a  la  surface  cylindrique  qui  est  nulle,  car 
ces  pressions  sont  normales  aux  generatrices ;  3"  de  la  somme  des 
pressions  appliquees  aux  elements  de  AB  qui  est  nulle,  car 
toutes  ces  pressions  sont  nulles. 
Done 


Somme  des  projections  des.  pressions  sur  un  axe  hori- 
zontal D.  —  Si  1'on  construit  une  surface.cylindrique  horizontal 
ayant  pour  directrice  le  contour  de  C  et  fermee  par  une  section 
droite  AB  d'aire  S  {fig-  3io),  la  resultante  de  toutes  les  pres- 
sions  exercees  par  le  liquide  sur  les  parois  du  volume  ainsi  limite* 
est  egale  au  poids  du  liquide  interieur  a  ce  volume.  La  somme  des 
projections  de  toutes  ces  pressions  sur  un  axe  horizontal  D  est 
done  nulle.  Comme  les  pressions  sur  la  surface  cylindrique  ont  des 
projections  nulles,  on  voit  que  la  somme  des  projections  des  pres- 
sions appliquees  a  la  paroi  courbe  G  est  egale,  en  valeur  ahsolue, 
a  la  pression  totale  sur  la  paroi  plane  AB.  On  a  done,  en  appe- 
lant \  la  somme  des  projections  des  pressions  appliquees  a  C, 

^  —  Pi.  S  =  <>, 


etant  la  valeur  de  la  pression  au  centre  de  gravity  de  Fa  ire 
plane  S. 
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Somme  des  moments  des  pressions  par  rapport  a  un  axe 
vertical  A.  —  Gonstruisons  une  surface  de  revolution  obtenue  en 
faisant  tourner  Paire  courbe  G  autour  de  A  et  menons  en  AB  une 
seclion  plane  mdridienne  {fig-  3u).  Appelons  M  la  somme  des 
moments  des  pressions  applique^es  a  G  et  jjl  la  somme  des  moments 
des  pressions  appliquees  a  la  surface  plane  AB,  par  rapport  a  A. 

Si  Ton  considere  le  volume  liquide  limite  par  G,  par  la  surface 
de  revolution  et  par  la  section  meridienne  AB,  les  pressions 
exercees  par  le  liquide  interieur  sur  la  surface  limite  ont  une 
r^sultante  egale  au  poids  de  ce  liquide.  La  somme  des  moments 
de  ces  pressions  par  rapport  a  A  est  done  egale  au  moment  du 
poids  qui  est  nut,  car  A  est  vertical.  D'autre  part,  les  pressions, 
appliquees  aux  elements  de  la  surface  de  revolution,  ont  des 
moments nuls,  car  elles  rencontrent  A;  on  a  done 

M  —  (x  =  o. 

On  est  ainsi  ramene  a  calculer  ku,  e'est-a-dire  a  resoudre  le  pro- 
bleme  des  pressions  pour  une  paroi  plane  AB. 

646.  Remarque  sur  la  pression  atmospherique.  —  II  peut 
arriver  que  Ton  ait  a  evaluer  les  pressions  totales  sur  une  paroi 
qui,  par  une  de  ses  faces,  est  en  contact  avec  un  liquide  pesant 
ayant  une  surface  libre  Sa  et,  par  I'autre  face,  avec  l'atmosphere. 
Dans  ce  cas,  un  element  dv  de  paroi  situc  a  une  distance  z  —  z9 
au-dessous  du  plan  S0  de  la  surface  libre  subit,  snr  la  face  en 
contact  avec  le  liquide,  une  pression  normale 

[rs(z  —  *0)  +p0]do, 

pQ  designant  la  pression  atmospherique,  et  sur  I'autre  face  la 
pression  p0d<j  en  sens  contrairer  La  resultante  de  ces  pressions 
est  done  la  force  normale  w(z  —  z0)  d<s,  e'est-a-dire  la  meme  que 
si  l'atmosphere  n'existait  pas. 

647.  Exercice  :  Toile  rectangulaire  soumise  &  la  pression  d'un 
liquide  pesant.  —  Imaginons  un  vase  ayant  la  forme  d'un  parallelepipede 
rectangle  a  aretes  verticales,  dont  le  fond  est  remplace  par  une  toile  rec- 
tangulaire, impermeable,  parfaitemenl  flexible  et  inextensible,  attachec 
par  ses  bords  opposes  aux  droites  AB,  CD  :  les  faces  AA'D'D  et  BB'C'G 
sont  supposees  prolongees  de  facon  a  conslituer  finalement  un  vase  clos 
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{fig.  3i5,  I).  On  demande  quelle  forme  d'equilibre  prendra  la  toile,  quand 
le  vase  conliendra  un  liquide  pesant  en  equilibre. 

On  peut  regarder  comme  evident  que  la  toile  prend  la  forme  d'un 
cylindre  horizontal  dont  la  section  droite  a  une  forme  independante  de  la 
longueur  AB  de  la  toile. 

Pour  avoir  la  forme  de  cette  section  droite,  il  suffit  dc  chercher  la 
figure  d'equilibre  d'une  bande  EF  de  toile  comprise  entre  deux  sections 
droites  infiniment  voisines  dont  la  distance  est  e;  nous  assimilerons  une 


Fig.  3 i 5 . 


x 


bande  de  ce  genre  a  un  fil  flexible  et  inextensible  attache  a  ses  deux  extre- 
miies  E  et  F.  Prenons  comme  plan  de  la  figure  {fig.  3 1 5,  II)  le  plan  de  la 
bande  EF,  comme  axe  Oar  le  niveau  du  liquide,  comme  axe  Oy  une  ver- 
ticale  descendante.  Soit  ds  un  element  dc  longueur  de  la  section  droite; 
l'element  de  bande  qui  se  projette  en  ds  a  pour  surface  da  =  e  ds.  La  pres- 
sion  atmospherique  s'exercant  sur  la  surface  libre  du  liquide  el  sur  la 
face  exterieure  de  l'element  da  n'a  point  d'elTet;  tout  se  passe  comme  si 
I'atmosphere  etait  supprimee  :  la  pression  resultantc  sur  l'element  da  place 
an  point  M  de  coordonnees  x  ct  y  est  alors  normale  a  cet  element  et 
egale  a  ray  da  ou  rstyds,  rs  designant  le  poids  de  I'uniie  de  volume  du 
Jiquide. 

D'apres  les  equations  intrinseques  de  I'equilibre  d'un  fil,  la  tension  T 
tn  constante,  car  la  force  est  normale;  on  a  de  plus 

T 

-  =*>iy, 

f  etant  le  rayon  de  courbure  en  M.  On  a  done,  tout  le  long  de  la  courbe 
cherchCe, 

?y  =  «2> 

a  designant  une  constante  lineaire.  Gelte  derniere  relation  est  1'equalion 
difl'd rentielle  de  la  courbe  cherchee  :  son  integration  se  ramene  a  des  qua- 
dratures. 

La  courbe  que  nous  venons  de  trouver  est  identique  a  la  courbe  e/as- 
tir/ue  plane,  e'est-a-dire  a  la  figure  d'equilibre  d'une  lame  elastiiiue 
homogene,  dont  la  fibre  moyenne  est  rectiligne  ou  circulaire  a  1'etat 
naiurel  et  que  Ton  courbe  en  faisant  agir  sur  ses  extremites  des  forces  et 

A.  —  III.  i3 
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des  couples.  On  trouvera  une  discussion  des  formes  de  celle  courbe  dans 
le  premier  Volume  de  cet  Ouvrage,  Chnpitre  VII,  paragraplie  4. 

IV.  —  EQUILIBRE  DES  CORPS  FLOTTANTS 

648.  Indications  historiques  et  bibliographiques. —  Archimede 
est  le  premier  qui  se  soit  occupe  de  la  theorie  des  corps  flottants  : 
il  donne  des  exemples  d'equilibre  de  corps  spheriques,  cylin- 
driques,  paraboliques.  Dix-huit  siecles  se  passerent  avant  qu'on 
revinl  aux  questions  traitees  par  Archimede.  Dans  un  Memoire 
genial  De  iis  r/ure  Uquido  supernatant  ('),  Christian  Huygens 
reprit,  en  i65o,  le  probleme  de  I'equilibre  des  corps  flotlants,  par 
une  melhode  nouvelle  fondee  sur  ce  principe  que,  dans  I'equilibre, 
le  centre  de  gravite  de  l'cnsemble  du  corps  flottant  et  du  liquide 
se  place  nussi  has  que  possible.  Gent  ans  apres,  deux  geometres 
s'occuperenl,  pour  ainsi  dire  en  meme  temps,  du  probleme  : 
Bouguer,  dans  le  voyage  qiTil  fit  avec  La  Condamine  pour  mesurcr 
sous  1'equateur  un  arc  du  meridien  employait  ses  loisirs  a  com- 
poser le  Traite  du  Navire,  tandis  qu'Euler,  a  Saint-Petersbourg, 
ecrivait  son  Livre  intitule  :  Scientia  Navalis.  Vint  ensuite  Dupin 
qui,  en  introduisant  les  surfaces  des  flottaisons  isocarenes  et  des 
centres  de  carene  et  en  completant  les  theoremes  de  Bouguer, 
donna  les  principes  des  methodes  generales  encore  employees 
aujourd'hui  :  le  Memoire  de  Dupin  se  Irouve  reproduit,  avec  le 
Rapport  de  Carnot  dans  les  Applications  de  Gtometrie  et 
de  Mecanique,  par  Charles  Dupin  {Paris,  Bacbelier,  1822). 

La  partie  la  plus  delieale  de  la  rheorie  est  l'elude  de  la  stabilite 
des  positions  d'equilibre  :  les  positions  d'equilibre  instable  out 
une  existence  purement  theorique,  el,  en  realite,  un  corps  ne  peut 
Hotter  que  dans  une  position  d'equilibre  stable.  Pourqu'une  posi- 
tion soit  stable,  il  faut  qu'en  ecarlant  tres  pen,  d'une  maniere  quel- 
conque,  le  Ilotteur  et  le  liquide  de  la  position  consideree  etimpri- 
mant  au  sjsteme  de   petiles  vilesses  initiates,  on  obtienne  un 


(')  Voir,  dans  le  Tome  XI  des  OKuvres  de  //uygens,  la  Redaction  et  les  .Notes 
de  M.  Korteweg. 

(J)  Rapport  de  Carnot  a  la  premiere  classc  de  ITnstitut  de  France  sur  un 
Memoire  de  Dupin  :  De  la  stabilite  des  corps  flottants  (3o  aoilt  181 4). 
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mouvement  dans  lequel  le  sysleme  reste  voisin  de  la  position 
dequilibre  (voyez  IP  Volume,  Chap.  XXIV,  §  III). 

Bouguer  est  le  premier  qui  etudia  cetle  question:  mais  il  ne 
considera  que  des  deplacements  particuliers  du  flotleur  en  sup- 
posant  que  le  volume  im merge  restait  iuvariable.  Duhamel  (*) 
montra  I'insuffisance  des  raisonnements  de  Bouguer ;  il  tenia  deles 
completer  en  eludiant  les  petits  mouvements  du  systeme  dans  le 
voisinage  d'une  position  d'equilibre ;  mais  il  fit  lui-meme  des  hypo- 
theses arbitrages,  en  admettant  que,  dans  ces  petits  mouvements, 
les  pressions  peuvent  elre  delerminees  d'apres  les  regies  de 
lHydrostalique  :  neaiimoins,  les  conditions  qu'il  trouva  pour  la 
stabilite  sont  exactes.  Les  hypotheses  faites  par  Duhamel  furent 
critiquees  par  Clebsch  (2),  qui  lit  voir  que  certains  termes  negliges 
par  Duhamel  etaient  du  nieine  ordre  de  grandeur  que  les  termes 
conserves  :  il  ne  donna  dailleurs  pas,  sous  une  forme  simple,  les 
conditions  necessaires  et  suffisantes  de  I'equilibre. 

La  premiere  theorie  rigoureuse  de  la  stabilite  des  corps  flottants 
a  ete  donnee  par  Guyou  suivant  une  idee  emise  par  Bravais 
dans  sa  these  souienue  a  Lyon  en  1 83-.  Gelte  theorie,  qui  repose 
sur  le  meme  principe  que  celle  de  Huygens,  et  qui  est  rendue 
rigoureuse  par  le  theoreme  de  Le jeune-Dirichlet  (11°  Volume, 
Chap.  XXIV),  est  appuyee  de  demonstrations  geometriques 
tres  simples  et  tres  elegantes  que  nous  reproduisons  plus  loin. 
Duhem  (*)  a  fait  a  cette  theorie  une  objection  qu 'il  a  ensuite 
reconnue  mal  fondee  (*). 

On  trouvera  dans  le  premier  Memoire  de  Duhem  un  histo- 
rique  de  la  question  plus  detaille  que  nous  ne  pouvons  le  donner 
ici,  suivi  d'une  solution  analvtique.  Pour  les  Iravaux  anglais,  nous 


(')  Duhamel,  Note  sur  divers  principes  de  Mecanique  :  Observations  sur  la 
stabilite  de  Vequilibre  des  corps  Jlotlants  {Journal  de  VEcole  Poly  technique. 
XXIV*  Calticr,  i*35)  ct  Traite  de  Mecanique.  t.  II,  z"  edition,  p.  379. 

* )  Clebsch,  Ueber  das  Gleichgewicht  schwimmender  Korper  {Journal  de 
Vrelfe,  t.  57.  i860). 

( 1 )  Gi:you,  Theorie  nouvelle  de  la  stabilite  de  Vequilibre  des  corps  Jlotlants 
tjtevue  maritime,  mats  i*7y)  ct  Theorie  du  \avire  ( Derger-Levrault,  irc  edi- 
tion. iSNj;  20  edition,  189^). 

(*)  Duhem,  Sur  la  stabilite  de  Vequilibre  drs  corps  flottants  {Journal  de 
Mathematiques,  r>*  seric,  t.  I;  \%tp). 

(»)  Duhem  {Ibid..  9  >ene,  t.  II.  1 > . 
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renverrons  au  Treatise  on  hydrostatics  de  M.  Greenhill  (1894). 

Une  question  du  m£me  genre,  mais  plus  complexe  encore,  a  fail 
I'objet  de  quelques  travaux  regents  :  c'est  l'equilibre  d'un  navire 
avec  un  cliargement  liquide.  Celte  question  a  ete  6tudi£e  par 
Guyou  (16c.  cit.),  par  Duhem  dans  divers  Memoires  dont  on 
trouvera  une  enumeration  detaillee  dans  le  Tome  CXXIX  des 
Comptes  rendus  (p.  879;  1899),  par  M.  Greenhill  (loc.  cit., 
p.  174)  et  par  M.  Appeli  (Comptes  rendus,  16  et  23  octobre  1899; 
Journal  de  V  E  cole  Poly  technique,  1900). 

649.  Conditions  necessaires  a  l'equliibre  d'un  corps  flottant.  — 

Un  solide  pesant,  plonge  dans  un  liquide  en  repos,  est  soumis  : 
i°  a  son  poids  P  applique  en  son  centre  de  gravite  G;  2"  a  la 
poussee  R  egale  an  poids  du  liquide  deplace  et  appliquee  au 
centre  C  du  volume  im merge  (fig.  3 1 6) . 


Fig.  3,6, 


Dans  eel  enonce,  commc  dans  tout  ce  qui  suit ,  nous  appclons 
centre  d'un  volume  on  centre  d'  une  surface  le  centre  de  gravite 
du  volume  on  de  la  surface  regard cs  comme  homogenes. 

Pour  qu'il  y  ait  uquilihre,  il  fan t  et  il  suffit  que  ces  deux  forces 
<oienl  egjilcs  et  direclement  opposees.  Done  :  i°  la  droite  GC  doit 
rlre  verticale;  2"  on  doit  avoir 

P=  thV, 

an  appelant  m  le  poids  de  I'unilti  de  volume  du  liquide  et  V  le 
volume  im merge. 
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660.  Definitions.  Flotteurs.  —  Nous  appellerons  flotteur  un 
solide  pesant  ferine  de  toutes  parls  et  dont  le  poids  total  est  infe- 
rieur  au  poids  d'un  egal  volume  d'eau.  II  pent  arriver  que  les  flot- 
teurs  soient  des  solides  creux  ouverts  a  leur  partie  superieure;  c'est 
le  cas  des  navires;  mais,  lorsque  Ton  convient  de  n'envisager  que 
les  inclinaisons  lelles  que  le  liquide  ne  peut  pas  embarquer,  on 
peut  evidemment  les  supposer  clos. 

Axes  d*  orientation.  —  Pour  precise r  la  maniere  dont  le  flot- 
teur est  oriente  dans  Tespace,  prenons  un  point  du  flotteur,  son 
centre  de  gravite  G  par  exemple  {  fig-  3 1 6),  et  menons  par  ce 
point  des  demi-droites  telles  que  GA,  GB,  ...  dans  loutes  les 
directions  :  nous  appellerons  ces  demi-droites  axes  d' orientation. 
Nous  dirons  alors  que  le  flotteur  est  oriente  suivant  un  de  ces 
axes,  GA  par  exemple,  quand  cet  axe  GA  est  vertical  et  dirige 
vers  le  bas.  Pour  le  probleme  qui  nous  occupe,  toules  les  posi- 
tions du  ttolteur  obtemies  en  le  faisant  tourner  ensuite  aulour  de 
la  verticale  GA  doivent  6tre  regardees  comme  equivalents. 

Flottaison.  —  On  appelle  plan  de  Jlottaison  un  plan  FL  qui 
detacheun  volume  V,  tel  que  le  poids  d'un  volume  V  de  liquide 
soit  e>al  au  poids  total  P  du  flotteur, 

p 

P  =  raV,  v=-. 

Tx! 

La  section  du  flotteur  parun  plan  de  flottaison  estune  aire  plane 
qu'on  appelle  Jlottaison.  A  chaque  axe  d'orientation,  tel  que  GA. 
correspond  un  plan  de  flottaison  et  un  seul.  En  eflel,  apres  avoir 
oriente  le  flotteur  suivant  GA  {fig.  3 16),  faisons-le  descendre 
progressivement  dans  le  liquide  en  repos  :  il  existera  une  position 
et  une  seule  011  le  volume  immerge  sera  egal  a  V;  la  surface  libre 
du  liquide  donne  alors  le  plan  de  flottaison  chercbe  :  ce  plan  est 
perpendiculaire  a  l'axe  GA.  La  ligne  limilanl,  sur  la  surface, 
flotteur,  la  partie  mouillee  est  le  contour  de  la  flottaison  corres- 
pondanle. 

Carene.  —  Le  volume  delache  par  la  flottaison  est  appele 
carene.  Si  Ton  considere  toutes  les  flottaisons  detachant  dans  un 
flotteur  donne  des  carenes  de  m£me  volume  V,  ces  flottaisons  sont 
dites  isocarenes. 
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Centre  de  carene.  —  Le  centre  de  volume  d'une  carene  se 
nomme  centre  de  cartne. 

Surface  des  Jlottaisons  isocarenes  ou  surface  (F).  —  Etant 
donne  un  flotteur,  considerons  I'enveloppe  des  plans  de  tloitaison 
isocarenes  :  celte  enveloppe  est  une  surface  ferme>  (F)  que  chaque 
plan  de  flottaison  touche  en  un  point  et  qu'on  appelle  surface  de 
Jlottaison.  Celte  surface  afl'ecte,  en  general,  des  formes  compli- 
cates ;  mais,  dans  tous  les  cas,  on  peut  lui  mener  deux  plans  tan- 
gents, et  seulement  deux,  paralleles  a  un  plan  donne\  En  eflet, 
abaissons  du  centre  de  gravile  G  une  perpendiculaire  sur  la  direc- 
tion du  plan  donne,  et  prenons  sur  cetle  perpendiculaire  deux 
demi-droites  GA  et  GA'  dirigees  en  sens  contraires.  Achacun  des 
axes  d'orientation  GA  et  GA'  repond  un  plan  de  flottaison,  et  un 
seul,  qui  est  perpendiculaire  a  l'axe  correspondant.  On  a  done 
bien  deux  flottaisons  isocarenes  paralleles,  donnant  deux  plans 
tangents  a  la  surface  (F).  Mais  il  tie  faudrait  pas  conclure  de 
cette  propri^te  que  la  surface  de  flottaison  prise  dans  son  ensemble 
est  convexe,  pas  plus  qu'on  ne  pourrait  affirmer  qu'une  courbe 
plane  fermee  a  laquelle  on  peut  mener  deux,  et  seulement  deux, 
tangentes  paralleles  a  une  direction  donnee  est  convexe  :  la  deve- 
loppee  de  l'ellipse  en  est  une  preuve.  Dans  le  voisinage  d'un  de 
ses  points,  la  surface  (F)  peut,  suivant  les  cas,  etre  d'un  me'me 
cote  du  plan  tangent  ou  traverser  ce  plan. 

L'indicatrice  des  courbures  en  un  point  de  (F)  est  done  lantot 
une  ellipse  et  tanlot  une  hyperbole. 

Surface  des  centres  de  carene  ou  surface  (C).  —  A  chaque 
flottaison  isocarene  correspond  un  centre  de  carene;  le  lieu  geo- 
melrique  de  ces  centres  est  une  surface  fermee  appelee  surface 
des  centres  de  carene  ou,  par  abreviation,  surface  (G).  Cetle 
surface  est  convexe  en  chacun  de  ses  points  :  l'indicatrice  des 
courbures  en  chaque  point  est  une  ellipse. 

Les  deux  surfaces  (F)  et  (O)  sont  definies  des  qu'on  connait  le 
volume  V  de  la  carene  et  la  surface  limitant  le  flotteur. 

651.  Th6orfemes  de  Bouguer  et  de  Dupin.  —  Premier  theorem e  : 
Le  point  de  contact  de  chaque  plan  de  jlottaison  FL  avec  la 
surface  enveloppe  (F)est  au  centre  de  la  Jlottaison  correspon- 
dante. 
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Pour  le  de^nontrer,  nous  nous  appuierons  sur  le  theoreme  de 
Geometrie  suivanl  : 

Si  Von  considere  tin  plan  tangent  a  tine  surface,  le  point 
de  contact  se  trouve  sur  la  droite  dy  intersection  de  ce  plan  avec 
tin  plan  tangent  quelconque  in fini merit  voisin, 

Soient  ( jig-  3 17)  deux  floltaisons  infiniment  voisines  FL  etF'L' 
dont  les  plans  font  entre  eux  un  angle  8;  prenons  un  systeme 
d'axes  rectangulaires  forme*  par  I 'intersection  OX  des  deux  plans, 


Fig.  3i7. 


la  perpendiculaire  OY  dans  le  plan  FL,  enfln  la  perpendicu- 
laire  OZ  a  ce  plan  vers  le  bas.  Les  deux  flottaisons  etant  iso- 
carenes,  les  volume^  des  onglets  LOXL'  et  FOXF'  sont  egaux. 
Soient  d*  un  element  du  plan  des  XY  place  en  e,  X  et  Y  ses  coor- 
donnees,  et  soit  Z  la  cote  correspondante  ee'  du  plan  F'L'jona 
evidemment 

Z  =  Y  ian^8. 

Pour  l'onglet  de  gauche  FXF',  Z  est  positif  et  le  volume  de  cet 
onglet  est 

SS%4h 

l'inlegrale  elantelendue  aux  elements  d?  places  a  gauche  de  OX  ; 
pour  l'onglet  de  droite  LXL',  Z  est  n^gatif  et  le  volume  de  eel 


900  KQUILIBRE  KT  M0l  VF.Mfc.NT  DES  MILIEUX  CONTINUS. 

onglet  est 

-ffZ(h> 

fint^grale  etant  etendue  aux  elements  ds  a  droite  de  OX. 

Ces  deux  integrates  e*lant  egales,  leur  difference  est  nulle,  et 

Von  a 

f  f  Zcii  =  o, 

cette  derniere  integrate  etant  etendue  a  toule  la  flottaison  FL. 
Remplagaut  Z  par  YtangS  etsupprimant  le  facteurconstant  tangO, 
on  a  finalement 

/XYrf*=o- 

I'inllgrale  etant  etendue  a  toute  la  flottaison.  Mais  celle  Equation 
signifie  que  le  centre  de  la  flottaison  FL  est  sur  OX,  c'est-a-dire 
sur  1'intersection  de  cette  flotlaison  avec  une  flottaison  quelconque 
in  liniment  voisine. 

Le  the'oreme  est  done  de"montre. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  designerons  par  O  le  centre  de  la  flot- 
taison FL,  point  de  contact  de  la  flottaison  avec  la  surface  (F).  La 
droite  OX,  intersection  des  deux  plans  infiniment  voisins  FL 
et  F'L',  est  Vaxe  d' inclinaison  dans  le  passage  de  la  flottaison  FL 
a  F'L'.  Voici  la  raison  de  cette  denomination. 

On  peut  se  representer  physiquement  la  figure  3 1 6  de  la  facon 
suivante  :  Supposons  d'abord  le  flotteur  iminerge  dans  l'eau  jus- 
qu'a  la  flottaison  FL,  puis  ecartons-le  infiniment  peu  de  cette 
position,  en  l'inclinant,  facon  que  le  volume  immerge  V  reste 
le.  mime;  le  plan  de  la  surface  libre  prendra,  parrapport  au  corps, 
une  nouvelle  position  F'L'.  Pour  oblenir  la  nouvelle  position  du 
corps,  il  suflirait  d'incliner  la  figure  de  fagon  que  le  plan  F'L' 
devint  horizontal. 

Dans  ces  deux  positions  successives  du  corps,  l'axe  OX  reste 
horizontal;  on  peul  done  imagincr  que  Ton  passe  de  la  premiere 
position  a  la  seconde  en  faisant  tourner  le  corps  d'un  angle  infU 
niment  petit  0  autour  de  faxe  OX.  A  chaque  position  du  corps 
infiniment  voisine  de  la  premiere,  sous  la  condition  que  le  volume 
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immerge*  V  reste  le  me*me,  correspond  ainsi  un  axe  d'inclinaison  OX 
passant  par  le  centre  O  de  la  flottaison  FL. 

Pratiquement,  on  peut  incliner  un  flotteur,  un  navire  par 
exemple,  de  facon  a  lui  faire  prendre  des  positions  dans  lesquelles 
la  carene  conserve  toujours  le  me  me  volume.  II  suffit  pour  cela  de 
modifier  la  distribution  interieure  du  chargement;  le  navire  prend 
alors  diverses  positions  d'e'quilibre  qu'on  peut  faire  varier  d'une 
maniere  continue;  mais,  comme  son  poids  n'a  pas  change^  le 
volume  immerge*  est  toujours  le  mSme. 

6o2.  Deuxi6me  th6or&me.  —  Le  plan  tangent  en  un  point  C 
de  la  surface  des  centres  de  car  hie  est  par  allele  au  plan  de 
flottaison  correspondant  FL  ( 1 ). 

Soient  C  le  centre  de  la  carene  detached  par  FL,  C  le  centre  de 
la  carene  d^tachee  par  F'L'  (fig-  3 17).  Ges  deux,  carenes  ont  une 
partie  commune  situee  au-dessous  de  F'XL  dont  nous  appellerons 
le  centre  A  et  le  volume  a.  Les  deux  onglets  LXL';  FXF'  sont 
equivalents;  nous  appellerons  leurs  centres  respectifs  B  et  R'  et 
leur  volume  commun  b. 

Cela  pose*,  le  point  G  est  le  centre  de  I'ensemble  des  volumes  a 
et  b  ayant  leurs  centres  respectifs  en  A  et  B ;  on  a  done 

CA  _  b 
Gli  ~  a' 

De  meme,  C'  est  le  cenlre  des  volumes  a  et  b  ayant  leurs  centres 
en  A  et  B';  d'ou 

C'A  _  b 
C~B'  ~~  a' 

Les  points  C  et  C'  divisant  AB  et  AB'  dans  le  meme  rapport, 
la  droite  CC'  est  parallele  a  BB'  et  dirigee  dans  le  m£me  sens 
que  BB'. 

Si  la  flottaison  F'L'  se  rapproche  indefiniment  de  FL,  les  points 
B  el  B'  qui  sont  compris  entre  les  deux  flottaisons  tendent  a  se 


(')  Cette  proprie^e"  fut  6nonc£e  et  demontr^e  par  Bouguer,  en  1746,  aux  pages 
v5g  et  270  de  son  Traite  du  Navire,  de  sa  construction  et  de  ses  mouvements> 
a  Paris,  quai  des  Augustins,  chez  Jombert. 
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placer  dans  le  plan  FL;  le  point  C  tend  vers  C  et  la  droite  CC 
parallele  a  HIV  tend  vers  une  position  limite  parallele  au  plan  FL. 

Cette  position  limite  est  tangenle  a  la  sufface  des  centres  de 
carene  en  C  *  ainsi  les  langentes  a  la  surface  (C)  en  un  point  C 
sont  paralleles  an  plan  de  flottaison  correspondant  FL.  Ce  qui 
de*montre  le  theoreme 

Remarque.  -  -  La  surface  (C)  est  convexe  en  chacun  de  ses 
points  :  cela  veut  dire  que,  dans  le  voisinage  d'un  de  ses  points  C, 
elle  est  d'un  mdme  c<Ue  du  plan  tangent  en  C.  En  eflel,  le  plan 
tangent  en  C,  CH  {fig.  3 1 7),  est  parallele  a  FL;  la  droite  BB'  va 
d'un  point  B  situe  au  -dessous  de  FL  a  un  point  B'  situe  au-dessus. 
La  droile  CO  de  meme  sens  que  BB'  est  done  au-dessus  du  plan 
tangent  CH,  et  le  point  C  est  lou jours  au-dessus  de  ce  plan  tan- 
gent, quelle  que  soit  la  flottaison  F'L'  voisine  de  FL.  L'indicatrice 
des  courbures  en  C  est  done  toujours  une  ellipse. 

653.  Definition  des  m6tacentres.  —  Gonsiderons  comme  prece- 
deminent  la  flottaison  dans  deux  positions  infiniment  voisines, 
1'axe  d'inclinaison  pour  passer  de  la  premiere  a  la  deuxieme 
etant  OX  ( fig.  3 1 7 ) .  Menons  les  normales  CN  el  C'N'  a  la  sur- 
face (C)  aux  deux  centres  de  carene  C  et  C  correspondant  a  ces 
deux » positions.  Tracons  la  perpendiculaire  commune  jjlu.'  a  ces 
deux  normales;  le  point  u.  est  le  metacentre  correspondant  a  1'axe 
d'inclinaison  OX. 

On  peut  remarquer  que  jjljx'  est  parallele  a  OX,  car  les  deux 
normales  GN  et  C'N'  sont  respectivement  perpendiculaires  aux 
deux  plans  de  flottaison  FL  et  F'L'. 

654.  Troisifeme  theoreme.  —  Le  meiacentve  u.  est  situe,  en 
general,  entre  les  deux  centres  de  courbure  principaux  M  et  m 
He  la  surface  (C)  re /at  if s  au  point  C  :  il  coincide  avec  Vuu 
d'eux,  M  ou  m,  quand  V axe  d'inclinaison  est  parallele  a  une 
des  directions  principalcs  de  la  surface  (C)  au  point  C. 

Ce  theoreme  exprime  une  proprieto  generale  des  surfaces 
courbes.  La  surface  (C)  etant  convexe  au  point  C,  prenons  ce 
point  comme  origine  d'un  systeme  d'axes  (fig.  3 18),  comme  axe 
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des  z  la  normale  CN  du  c6te  06  se  Irouve  la  surface,  comme  axes 
des  x  el  des  y  les  directions  principales  en  C. 

Appelons,  suivanl  l'usage,  p,  q,  r,  s,  t  les  d^riv^es  parlielles 
premieres  el  deuxiemes  du  z  d'un  point  de  la  surface  par  rapport 

Fig.  3i8. 


a  x  et  y,  et  affectons  de  Pindice  o  les  valeurs  de  ces  quantite*s 


a  l'origine  G. 


D'apres  le  choix  des  axes,/>0,  q0,  s0  sont  mils,  et  Ton  a,  en 
developpant  z  par  la  formule  de  Mac  Laurin,  pour  de  petites 
valeurs  de  x  el  r, 


(0 


(r0  x*-ht0y*) 


011  /  o  el  tQ  sont  posilifs,  les  rayons  de  courbure  principaux  en  C, 
CM  et  Cm  ajant  pour  valeurs  et  ~»  Les  equations  de  la  normale 
CN'  au  point  C(x,y,  2)  sont 


(C'iVj 


Y- 


La  perpend  icu  la  ire  jjljjl'  a  pour  projection  sur  le  plan  des  xy  la 
perpend iculaire  Cv  a  la  projection  de  CN'  sur  ce  meme  plan.  Le 
plan  r-  ujx'  a  done  pour  equation 


pX  +  qY 


En  associanl  eelte  Equation  aux  equations  de  CN',  on  endeduil 
coordonnees  du  point  u'.  Cherchons  en  particulier  le  Z  de  ce 
poini .  qui  or  le  ineine  que  celui  de  jjl.  Nous  avons,  en  tirant  X  et  Y 
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des  Equations  (CN')  pour  les  porter  dans  ^equation  (Cv), 


ou,  d'apres  les  valeurs  de  p  et  q  tirees  de  (i), 

z  _.  -  .  /'o^+<o.r^---' 

"  ~^  r\ x"1  -f-  ^j2-4-. . .  ' 
Quand  O  tend  vers  G,  «  tendent  vers  zero  et  le  rapport  ^ 

3/ 

tend  vers  une  limite  tanga,  a  etant  Tangle  que  fait  avec  Ox  la 
direction  limite  de  CO,  c'est-a-dire  la  langente  en  G  a  la  courbe 
suivant  laquelle  C  tend  vers  G. 
On  a  ainsi 

r0  -4-  ta  lang'a 


1  i  in  /  =  C  \j.  = 


rj; -+-/*,  tang*  a 


La  valeur  limite  de  Cu  est  done  comprise  entre  —  et  —  >  e'est- 

a-dire  entre  CM  et  Cm;  elle  est  egale  a  Tune  de  ces  quantiles 

quand  a  est  egal  aooua^i  c'est-a-dire  quand  la  direction  limite 

de  CO  est  une  direction  principale  de  la  surface  en  G. 

Les  centres  de  courbure  M  et  m  correspondent  au  maximum  et 
au  minimum  de  Cu  s'appellent  le  grand  et  le  petit  metacentre 
relatifs  au  point  G. 

Remarque.  —  La  direction  limite  de  CO,  de  coefficient  angu- 
laire  tanga,  et  la  direction  limite  de  la  perpendiculaire  com- 
mune uu'  ou  de  sa  parallele  OX  sont  con  j uguees  par  rapport  a  la 
conique  indicatrice  des  courbures  de  la  surface  (C)  au  point  G. 

En  elfet,  la  conique  indicatrice  des  courbures  est  actuellement 
I'ellipse 

L'equation  de  la  droite  Cv  parallele  a  uu'  est 
on j  d'apres  les  valeurs  de  p  et  q, 
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Quand  x  et  y  lendent  vers  zero,  de  fa^on  que  ^  tende  vers 
Lang  a,  cette  equation  devient 

/•0X  ■+■  t0  Y  tang  a  —  o, 

ce  qui  est  Tequation  du  diametre  conjugue  de  la  direction  de  coef- 
ficient angulaire  tanga  dans  l'indicatrice. 

Ce  fait  resulte  aussi  geometriquement  de  ce  que  est  parallele 
a  l'intersection  des  plans  tangents  en  C  et  C  (flieoreme  des  tan- 
gentes  conjuguees). 

655.  Quatrifeme  theor&me.  —  Soit  I  le  moment  d'inertie  da 
f'aire  de  la  flottaison  par  rapport  a  un  axe  di inclinaison  OX. 
le  metacentre  correspondant  jjl  est  a  line  distance  de  C 


Cu  =  ~ 


Considerons,  co mine  plus  haut,  un  plan  de  llottaisan  horizon- 
tale  FL  et  un  plan  inlininient  voisin  F'L'  faisanl  avec  lui  Tangle  H 
et  le  coupant  suivant  I'axe  d'inclinaison  OX. 

Pour  simplilier,  nous  representerons  seulement  (  /i^*-  3 1 ^)  la 
projection  de  la  figure  de  l'espace  sur  le  plan  mene  par  la  normale 
ClN  parallelement  a  la  normale  infiniment  voisine  C'N'.  On  peut 

Fig.  319. 
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determiner  ce  plan  de  projection  en  menanl  par  le  metacentre  y. 
(  fig-  3' 8)  la  droite  u/*'  parallele  a  C'N';  le  plan  fi'jjt.N  est  le  plan 
demands  parallele  aux  deux  normales ;  il  est  perpend  icu  la  ire  a  jjljjl' 
et,  par  suite,  a  Taxe  d'inclinaison  OX.  L'angle  Nut/i'  est  egal  a  0. 
Nous  appellerons  c'  la  projection  de  C  sur  ce  plan;  la  droite  c' /it' 
est  alors  la  projection  de  la  normale  C'N'. 
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Prenons,  comme  prec^demment  (n°  651  j,  pour  axe  0\  une 
perpendiculaire  a  OX  dans  le  plan  FL  et  pour  axe  OZ  une  verti- 
cale  descendante;  l'axe  OX  perpendiculaire  au  plan  de  projection 
sera  represente  {fig-  3 19)  par  un  point. 

AppelonsX,  Y,  Z  les  coordonnees  d'un  point  e'  011  f  du  plan 
de  la  flottaison  F'L'  par  rapport  a  ces  axes,  en  remarquant  que 
Ton  a 

Z  =  Y  tangO. 

Soit  dv  un  element  d'aire  de  la  flottaison  FL  place  en  e  ou  /,  le 
moment  d'inertie  de  la  flottaison  par  rapport  a  Taxe  OX  est 

!=//*»■*, 

1'integrale  elant  Vendue  a  toute  la  flottaison. 

Cela  pose,  appliquons  a  lous  les  elements  de  la  premiere  carene, 
limitee  par  le  plan  horizontal  FL,  des  forces  Actives  verticales 
ascendantes  egales  a  ces  elements  :  ces  forces  ont  une  resultante 
GV  egale  a  leur  somme  V  appliquee  au  centre  de  carene  G  et 
dirig^e  suivant  GN.  Appliquons  de  m&me  aux  elements  de  volume 
de  la  deuxieme  carene  des  forces  fictives  verticales  descendants 
egales  a  ces  elements  :  ces  forces  ont  une  resultante  unique  C'V 
egale  a  leur  somme  V  et  dirigee  verticalement  vers  le  bas.  Len- 
semble  de  toutes  ces  forces  Actives  appliquees  aux  elements  de 
volume  des  deux  carenes  est  done  equivalent  au  couple  GV,  G'V 
dont  le  bras  de  levier  est  C'D,  distance  de  C'  a  la  normale  GN. 
Mais,  d'autre  part,  les  forces  fictives  appliquees  aux  elements  de 
volume  communs  aux  deux  carenes  se  detruisent  deux  a  deux, 
puisque  a  chacun  de  ces  elements  sont  appliquees  deux  forces 
egales  etopposees*,  il  ne  reste  done  que  les  forces  fictives  appli- 
quees aux  elements  des  deux  onglels  FXF'  elLXL'.  A  un  cylindre 
elementaire  ee'  de  base  dv  el  de  hauteur  Z  du  premier  onglet  est 
appliquee  une  force  verticale  ascendante  egale  au  volume  Z  dr  de 
ee  cylindre;  le  moment  decette  force  par  rapport  a  OXestYZefo; 
de  rafime,  a  un  cylindre  elementaire  ff  du  deuxieme  onglet  ayant 
pour  base  d?  est  appliquee  une  force  verticale  descendante  egale 
au  volume  de  ce  cylindre  :  le  moment  de  cette  force  par  rapport 
•a  OX  est  encore  \'Adv. 
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Les  forces  appliquees  aux  elements  des  deux  onglels  elant  equi- 
valences au  couple  CV,  G'V,  la  somme  de  lews  moments 


is 


YZrfj 


par  rapport  a  OX  est  egale  a  la  projection  de  l'axe  da  couple  sur 
OX,  ou  encore  au  moment  de  la  projection  du  couple  sur  un  plan 
perpendiculaire  a  OX,  c'est-a-dire  prccisement  sur  le  plan  de  la 
figure  319. 

Les  forces  X  el  V  se  projettent  en  vraie  grandeur  sur  ce  plan, 
le  point  C  se  projetle  en  c'  et  le  bras  de  levier  G'l)  en  c'D.  Le 
moment  du  couple  projete  est  done  V.c'D,  et  Ton  a 


YZ  rf<r  =  Vc'D. 

Mais  comme  cliaque  ordonnee  Z,  telle.que  ee'  ou  ff est  egale 
tangO  I*     Y2«'t  =  Vc'  D, 


a  Y  lang9,  on  a 


d'oii 


I      ,.  c'D 
inn 


V  tangO 


D  ailleurs  le  triangle  uDc',  dans  lequel  Tangle  u  esi  egal  a  0, 
donne 

^       n  • 

 7  =  D  u.  : 

tangO         '  ' 

le  point  D  elan!  inliniment  voisin  <le  C,  la  limite  de  Du,  est  egale 
a  celle  de  Cu»  et  Ton  a  linalement 

I 

^  V 

Le  the  ore  me  est  done  demonlre. 

Quand  l'axe  d  inclinaison  varie  en  tournant  autour  du  point  O, 
eentre  de  la  llottaison.  1  varie,  le  point  u  change  de  position  sur 
la  normale  . 

D'apres  ce  qui  precede,  ce  point  est  cons ta mine  11  i  compris  entre 
le  grand  et  le  pel  it  metaccntre  M  el  m  et  se  confond  a\ec  I  nn 
d'eux  quand  la  direction  limite  de  CC  coincide  avec  une  direction 
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principale  de  la  surface  (C)  au  point  C,  c'est-a-dire  avec  un  des 
axes  de  1'ellipse  indicatrice  des  courbures  en  C.  On  en  conclul 
ais^ment  que  ce  fait  a  lieu  au  moment  oil  I'axe  d'inclinaison  lui- 
mdme  est  parallele  a  une  des  directions  principals  relatives  au 
point  G.  En  eflfet,  nous  avons  vu  plus  haut  que  la  direction  li- 
mile  GG'  et  I'axe  d'inclinaison  OX  sont  paralleles  a  deux  diametres 
conjugue's  de  la  conique  indicatrice  en  G.  Si  done  GG'  coincide 
avec  une  direction  principale  en  G,  I'axe  d'inclinaison  est  parallele 
a  l'autre  et  reciproquement. 

Pour  reprdsenter  la  variation  du  moment  d'inertie  I  dc  l'aire  de 
la  flottaison  par  rapport  a  des  axes  OX  situes  dans  son  plan  et  pas- 
sant par  son  centre  O,  il  suffit  de  considerer  I'ellipsoVde  d'inertie 
de  l'aire  de  la  flottaison  relatif  au  point  O  (Chap.  XVII);  eel 
ellipsoide  a  evidemment  pour  plan  de  svmetrie  le  plan  de  la  flot- 
taison qu'il  coupe  suivant  une  ellipse  qu'on  peut  appeler  Ycllipsr. 
centrale  cVinertie  de  la  flottaison.  Les  directions  de  I'axe  d'in- 
clinaison, qui  donnent  les  moments  d'inertie  maximum  et  mini- 
mum, correspondent  alors  au  petit  et  au  grand  axe  de  celte  ellipse. 
Soit  10  le  minimum  de  I,  le  petit  melacentre  m  est  a  une  hauteur 


Les  directions  principales  de  la  surface  (  G)  en  G  sont  paralleles 
aux  axes  de  1'ellipse  centrale  d'inertie  de  la  flottaison. 

La  seule  connaissance  de  la  flottaison  permet  done  de  deter- 
miner M,  m  et  les  directions  principales  de  la  surface  (G)  en  C. 

056.  Positions  d'equilibre  du  flotteur.  —  Dans  Tequilibre,  la 
parlie  immergce  est  une  carene  de  volume 


la  surface  de  flottaison  est  done  tangente  a  la  surface  libre  du  li- 
quide  FL  supposee  prolongee  dans  le  flotteur  (jig.  En  outre, 

la  droite  GG  est  verlicale,  c'esl-a-dire  perpend iculaire  a  FL  :  elle 
est  done  normale  en  G  a  la  surface  des  centres  de  carene,  puisque 
le  plan  tangent  en  G  a  celte  surface  est  parallele  a  FL. 

Done  le  centre  de  carene  correspondant  a  une  position  d'equi- 
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libre  est  le  pied  d'une  normale  menee  du  centre  de  gravite  G  a  la 
surface  des  centres  de  carene. 

R^ciproquement,  a  chaque  normale  GG  menee  de  G  a  la  sur- 
face (G),  correspondra  une  position  d'equilibre  obtenue  en  immer- 
geant  la  carene  dont  le  cenlre  est  au  pied  G  de  la  normale  consi- 
de>e*e.  Dans  cctle  position,  le  centre  de  gravity  peut  se  trouver  soit 
au-dessus,  soit  au-dessous  de  C. 

Parmi  les  positions  ainsi  obtenues,  les  unes  sont  stables,  les 
a  litres  instables.  Les  positions  d'equilibre  inslables  ne  peuvent 
pas  etre  realisees  :  le  ftotteur,  place  dans  une  position  instable, 
chavire  au  bout  d'un  temps  tres  court.  Les  seuies  positions  dans 
lesquelles  il  puisse  reellement  flolter  sont  les  positions  slables. 

657.  Premier  apercu  sur  la  stability.  —  Imaginons  que  le  corps 
soit  en  equilibre  dans  une  certaine  position,  le  plan  de  flottaison 
etant  FL  :  la  droite  GG  est  alors  perpendiculaire  a  FL  et  normale 
en  G  a  la  surface  (G). 

Ecarlons  le  corps  infiniment  peudecetle  position  d'equilibre  de 
telle  facon  que  la  carene  conserve  le  meme  volume  V,  et  soient 
OX  1'axe  d'inclinaison  correspondanl ,  F'L'  la  nouvelle  position 
de  la  surface  libre  par  rapport  au  corps,  G'  le  nouveau  centre  de 
carene. 

Nous  representons  encore,  dans  la  figure  820,  la  projection  de 
la  figure  de  1'espace  sur  le  plan  mene  par  GN  perpendiculairemenl  u 


Fig.  Sao. 

N 


I'axe  d'inclinaison.  Le  point  G'se  prujelle  en  c'etla  normale  G'N' 
en  c' n' ;  le  metacentre  u.  est  a  l'intersection  de  GN  et  cV.  Dans 
ceite  nouvelle  position,   le  corps  est  sollicile  par  son  poids  P 
A.  —  III.  il\ 
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applique  en  G  et  par  la  pousse>  R  £gale  et  opposee  a  P  appliquee 
en  G'j  ces  deux  forces  sont  d'ailleurs  perpendiculaires  a  F'L/.  On 
voit  des  lors  que,  si,  comme  dans  la  figure,  G  est  au-dessus  de  {jl, 
le  couple  P,  H  tendrait  a  Pearler  le  corps  encore  davantage  de  sa 
position  d'equilibre.  Pour  que  1'equilibre  soit  stable,  il  faut  done 
queG  soit  au-dessous  de  u;  et,  comme  ce  fait  doit  avoir  lieu  pour 
to ute s  les  directions  de  Caxe  d'inclinaison,  il  faut  que  G  soit 
au-dessous  du  petit  metacentre  m.  On  a  ainsi  une  condition  ne- 
cessaire  de  la  stabilite.  Mais  noire  raisonnement  ne  permet  pas  de 
voir  si  elle  est  suffisanle,  car  il  faut,  pourcela,  voir  ce  qui  se  passe 
quand  on  ecarle  le  systeine  entier,  corps  et  liquide,  de  la  position 
d'equilibre  d'une  fa  con  quelconque. 

Nous  monlrons  plus  loin  que  cette  condition  est  suffisanle  pour 
la  stabilite. 

658.  Stabilite  de  1'equilibre.  Methode.  Nous  avons  vu 
(Chap.  XXIV)  que,  lorsqu'un  sjsteme  pesant  quelconque  est  en 
^quilibre,  la  condition  necessaire  et  suffisanle  de  la  stability  de 
1'equilibre  est  que  le  centre  de  gravite  du  sysleme  soit,  dans  la 
position  consideree,  le  plus  bus  possibley  e'est-a-dire  plus  bas  que 
dans  toules  les  positions  infiniment  voisines. 

On  peul  rainener  l'clude  des  positions  d'equilibre  d'un  flofleur 
a  l'elude  des  positions  d'equilibre  d'un  corps  pesant,  limite  par 
une  surface  courbe,  par  laquelle  il  est  assujelli  a  rester  en  contact 
avec  un  plan  horizontal  fixe. 

Pour  cela,  on  etablit  que  V orientation  du  Jlotteur  dans  les 
positions  d'equilibre  et  la  nature  de  ces  positions  (stabilite  ou 
instability)  sont  les  memes  que  si  le  Jlotteur  reposait  sur  un 
plan  horizontal  fixe  par  la  surface  des  centres  de  carene. 

C'est  ce  que  nous  allons  inontrer,  en  etablissant  d'abord  les 
conditions  d'equilibre  d'un  corps  pesant  sur  un  plan  horizontal. 

65(J.  6quilibre  d'un  solide  pesant  sur  un  plan  horizontal. 

Soit  un  solide  pesant  invariablcmenl  lie  a  une  surface  (C),  con- 
vexe  en  tous  ses  points,  et  posee  sur  un  plan  horizontal  fixe 
{fig.  Sai,  I  et  11). 

Soienl  G  le  centre  de  gravite  du  corps,  Gil  sa  distance  au  plan 
lixe  :  les  positions  d'equilibre  stable  du  corps  s'obtiennent  en  de- 
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terminant  les  positions  dans  lesquelles  GH  est  minimum;  dans 
cet  ^nonce,  le  segment  GH  doit  £tre  regarde  comme  positif  ou 
comme  negatif  suivant  que  le  point  G  est  au-dcssus  ou  au-dessous 
du  plan  horizontal;  le  centre  de  gravite*  peut  passer  au-dessous 

Fig.  32i 


I  U 


du  plan  s'il  est  a  1'exteVieur  de  la  surface  (G)  comme  dans  la 
figure  3ai,  II.  Si,  dans  une  certaine  position,  GH  est  nn  maxi- 
mum, c'est  encore  line  position  d'equilibre,  mais  instable. 

Soit  C  le  point  de  contact  du  corps  avec  le  plan  horizontal; 
nous  allons  demontrer  que  les  conditions  necessaires  et  sujfi- 
santes  pour  qu'une  position  du  corps  soit  une  position  d'equilibre 
stable  sont  les  suivantes  : 

i°  Le  centre  de  gravile  doit  se  trouver  sur  la  no/  male  en  G 

(fig.  322). 

2°  //  doit  etre  place  au-dessous  des  deux  centres  de  courbure 
principaux  de  la  surface  relaiifs  au point  G. 

La  premiere  condition  est  evidenle,  car,  pour  qu'il  y  ait  £qui- 
libre,  il  faut  que  le  poids  du  corps  applique  en  G  soit  de'lruit  par 
la  reaction  du  plan  appliquee  en  G  :  le  poids  doit  done  passer 
par  C;  la  droite  GG  doit  elre  normale  au  plan. 

Gelte  premiere  condition  etant  remplie,  pour  que  l'equilibre 
soit  stable,  il  faut  et  il  suffit  que,  dans  la  position  consideree  du 
corps,  la  distance  du  point  G  au  plan  horizontal  fixe  soit  plus 
petite  que  dans  toute  position  infinimenl  voisine.  Au  lieu  de 
laisser  le  plan  tangent  fixe  et  de  deplacer  le  corps,  il  est  plus 
commode  de  regarder  le  corps  comme  fixe  dans  la  position  d'equi- 
libre et  de  deplacer  Je  plan  tangent.  II  faut  el  il  suffit,  pour  la 
slabililc,  que  la  distance  GG  du  point  G  au  plan  tangent  en  C 
soit  plus  petite  que  la  distance  GH  du  point  G  aux  plans  tangents 
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en  des  points  O  infiniment  voisins  de  C.  Prenons  comme  ori- 
gine  le  point  G,  comme  plan  des  xy  le  plan  tangent  en  C,  comme 
axes  des  x  et  des  y  les  directions  principals  de  la  surface  en  C, 
comme  axe  des  z  la  normale  Cz  dn  c6te  ou  se  trouve  la  surface. 

Fig.  322. 

Z 


Soient  .r,  }  ,  z  les  coordonnees  d'un  point  C'  de  U  surface,  voisin 
de  C;  en  employanl  les  memes  notations  que  plus  haut  (n°654), 
on  a 

(i)  .     *  =  ^(/vr|+^1)  -+-■••; 

les  ordonnees  des  deux  centres  de  courbure  principaux  M  el  m 

(grand  et  petit  melacentrcs)  sont  y  el 

Gela  pose,  appelons  £  le  z  du  centre  de  gravile  G  qui,  par  hvpo- 
these,  est  sur  Cz;  l'equation  du  plan  tangent  en  C  est 

Z  —  %  —p(\  —  t)  —  <y(  Y  —y)  =  o; 

la  distance  GH  du  centre  de  gravite  a  ce  plan  est 

GH  =(C-  i+fjT  +  qy){i+pt+q*)  +, 

ou  nous  devons  prendre  le  signe  -+-  dans  le  deuxieme  membrc, 
d'apres  laconvenlion  faite  plus  haut  pour  le  signe  deGH.  Eneflet, 
comme  au  point  G,  y,  5,  p,  q  sont  nuls ;  au  point  G',  voisin  de  G, 
ces  quuntites  sont  ires  pelites  et  l'expression  de  GH  a  le  meme 
signe  que  £;  elle  est  done,  d'apres  le  choix  des  axes,  positive  ou 
negative  suivant  que  G  est,  par  rapport  au  plan  tangent,  du  meme 
cote  que  la  surface  ou  de  I'aulre  c6le. 
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II  faut  mainlenant  exprimer  que  celte  expression  de  GH  est 
minimum  pour  x=y  =  o,  D'apres  ie  developpement  de  z,  on  a 

p  =  r0x-t-....       q  =  t0y+.. .. 
et  en  portant  dans  GH  : 

GH  =  h  +  ±(rQx*+  t0y*)  +. . .  J  (i  +  /J^t-u. .  .f » . 

Developpanl  la  puissance  —  l-  par  la  formule  du  binome,  faisant 

le  produit  et  ecrivant  seulement  les  termes  du  deuxieme  ordre  en  r 
et  en  r,  on  a 

Pour  que  la  valeur  £,  qui  correspond  a  x  ~ y  =  o,  soit  un 
minimum  de  GH,  il  faut  el  il  suffit  que  les  coefficients  de  x2  et  y2 
soienl  positifs^  c'esl-a-dire  que  Ton  ait  a  la  fois 

*  <  r-'       s>  <  r » 

ou  encore 

?<CM,  *<:/>*. 

Done,  il  laul  et  il  sut'lit  que  le  point  G  soit  a  la  fois  au-dessous 
des  deux  centres  de  courburc  principaux  M  et  m  relalifs  au  point  C, 
e'est-a-dire  au-dessous  du  petit  metacentre  /??. 

L  expression  de  GH  montre  que,  si  G  est  au-dessus  du  grand 
metacentre,  la  valeur  GC  de  GH  correspondant  a  x  =y  =  o  est 
un  maximum.  Si  G  est  place  entre  les  deux  inula  centres  M  et  m, 
la  normale  GC  n'est  ni  un  maximum  ni  un  minimum,  car  dans 
^'expression  de  GH  les  coefficients  de  x2  ely2  sont  de  signes  con- 
traires.  . 

Resume.  —  Pour  obtenir  les  positions  d'equilibre  d'un  corps 
pesant  reposanl  par  une  surface  (C)  sur  un  plan  horizontal  fixe, 
il  faut  mener  du  centre  de  gravite  des  normales  a  la  surface  (C): 
soient  GC,.  GC3,  .  .  .  ces  normales.  A  chacune  d'elles  GC  repond 
une  position  d'equilibre  obtenue  en  metlant  le  corps  en  contact 
over  le  plan  horizontal  par  le  point  C;  pour  que  cette  position 
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5oit  stable,  il  faut  el  il  suPlit  que,  dans  cette  position,  C  soit  au- 
dessous  du  petit  meiacenlre  relalif  au  point  de  contact  C. 

Remarque.  Dans  ceitc  theorie,  on  peut  supposer  indiffe- 
ntmment  le  point  G  a  l'exterieur  on  a  Tinl^rieur  de  la  surface  (C), 
a  condition  de  donner  1111  signe  a  GH,  comme  nous  l'avons  fait. 
Mais  si  cela  parait  plus  simple,  on  peut  loujours  remplacer  la 
surface  (G)  par  une  autre  contenanl  le  point  G  a  son  interieur. 

En  eflet,  conslruisons  une  surface  (C,)  parallele  a  (C),  obtenue 
en  portant  sur  les  normales  exterieures  a  (C)  une  longueur  con- 
stante  /.  Pendant  que  (C)  reste  en  contact  avec  un  plan  horizontal 
iixe  P,  (C, )  reste  en  contact  avec  un  plan  horizontal  fixe  P,  place 
a  une  distance  /  au-dessous  de  P,  et  re'ciproquemenl.  On  peut  done 
regarder  le  corps  conntie  assujetti  a  reposer  sur  un  plan  horizontal 
fixe  P,  par  la  surface  (C|),  et  Ton  peut  toujours  prendre  /  assez 
grand  pour  que  G  soit  a  I'interieur  de  (C,). 

Theorxme.  —  La  recherche  des  positions  d'equi/ibre  stable 
peut  se  ramener  a  la  recherche  des  plus  courtes  distances  du 
point  G  a  la  surface  (C). 

Nous  venous  de  voir  qu'on  obtient  les  positions  d'equiiihre 
stable  du  corps  en  cherchant  les  points  oil  le  plan  tangent  a  la 
surface  (C)  est  a  une  distance  minimum  du  centre  de  gravitc.  On 
peut  remplacer  ce  probleme  par  un  autre  quelqucfois  plus  simple 
et  chercher  les  points  de  la  surface  (C)  rels  que  leur  distance  au 
centre  degravite  soit  un  minimum.  En  eflet,  pour  montrerque  ces 
deux  problemes  sont  equivalents,  remarquons  d'abord  que,  pour 
que  la  distance  GO  du  point  G  a  un  point  G  de  la  surface  soit  un 
minimum  ou  un  maximum,  il  faut  que  GG  soit  normal  en  C.  Sup- 
posons  cette  condition  remplie  et  prenons  les  iri£mes  axes  que  plus 
haut;il  faut  montrer  {fig.  >*>ii)  que,  si  GG  est  un  maximum  ou  un 
minimum  du  segment  GH,  la  valeur  absolue  de  GC  est  aussi  un 
maximum  ou  un  minimum  de  la  distance  GG',  et  reciproquement. 
Or  on  a 

GC  ==  x-  -h  y%  \-  (  z  —  I  )* ; 

remplacons  z  par  son  de\eloppemeul  (i)  et  ordonnons  GG'  par 
rapport  aux  puissances  de  x  et      en  nous  bornant  aux  termes  du 


CHAPITHi:  XXXI.    -     HYDROSIATIOUE.  2l5 

deuxi&me  ordre.  Nous  avons 

Com  me  r0  el  tn  sont  posilifs,  celte  function  est  maximum  ou 
minimum  pour  x  -  o,  y  —  6,  aux  memes  conditions  que  la  fonc- 
fion  GH  detinie  par  Inequation  (2).  C'est  ce  que  nous  voulions 
monlrer  fPoijiCAn&,  Cinemalique  et  Mecanismes,  etc.,  p.  298 
el  suiv.). 

Representation  des  diverse*  positions  d'equilibre.  —  Nous 
empruntons  a  (.iu)ou  i'Theorie  da  /Vavire,  2*  edition,  p.  21) 
la  representation  suivanle  des  di  verses  positions  d'equilibre, 
representation  qui  a  ele  employee  pour  la  premiere  fois  par  Keech 
{Journal  de  VEcole  Poly  technique,  1 858 ) . 

Imaginons  une  sphere  liquide  ajant  pour  centre  le  point  G  que 
nous  supposerons  interieur  a  la  surface  du  solide  considers;  et 
concevons  que  celte  sphere,  ayant  d'abord  un  rayon  assez  grand 
pour  que  la  surface  entiere  soit  immergee,  vienne  a  s'assecher 
progressivement.  II  arrivera  un  premier  instant  ou  la  sphere 
deviendra  tangente  a  la  surface;  an  point  de  contact  corresponds 
evidemment  une  norniale  maximum  abaissee  du  point  (i  elr 
d'apres  ce  qu'on  vient  de  voir,  pour  ('orientation  correspondanfc  a 
cette  nonnale,  le  point  G  sera  au-dessus  du  grand  metacentre;  la 
sphere  continuant  a  se  desse'cher,  d'aulres  points  viendront  suc- 
cessivement  a  lleur  d'eau;  a  chacun  de  ces  soinmels  correspon- 
dent des  normales  de  meme  nature  que  nous  nommerons  nor- 
males  maxima.  Les  Hots  ainsi  formes  viendront  bientot  se 
rejoindre:  aux  points  de  jonelion  des  iles  correspondent  encore 
des  normales,  mais  pour  celles-ci  la  sphere  deerite  du  point  G 
sera  en  parlie  exlerieure,  en  parlie  interieure  a  la  surface,  el 
pour  les  orientations  correspondanles  ce  point  sera  compris 
enlre  les  deux  melacentres ;  nous  nommerons  ces  normales  des 
normales  mixlcs.  Enfin,  les  ilols  en  se  re'unissant  formeronl  des. 
lacs  qui  se  subdiviseroul  en  dautres  pluspetitsel  fin  iron  t  par  s'as- 
secher; aux  poinis  d'assechement  correspondront  des  normales 
que  nous  appellerons  normales  minima;  en  ces  points  la  sphere 
tangenle  sera  interieure  a  la  surface;  par  consequent,  pour  les 
orientations  suivant  ces  normales,  le  point  (r  sera  au-dessous 
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du  pelit  m^tacenlre.  Les  positions  d'equilibre  stable  seront 
celles  pour  lesquellcs  ces  normales  seront  verticales  el  dirige'es 
en  has. 

On  voit,  d'apres  cette  image,  qu'il  y  a  toujours  au  moins  une 
normale  maxima  et  une  minima,  c'est-a-dire  une  position  d'equi- 
libre  instable  el  une  stable. 

Oscillations  du  corps  ebranle.  puis  abandonne'  a  lui-meme.  —  Con- 
siderons  la  surface  podairc  de  la  surface  limile  (C)  par  rapport  au  centre 
de  gravite,  c'est-a-dire  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissees  du 
point  G  sur  les  plans  tangents. 

D'apres  ce  qui  precede,  les  normales  menees  du  point  G  a  cette  podaire 
sont  les  memes  que  les  normales  menses  du  point  G  a  la  surface  du  corps, 
et  les  normales  communes  sont  de  mcme  nature  (maxima,  minima  ou 
mixles).  De  plus,  chacun  des  rayons  vecleurs  GH  de  la  podaire  (Jig.  322) 
represente  la  hauteur  du  centre  de  gravite  au-dessus  du  plan  d'appui 
quand  le  corps  est  orientc  suivant  GH. 

Geci  pose,  placons  le  corps  sur  le  plan  fixe  dans  une  posilion  quelconque 
oil  le  cenlre  de  gravite  est  a  une  hauteur  h0  au-dessus  du  plan  et  impri- 
mons-lui  un  mouvement  iniiial  danS  lequel  les  divers  points  ont  des 
vitesses  c0,  puis  abandonnons-le  a  lui-meme.  A.  l'instant  t\  la  hauteur  de 
centre  de  gravite  sera  devenue  h  et  les  vitesses  des  divers  points  seront  v. 
Appliquons  au  mouvement  le  theoreme  des  forces  vives  de  l'instant  initial 
a  l'instant  /,  en  remarquanl  que  le  travail  du  poids  P  est  —  P( h  —  A0)  et  en 
designant  par  le  travail  des  resistances  passives  qui,  nul  au  debut,  est 
essentiellement  negatif ;  nous  aurons 


Le  terme  6|»  etanl  negatif  et  croissant  en  valeur  absoluc  avec  le  pre- 
mier membre  de  I'cqualion  va  en  diminuant;  ce  qui  revient  a  dire  que 
I'energic  du  sysleme  diminue  a  cause  des  resistances  passives.  Inrroduisons 
une  longueur  /  par  la  condition 

p  #  =  x-  ^  /m  o  +  p    -  ; 

celle  longueur  k  va  en  diminuant  avec  le  temps;  l'equation  des  forces 

vives 


:2 


nw*  ,  P/i  -  PA 
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inonire  d'ailleurs  qu'on  a,  a  chaque  instant, 


h  <  k. 

La  hauteur  h  du  centre  de  gravile  dans  les  oscillations  du  corps  a  done 
une  limite  superieure  k  qui  va  sans  cesse  en  diminuant.  Cmployons  alor*, 
a  Tegard  de  la  surface  podaire,  la  meme  image  que  plus  haut  pour  la  sur- 
face du  corps.  Si  1'on  considere  une  surface  liquide  de  centre  G  et  de 
rayon  X  ,  tous  les  rayons  vecteurs  de  la  podaire  plus  pet  its  que  k  tombent 
dans  un  des  lacs  determines  par  cette  sphere  el  la  podaire.  Or,  dans  les 
oscillations  du  corps,  la  distance  h  du  centre  de  gravite  au  plan  tangent 
horizontal  fixe  est  inferieure  a  /c;  a  chaque  instant,  1'axe  d'orieniaiion  du 
corps  est  done  compris  dans  Tun  des  cones  ayant  pour  base  Tun  des  lacs 
determines  dans  la  podaire  par  la  sphere  de  rayon  k.  L'absorption  de 
I'energie,  par  les  resistances  passives,  aura  pour  effet  d'ass£cher  progres- 
sivement  ce  lac,  qui  pourra  se  subdiviser  en  lacs  de  plus  en  plus  pelits, 
dont  Tun  conliendra  necessairement  I'axe  d'orientation ;  linalement  le  corps 
viendra  se  fixer  au  repos  suivant  l'axe  d'orientation  qui  correspond  a  la 
normale  minimum  aboutissant  au  fond  du  dernier  lac. 

Mesure  de  la  stabilite  d'une  position.  —  Supposons  le  corps  dans  une 
position  d'cquilibre  stable  oil  la  distance  du  centre  de  gravile  au  plan 
horizontal  fixe  ait  une  longueur  /.  Dans  celte  position  iniliale  lancons  le 
corps,  nous  aurons 

I  2  mi:t  +  V  h  =  ^2  P 1 

en  appelant,  comme  plus  haut,  h  la  hauteur  du  centre  de  gravite  au 
temps  t  et  (rp  le  travail  des  resistances  passives. 

Considerons  le  lac  d'oscillalion  initial  determine  par  la  podaire  et  la 
sphere  liquide  dont  le  rayon  Ar0  est  donne  par 

Pour  que  le  corps  puisse  chavirer,  il  faut  que  I'energie  imprimee 
~2|mt,'o  s0*t  l€"e  cIue  ce  'ac  comprenne  une  deuxi£mc  position  d'equi- 
libre.  Or.  si  I  on  suppose  que  la  sphere  liquide,  ayant  d'abord  pour  rayon 
la  normale  d'equilibre  /,  gonfle  progressivement,  le  lac  qu'elle  determine 
autour  de  eclte  normale  ne  conliendra  pas  d'autre  normale  tant  qu'il 
n'aura  pas  ete  uni  par  l  ouverture  d'un  isrhme  a  un  lac  voisin.  Par  suite, 
si  Ton  designe  par  /'  la  longueur  de  la  normale  mixte  allant  de  G  a  eel 
isthme,  il  suffit,  pour  qu'il  n'y  ait  pas  danger  dc  chaviremenl,  que  le 
rayon  k0  de  la  sphere  liquide  determinant  le  lac  d'oscillalion  initial  soil 
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moindre  que      c'est-a-diie  que  Ton  ait 

-2^nwl<  P(r-I). 

D'apres  cela  on  peut  dire  que  P(/' —  /)  represente  la  mesure  de  la  sta  - 
Hi  lit  e  de  la  position  d'equilibre  consideree  correspondent  a  la  normale 
minimum  /  (Guvou,  loc.  cit.,  p.  22-23). 

660.  Corps  flottants.  —  En  suivant  la  m^thode  de  Guyou, 
nous  allons  considerer  tin  liquide  contenu  dans  un  vase  fixe,  et 
chercher  dans  quelles  positions  du  systeme  le  centre  de  gravity 
de  r ensemble  du  flolteur  etdu  liquide  sera  a  une  hauteur  minima. 
Les  conditions  auxquelles  nous  parviendrons,  elant  independantes 
de  la  forme  et  de  la  grandeur  du  vase,  seront.  applicables  aux 
navires  flottant  sur  de  grands  bassins.  Nous  reprendrons  le  pro- 
bleme  a  son  origine  pour  le  traiter  entierement  a  ce  nouveau 
point  de  vue,  c'est-a-dire  sans  faire  appel  aux  resultats  que  nous 
a  fournis  ('application  du  principe  d'Archimede. 

Premiere  condition  :  La  surface  libre  du  liquide  doit  etre 
horizontale.  —  Supposons,  en  efFet,  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi; 
quelle  que  soit  la  position  du  flotteur,  on  pourra  tou  jours  ima- 
giner  un  plan  horizontal  coupant  les  creies  des  vagues  de  telle 
facon  que  le  volume  du  liquide  silue  au-dessus  de  lui  soil  egal  a 
celui  des  vides  laisses  au-dessous;  alors,  si,  sans  deranger  le  flor- 
teur,  on  versa  it  progressivement  les  masses  liquides  siluees  au- 
dessus  du  plan  dans  les  creux  silues  au-dessous,  on  rendrait  la 
surface  libre  horizontale  et  Ton  abaisserait jd'une  maniere  continue 
le  centre  de  gravile  du  systeme.  Ce  point  ne  serait  done  pas  a  une 
hauteur  minima  ( ' ). 

Deuxieme  condition  :  Le  poids  du  liquide  deplace  doit  etre 
egal  au  poids  du  flotteur.  Pour  demontrer  celle  proposition, 
nous  ferons  voir  que,  quelle  que  soit  C  orientation  du  flotteur 
dans  I'espnce,  si  on  le  descend  parallelement  a  lui-meme  dans  le 
liquide  a  surface  libre  horizontale,  le  centre  de  gravile  du  systeme 


(  1 )  Cc  mode  de  rdisonnement  a  d ej a  ete  employe  par  Huygens  {toe.  cit..  n°  648). 
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descend  tant  que  le  poids  du  liquide  deplace  est  moindre  que 
cdui  du  flotteur,  pour  s'elever  ensuite  a  parlir  de  l'inslant  ou  ces 
deux  poids  sont  devenus  ^gaux. 

II  est  evident  que,  tant  que  le  flotteur  descend  en  restant  au- 
dessus  de  la  surface  libre.  le  centre  de  gravity  du  systeme  descend ; 
mais,  lorsque  le  flotteur  commence  a  plonger,  le  niveau  du  liquide 
s'eleve,  el  le  centre  de  gravite"  du  liquide  monte  tandis  que  celui 
du  flotteur  descend.  II  faut  alors  analyser  le  ph<*noinene  de  plus 
pres,  pour  voir  comment  se  coniporte  le  centre  de  gravite  du 
systeme. 

Appelons,  eomme  plus  haut,  Pie  poids  du  flotteur,  V  le  volume 
im merge,  P'  le  poids  du  liquide  et  m  le  poids  de  I'luiUe"  de  volume 
du  liquide.  Nous  allons  montrer  que,  si  l'on  enfonce  le  flotteur 
verticalement  d'une  qiiantite  infiniment  petite  h,  le  centre  de 
gravite  du  liquide  renionte  de  la  quantite 

T7"' 


Pour  cela,  nous  supposerons  d'abord  que  le  flolleur  est  un  cy- 
lindre  droit,  a  aretes  verticales  :  deux  cas  sont  a  distinguer  suivant 
que  le  cylindre  est  partiellement  ou  totalement  plonge\  Prenons 
( fig.  323)  un  cylindre  a^yo  partiellement  plonge*  :  soient  /  la  lon- 


Kig.  3*3. 


gueur  ij.  de  la  parlie  immergee,  t  la  section  droile;  le  volume 
immerge  v  est  1 7.  Quand  on  enfonce  le  cylindre  de  A,  la  base  aji 
prend  la  position  ot'[l\  I'element  liquide  a^a'^'  est  chasse  elle  niveau 
du  liquide  s'eleve  infiniment  pen.  Prenons  un  plan  des  xy  hori- 
zontal, un  axe  O  :  verlical  ascendant  et  appelons  £'  le  z  du  cenlre 
de  gravite1  du  liquide  quand  le  cylindre  est  dans  la  premiere  posi- 
lion  a£yo.  Decomposons  le  liquide  en  elements  de  volume  de 
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poids  p  et  d'ordonndes  s,  et  appelons  en  particulier  px  et  z%  le 
poids  et  l'ordonntfe  de  l'ellmenL  place*  en  a|3a'£'.  Le  thSoreme  des 
moments  donnc 

(3)  PT  = 

Une  fois  le  cjlindre  enfonce  jusqu'en  a'$',  la  disposition  du 
liquide  est  la  me'ine  que  si  le  liquide  qui  occupait  primitivemenl 
l'eMement  apa'^'  etait  suppriine  et  verse  sur  la  surface  libre  oil  son 
ordonnee  deviendrait  z,-h/,  tons  les  autres  elements  de  poids p 
et  d'ordonnees  z  restant  dans  les  memes  positions.  Soit  s'+.8IJ' 
la  nouvellc  ordonnee  du  centre  de  gravite  du  liquide;  on  a 

(4)  P'(Z+li')  =  Pi(*t  -o-+-2/?5' 

d'ou,  en  retranchant  el  remarquant  que  pt.  poids  de  l'6l£ment 

ajJa'ji',  est  egal  a  mhv, 

la  formule  est  ainsi  demontree  pour  ce  ens. 

On  Tetablit  de  meme  pour  le  cas  d'un  cylindre  en  ti  ©rem  en  I 
immerge  abed  qu'on  enfonce  de  //,  de  facon  a  l'amener  de  abed 
en  a' b' c' d'  {fig-  3a3).  Si,  ronservant  les  notations  precedentes, 
on  appelle  I  la  longueur  totaledu  cjlindre,  le  volume  immerge  est 
v  =  rtl  :  dans  la  position  abed  du  cylindre,  1c  z  du  centre  de  gra- 
vity du  liquide  est  encore  donne  par  la  formule  (3),  oil  px  et  zx  se 
rapportent  a  l'elcment  aba'b'.  Une  fois  le  cylindre  enfonce,  Id 
disposition  du  liquide  est  la  meme  que  si  l'elemenl  liquide  aba'  b' 
etait  supprime  et  transports  en  ede'd'  ou  son  ordonnee  devien- 
drait z{  -+-  /,  tons  les  autres  elements  restant  dans  les  memes  posi- 
tions. La  nouvelle  ordonnee  du  centre  de  gravite  du  liquide  esi 
done  encore  donnee  par  la  formule  (4),  d'oii  r^sulre  la  meme 
valeur(5)  pour 

II  est  maintenant  facile  d'etablir  le  meme  resultat  pour  un  flot- 
teur  de  forme  quelconque  que  Ton  enfonce  verticalcment,  d'un 
mouvement  de  translation,  d'tine  quantite  infiniment  petite  h  :  on 
peut  toujours  decomposer  ce  flotteur  en  cylindres  eUmenlaires 
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verticaux  de  sections  infiniment  petites  (fig-  323);  appelons  vt, 
e2,  . . .,  vH  les  volumes  des  parties  immergees  de  ces  cylindres.  Au 
lieu  d'enfoncer  le  Hotteur  tout  d'une  piece  de  h  pour  voir  I'eflet 
produit  sur  le  centre  de  gravite"  du  liquide,  on  peut  enfoncer  suc- 
cessivement  de  h  tous  les  cylindres  eldmentaires.  Mais,  d'apres  ce 
qui  precede,  en  enfoncant  le  premier  cylindre,  on  fait  monter  le 

centre  de  gravite"  du  liquide  de  h^£±;  en  enfoncant  le  dcuxieme, 

on  le  fait  monter  de  A^r>  ••••  Quand  tous  les  cylindres  sont 

enfonces,  le  centre  de  gravite  du  liquide  est  monle  de 

,  nr  m  V 

V  dlsignanl  le  volume  immerge"  :  c'est  ce  que  nous  voulions 
ptablir. 

Voyons  enfin  quelle  est  la  variation  du  z  du  centre  de  gravite 
de  tout  le  sysleme,  quand  on  enfonce  le  flotleur  d'une  quantite 
infiniment  petite  //.  En  designant  par  Z  le  z  du  centre  de  gravite  de 
tout  le  systems,  par  £  et  XJ  les  z  des  centres  de  gravite"  du  Hotteur 
el  du  liquide,  on  a 

6)  (P  +  P')Z<  = 

Si  Ton  enfonce  le  Hotteur  de  A,  on  a 

Done,  en  dill'erenriant  la  relation  ((>), 

VP  ■+■  P')oZ  =  h(w\ -  P), 

ou  V  est  le  volume  immerge  du  Hotteur. 

D'apres  cela,  oZ  est  nggatif  et  le  centre  de  gravite"  total  descend, 
I  ant  que  ttt  \  ,  poids  du  liquide  deplace,  est  inferieurau  poids  P  du 
Hotteur;  au  contraire,  oZ  estpositif  et  le  centre  de  gravite  remonte 
quand  le  poids  du  liquide  deplace  est  superieur  a  P.  Pour  que  le 
centre  de  gravite  do  systeme  total  soil  le  plus  bas  possible,  il  faut 
done  que 

(j)  mV  =  P. 
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Thoisieme  condition  .  Pour  dire  en  e'quilibre  stable,  le  jlol- 
teur  doit  avoir  la  m&ine  orientation  que  sUl  reposait  sur  un 
plan  horizontal  par  sa  surface  des  centres  de  carine.  — 
D'apres  les  deux  premieres  conditions  supposees  remplies,  nous 
n'avons  plus  maintenant  qu'a  comparer  entre  elles  les  positions 
diverses  dans  lesquelles  le  flotteur  deplace  son  poids  de  liquide, 
c'est-a-dire  pour  lesquelles  la  condition  (7)  estremplie,  Dans  ces 


Fig  3»4- 


positions,  la  surface  de  flottaison  (F)  resle  tangenle  a  la  surface 
libre  prolonged  (  fig.  3 

Appelons  comrae  prece'demment  P  le  poids  du  llotteur  et  V  le 
volume  immerge,  P'  le  poids  du  liquide  et  ^  '  son  volume  total,  de 
sorle  que 

Soienl  G  le  centre  de  gravite  du  (lotteur,  L  celui  du  liquid?, 
T  le  centre  de  gravite  du  sjsteme  total  :  ces  trois  points  sont  en 
ligne  droite  et  Ton  a 

LT  P 

TG      P'  ' 

D  a utre  part,  le  centre  du  volume  immerge  \  en  en  C  centre 
de  carene;  le  centre  du  volume  V  occupe  par  le  liquide  est  en  L, 
car  le  liquide  est  homogcne;  le  centre  O  du  volume  total  V  -h  V 
situe"  au-dessous  de  la  surface  libre  FF'  est  done  en  ligne  droile 
avec  C  et  L,  et  Ton  a 

L2  -  1 
oc  ~  \ 

Comme  P  el  P'  sont  respectivement  egaux  a  tu  \r  et  ©V,  on  a 
LT  _  LO  _  £ 

tg  ~  o<:  ~  r' 
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11  en  resulte  que  les  droiles  CG  et  OT  sent  paralleles  et  que 
Ton  a 

OT      LT  P 

(8)  CG  ~  LG  ~  P  +  P'* 

Gela  pose*,  remarquons  que  le  point  O  est  fixe  dans  les  empla- 
cements que  nous  considerons,  car  le  volume  immerge'  V  est 
assujelti  a  rester  constant;  le  plan  FF'  est  done  fixe  a  ins  i  que  le 
centre  O  du  volume  V  V  limite  par  ce  plan.  On  pourra  done 
compter  les  hauteurs  TS  du  centre  degravite  total  a  partir  du  plan 
horizontal  xOy  mene  par  O  :  pour  que  Fequilibre  soit  stable,  il 
faul  orienter  le  corps  de  facon  que  TS  soit  minimum. 

Menons  par  le  centre  de  carene  G  un  plan  horizontal  GH ;  ce 
plan,  elant  parallele  a  la  floltaison,  est  tangent  en  Gala  surface 
des  centres  de  carene;  soit  GH  la  distance  du  centre  de  gravile 
du  corps  a  ce  plan  :  les  triangles  OTS  et  CGH  sont  semblahles  el 
Ton  a 

TS      LT  P 

GH"J.G~P+P'' 

T8  =  GHF|p. 

Le  minimum  de  TSa  done  lieu  en  m£me  temps  que  celui  de  GH. 
Gomme  GH  est  la  distance  du  centre  de  gravity  du  corps  au  plan 
tangent  horizontal  mene  a  la  surface  des  centres  de  carene,  on  voit 
que  Fomentation  du  flotteur  dans  une  position  d'equilibre  stable 
est  la  meme  que  s'il  reposait  sur  un  plan  horizontal  par  sa  surface 
des  cenlres  de  carene.  Nous  sommes  done  ramenes  a  un  problem c 
♦Hudie  dans  le  numero  precedent. 

Conclusions.  —  Pour  qu'un  llotteur,  dans  une  rertaine  posi- 
tion, soit  en  equilibre  stable,  il  faut  et  il  suffit  : 

1°  Que  la  surface  libre  du  liquide  soil  horizontale; 

2°  Que  le  poids  du  liquide  deplace  soit  egal  au  poids  du  flotteur 
on,  ce  qui  revient  au  meme,  que  la  surface  de  Hotlaison  soil  tan- 
genle  a  la  surface  libre; 

3°  Que  le  centre  de  gravite  du  flotteur  soit  sur  la  normale  a  la 
surface  dt*s  centres  de  carene  au  centre  de  la  carene  immeigee  el 
au-dessous  du  petit  metacentre  de  cette  surface. 

Ces  conditions  ont  deja  etc  indiquees  par  Dtipin.  Nous  avons  vu, 
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dans  le  quatrieme  th^oreme,  qu'en  appelant  I0  le  moment  d'inertie 
minimum  d'une  tlottaison  par  rapport  a  des  axes  passant  par  son 

centre,  on  a,  pour  la  distance  Cm  du  petit  metacentre,  ^.  Si  done 

la  flottaison  considerec  correspond  a  une  position  d'equilibre,  la 
condition  de  stabilite  s'ecrit 

Oscillations  du  flotteur  ebranle  puis  abandonne  a  lui-mSme.  —  Le 
systeme  forme  par  le  flotteur  et  1  eau  est  de  telle  nature  que,  s'il  n'y  avail 
pas  de  frotlements,  la  sommc  des  travaux  des  forces  de  liaison  serait  nulle. 
Ecarlons  alors  le  systeme  de  sa  position  d'equilibre,  puis  donnons-lui  une 
impulsion  initiale;  nous  aurons,  d'apres  le  theoreme  des  forces  vives, 

X-  2  »»'-  J  2  WP'  =~  (  P  "+*  P)  (A  ~~  M  +  6" 

P  et  P'  etant  les  poids  du  flotteur  et  du  liquidc,  k  la  hauteur  du  centre  de 
gravite  total  au  temps  t,  h3  la  valeur  initiale  de  cette  quanlite  et  le 
travail  des  resistances  passives;  %>p  est  une  quantite  negative  dont  la 
valeur  absolue,  nulle  au  debut,  va  sans  cejse  en  croissant. 
En  ecrivant 

(9)        I  ^        -h ( P  ■+*  I")  A  =  mvl  -+-(P  +  P'>A«  * 

on  voit  que  le  premier  membre  va  sans  cesse  en  decroissant,  jusqu'au  mo- 
ment oil  le  systeme  s'arrete  dans  unc  position  d'equilibre 

Quand  les  oscillations  sont  de  telle  nature  que  ia  surface  libre  de  I'eau 
putsse  etre  regardee  comme  immobile,  le  volume  immerge  V  est  constant, 
le  centre  O  du  volume  total  au-dessous  de  la  surface  libre  est  fixe  et  Von 
peut  compter  la  hauteur  h  au-dessus  du  plan  horizontal  passant  par  O. 
On  a  alors,  d'apres  la  figure  3a4, 

et  ('equation  des  forces  vives  (9)  devient 

Gelte  equation  est  identique  a  celle  que  nous  avons  rencontree  pour  les- 
oscillations  d  un  corps  pesant  reposant  par  la  surface  (C)  sur  un  plan 
horizontal  fixe,  a  la  fin  du  numero  precedent.  Toutes  les  consequences  que 
nous  en  avons  tirees  s'appliquent  done  a  ces  oscillations  speciales  du 
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flotteur.  On  peut,  en  particulier,  mesurer  la  stability  d'une  position 
d'equilibre  du  flotteur,  par  la  quantite  P(7' — /),  definie  comroe  plus  haul 
(Gutou,  toe.  cit.). 

66*1.  Exemples.  —  Pour  1'application  des  theoremes  que  nous  venons 
d'etablir  a  la  theorie  du  navire,  nous  renverrons  a  1'Ouvrage  de  Guyou. 
Nous  nous  bornerons  a  en  donner  quelques  exemples  elementaires ;  on  en 
trouvera  d'autres  aux  exercices  : 

i°  Flotteur  sphdrique.  —  Pour  un  flotteur  spherique,  les  surfaces  (  F) 
et  (C)  sont  evidemment  des  spheres  concentriques  a  la  proposee.  Le  centre 
de  gravite  G  occupe  dans  la  sphere  une  position  quelconque  :  de  ce  point, 
on  peut  mener  a  la  surface  (C)  deux  normales;  une  d'elles  donne  le  mini- 
mum de  la  distance  de  G  a  (C),  l'autre  le  maximum  de  cette  distance.  A  la 
premiere  correspond  une  position  d'equilibre  stable,  a  la  seconde  une 
position  d'equilibre  instable. 

2°  EWpsoide.  —  Si  le  flotteur  est  limite  par  un  ellipsoide,  les  surfaces 
(F)  et  (G)  sont  des  ellipsoides  homothetiques  et  concentriques  a  la  surface 
du  flotteur.  G'est  ce  qu'on  voit  immediatement  en  faisant  une  transforma- 
tion homographique  qui  transforme  1'ellipsoide  en  une  sphere  en  alterant 
les  elements  de  volume  dans  un  rapport  constant. 

On  peut  alors,  du  point  G,  mener  a  la  surface  (G)  deux,  quatre  ou  six 
normales  replies.  Pour  reconnaitre  les  positions  stables,  il  faut  voir  quelles 
sont  les  normales  donnant  des  minima  de  la  distance  du  point  G  a  la  sur- 
face (C). 

Dans  le  cas  de  six  normales,  il  y  a  toujours  deux  positions  stables;  dans 
le  cas  de  quatre,  il  y  en  a  une  ou  deux  ;  dans  Je  cas  de  deux,  il  y  a  seulement 
une  position  d'equilibre  stable. 

3°  Flotteur  avec  un  plan  de  symetrie.  —  Soit  un  flotteur  admettant, 
non  seulement  au  point  de  vue  de  la  forme  exterieure,  mais  au  point  de 
vue  de  la  distribution  de  la  matiere,  un  plan  de  symetrie  S.  Le  centre  de 
gravite  G  est  dans  ce  plan  et  la  surface  (C)  admet  ce  plan  comrae  plan 
de  symetrie ;  elle  le  coupe  done  a  angle  droit,  suivant  une  courbe  c ;  car  elle 
est  convexe  partout.  Parmi  les  normales  menees  de  G  a  (G)  se  trouveront 
les  normales  menees  de  G  a  cette  courbe  plane. 

Soit  GC  une  de  ces  normales  :  en  orienrant  le  flotteur  suivant  GC,  on 
aura  une  position  d'equilibre;  la  flottaison  correspondante  FL  coupe  le 
plan  S  suivant  un  axe  s,  qui  est  un  axe  de  symetrie  de  la  flottaison,  Le 
centre  O  de  la  flottaison  est  sur  s  et  les  axes  principaux  d'inertie  de  l'aire 
de  la  flottaison  sont  Os  et  la  perpendiculaire  0*. 

Appelons  I0  le  plus  petit  des  moments  d'inertie  de  la  flottaison  par  rapport 
a  ces  deux  axes;  il  faut  et  il  sufflt  pour  la  slabilite  que  Ton  ait 

A.  —  III.  i5 
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II  pourra,  bicn  entendu,  exister  d'autres  positions  d'equilibre,  correspon- 
dant  a  des  normales  issues  de  G  non  contenues  dans  le  plan  de  syraetrie. 

4°  Cylindre  de  revolution  homogene. —  Soil  un  cylindre  de  revolution 
homogene  dont  le  rayon  de  base  est  a,  la  hauteur  2 h  el  la  densite  Sgale 
a  la  moitie  de  celle  du  liquide.  Le  volume  immerge  est  alors  la  moitie 
du  volume  du  cylindre  et  la  surface  (F)  se  reduit  au  point  G,  milieu  de  la 
hauteur,  qui  est  le  centre  de  gravite  du  cylindre. 

La  surface  (G)  est  evidemment  de  revolution  autour  de  l'axe  du  cylindre, 
et  elle  admet  comme  plan  de  symetrie  (plan  de  l'equateur)  le  plan  mene 
par  G  perpendiculairement  a  l'axe.  Pour  mener  de  G  des  normales  a  cette 
surface  de  revolution,  il  suffit  de  mener  de  ce  point  des  normales  a  la  me- 
ridienne.  Cette  meridienne  a  pour  centre  le  point  G;  elle  admet  comme 
axes  de  symetrie  l'axe  du  cylindre  et  la  perpendiculaire  a  l'axe  menee 
par  G;  elle  a  une  forme  ovale  comme  une  ellipse.  En  coupant  le  cy- 
lindre par  un  plan  passant  par  l'axe,  on  obtient  un  rectangle  dont  lea 
diagonates  se  coupent  en  G  :  les  portions  de  meridienne  siluees  dans  les 
angles  des  diagonales  qui  comprennent  l'axe  sont  formees  de  deux  arcs  de 
parabole  dont  les  points  correspondent  aux  flottaisons  qui  ne  coupent  pas 
les  bases  du  cylindre;  les  portions  de  meridienne  siluees  dans  les  deux 
autres  angles  des  diagonales  sont  des  arcs  d'une  courbe  transcendante  se 
raccordant  avec  les  arcs  de  parabole:  les  points  de  ces  nouveaux  arcs  cor- 
respondent aux  flottaisons  qui  coupent  les  bases. 

En  prenant  les  deux  axes  de  symetrie  de  la  meridienne,  on  a  imm6dia- 
tement  deux  normales  menees  du  point  G  a  la  surface  (G)  : 

i°  L'axe  du  cylindre; 

20  Un  rayon  de  l'equateur  de  la  surface  (G). 

A  ces  deux  normales  correspondent  deux  positions  d'equilibre  possibles, 
d'ailleurs  evidentes  a  priori,  une  position  dans  laquelle  les  generatrices 
sont  verticales  et  une  position  dans  laquelle  les  generatrices  sont  horizon- 
tales. 

Voyons  dans  quels  cas  elles  sont  stables  : 

Premiere  position  :  Generatrices  verticales.  —  Le  cylindre  etant 
immerge  verticalenient,  le  centre  de  carene  G  est  au  milieu  de  la  hauteur 
immergee  h  :  CG  est  done  egal  a  1  h.  La  flottaison  correspondante  est  un 
cercle  de  rayon  a  et  de  centre  G  :  le  moment  d'inertie  de  cette  flottaison 
par  rapport  a  un  axe  GX  passant  par  son  centre  dans  son  plan  est 

I0  =  '  7t  a4 ; 
4 

tous  ces  moments  sont  egaux.  Le  volume  immerge  V  est  d'ailleurs  7ia*A; 
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on  a  done,  pour  la  condition  de  stabilite, 

rr  h      i  a*  a  v/2 

V  i       4  n  i 

Deuxi>me  position  :  Generatrices  horizontales.  —  Le  plan  de  flottai- 
son  passant  alors  par  l'axe,  le  centre  de  carene  C  coincide  avec  le  centre 
de  gravity  du  demi-cercle  immerge  de  la  section  droite  menee  par  G;  on 

a  done,  pour  la  distance  GG,  la  valeur  4— • 

La  flottaison  est  un  rectangle  de  centre  G  et  de  c6t6s  2a  et  ih  :  les  axes 
principaux  d'inertie  de  la  flottaison  sont  l'axe  du  cylindre  et  la  perpendi- 
culaire  a  cet  axe  menee  par  G.  Le  moment  d'inertie  de  la  flottaison,  par 

rapport  a  l'axe  du  cylindre,  est  I  =  ^  ha9,  et,  par  rapport  a  ia  perpendi- 

culaire,  I'  =  ja^3- 

Les  deux  metacentres  correspondants  m  et  M  [centres  de  courbure 
principaux  de  la  surface  (G)]  sont  a  des  distances  de  G  donnees  par 

Cm  =s  -7  =  5—,       Cm  =  —  =  -  — . 
V      5tz  V      3  Tta 

L'un  des  metacentres  m  est  done  precisement  au  point  G,  ce  qui  est 
evident,  car,  la  surface  (G)  etant  de  revolution,  Tun  des  centres  de  cour- 
bure principaux  est  sur  l'axe  de  revolution.  Pour  que  l'equilibre  soit  stable, 
il  faut  que  le  metacentre  qui  coincide  avec  G  soit  le  petit  metacentre, 
e'est-a-dire 

Cw<CM,       h  >  a. 

Autres  positions.  —  Outre  ces  deux  positions  d'equilibre  evidentes  par 
raison  de  symetrie,  il  pent  en  exister  deux  autres  correspondant  a  des  nor- 
males  menees  de  G  a  la  meridienne  obliquement  par  rapport  a  l'axe  du 
cylindre  :  ce  sont  deux  positions  dans  lesquelles  les  generatrices  sont 
obliques  par  rapport  a  la  surface  libre  du  liquide.  Dans  I'une  d'elles,  une 
base  est  entierement  immergee;  le  centre  de  carene  correspondant  est  sur 
la  partie  parabolique  de  la  meridienne.  Dans  1'autre,  les  deux  bases  sont 
partiellement  immergees;  le  centre  de  carene  correspondant  est  sur  1'autre 
partie  de  la  meridienne. 

On  trouvera  la  discussion  complete  de  ces  deux  dernieres  positions  dans 
l'Ouvrage  de  Potncare  (  Cinematique  et  Mecanismes,  p.  3i5-320j. 

5°  Parallelepipede  rectangle  homo  gene  dont  l'axe  longitudinal  est 
parallhle  a  la  surface  liquid*.  —  Ge  probleme  a  deja  ete  traite  par 
Huygens.  La  solution  complete  en  a  ete  donnee  par  M.  Korteweg,  dans  les 
Archives  nSerlandaises  des  Sciences  exactes  et  naturelles  Serie  2, 
Tome  XII,  page  36 
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EXERCICES. 

..  Equilibre  d'un  fluide  dans  le  cas  general  ou  I' on  a 
X  dx  ■+■  Y  dy  -\-  Z  dz  =  do, 
•|  et  9  etant  des  fonctions  donnees  de  x,y,  z.  —  L'equation  d'equilibre  est  alors 

dp  =  dtp. 

Eile  monlre  que  p  est  fonction  de  <p  seul,  car  d:p  etant  nul,  dp  Test  aussi.  Soit 
alors 

/>=/(?); 

1  Equation  donne 

P  =  $/'(T). 
En(in,  la  relation  caracteristique  donne  t. 

2.  Centre  de  pression  d'une  aire  plane  triangulaire  ABC.  —  Appelons  a, 
p,  y  'es  distances  des  sommets  A,  B,  C  a  la  trace  du  plan  de  charge  sur  le  plan 
de  la  paroi  :  le  centre  de  pression  coincide  avec  le  centre  de  gravity  de  trois 

masses 

L'une,  2  a  -h  p  -+-  v,  place'e  en  A ; 

L'aulre  a  p     y  -+-  a,  place'e  en  B ; 

La  troisieme,  2  y     a  -+-  (3,  placed  en  C. 

3.  Pression  d'un  liquide  pesant  sur  une  portion  de  paroi  plane  ay  ant  la 
forme  d'un  trapeze  a  bases  horizontales.  —  Appelons  a  la  base  superieure, 
b  la  base  inferieure,  h  la  hauteur  du  trapeze,  c  la  distance  de  La  base  superieure 
a  la  trace  du  plan  de  charge  sur  la  paroi.  La  distance  du  centre  de  pression  a 

cette  mem  e  trace  est 

h?(a  -4-  3b)  -+-  2hc(a-h-ib) 
2  h  ( a  -+■  a  b)  -+■  Gc(  a  -h  b ) 

(Bour,  Mecanique,  III*  fasc,  p.  292.) 

4.  Elant  donnee  une  aireplane  de  forme  etde  grandeur  determiners,  a  laquelie 
on  fait  occuper  di verses  positions  sur  une  paroi  plane  im merge' e  dans  un  liquide 
pesant,  demonlrer  que  le  centre  de  pression  sur  cette  aire  est,  dans  chaque  posi- 
tion, le  pdle  de  la  droite  d'intersection  D  du  plan  de  charge  et  du  plan  de  l'aire 
par  rapport  a  une  certaine  ellipse  imaginaire  E  attached  a  l'aire:  cette  conique 
a  pour  centre  le  centre  de  gravity  G  de  l'aire  et  pour  axes  les  axes  principaux 
d'inerlie  de  l'aire  par  rapport  a  G;  soient  Gx  et  Gy  ces  axes;  I'ellipse  E  a  une 
equation  de  la  forme 

(■>  S  + = 


On  peut  dire  aussi  que  le  centre  de  pression  est  le  symetrique  par  rapport  a  G 
du  pole  de  D  par  rapport  a  l'ellipse  reelle 
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conjuguee  de  la  precedente.  Cette  propriete  a  deja  6U  indiquee  a  propos  des 
centres  de  percussion  d'une  aire  plane  (Exercices  sur  le  Chapitre  X,  exer- 
cice  32). 

5.  Pressions  sur  un  vase  spherique.  —  Soit  un  vase  spherique,  dont  le  rayon 
est  o",i,  entierement  rempli  d'eau  a  son  maximum  de  densite;  le  vase  est,  a  sa 
partie  superieure,  perce*  d'une  ouverture  infinimenl  petite  qui  fait  communiquer 
le  liquide  avec  l'atmosphere  :  la  surface  libre  de  I'eau  est  alors  le  plan  S0  tangent 
a  la  sphere  au  point  le  plus  haut. 

Calculer  en  kilogrammes  la  result  a  nie  des  pressions  : 

i°  Sur  l'hemisphere  inferieur; 
a*  Sur  l'hemisphere  superieur; 
3°  Sur  la  sphere  entiere. 

6.  Deux  liquides  homogenes,  de  density  p  et  p,  et  de  volumes  V  et  V,,  sont 
superposes  dans  un  vase  ayantla  forme  d'un  cylindre  de  revolution  a  generatrices 
verticales.  Le  liquide  superieur  p  est  simplement  pesant;  le  liquide  inferieur  p, 
est  pesant,  mais,  en  outre,  ses  elements  sont  attires  par  le  centre  O  du  fond  du 
vase  proportionnellement  aux  masses  et  aux  distances,  I'attraction  du  point  O 
sur  ('unite1  de  masse  a  I'unite  de  distance  etant  a.  Determiner  la  figure  d'equi- 
libre  et  la  loi  des  pressions. 

Reponse.  —  Prenons  comme  origine  O,  comme  axe  Oz  une  verticalc  ascen- 
dante  : 

Liquide  superieur.  —  Surface  libre  z  =  C;  pression  p  =  pa+  pg(C  —  z), 
pa  designant  la  pression  atmospherique.  La  constante  C  est  determined  par  la 
condition  que  le  volume  total  est  V  +  V,. 

Liquide  inferieur.  —  On  a,  en  appelant  p{  la  pression, 

dpt  =  —  ptg  dz  —  a(x  dx  H- y  dy  •+-  z  dz), 
Pt  =  C-  ?lgz  -±a(x*-hy>-hz*), 

C  designant  une  constante;  les  surfaces  de  niveau  sont  des  spheres  concen- 
triques. 

Surface  de  separation.  —  Sur  cette  surface,  on  a  />=/>,  : 

P*  +  Pg(c  —  z)  =  C—  P\gz  —  5  a(x*  +  y7-h  z5); 

c'est  une  sphere  dont  !e  centre  est  sur  Oz. 

On  d6terminera  C  en  ecrivant.  que  le  volume  detache  par  cette  sphere  dans  le 
cylindre  est  Vl. 

7.  Problime  d'Euler.  —  La  surface  de  separation  de  deux  fluides  pesants  en 
contact  est  horizonlale  quand  ils  sonl  en  equilibre  tous  les  deux.  Mais,  si  Tun 
d'eux  est  en  mouvement  et  I'autre  en  Equilibre,  cette  surface  cesse  d'etre  horizon- 
tale.  On  en  a  un  premier  exemple  dans  la  surface  de  separation  de  l  air  suppose 
immobile  et  d'un  liquide  homogene  pesant  anime  d'un  mouvement  de  rotation 
uniforme  autour  d'un  axe  vertical;  la  surface  de  separation  est  un  parabolovde, 
comme  nous  i'avons  vu  au  n*  632. 

Voici  un  deuxieme  exemple,  du  a  Euler,  dans  lequel  le  liquide  est  immobile  et 
I'air  en  mouvement  : 

Imaginons  un  canal  plein  d'eau,  limite  lateralement  par  deux  plans  verticaux 
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paralleles  P  et  P',  ferine1  a  une  de  ses  extr^mitis  par  une  parol  rigide  et  ouvert 
a  I'aulre.  Puis  supposons  que,  pour  empecher  I'ecoulemeot  de  I'eau  par  l'extre- 
mite  ouverte,  on  lance  horizontalement  dans  le  sens  de  la  longueur  du  canal,  de 
facon  a  repousser  I'eau,  un  courant  d'air  uniforme  de  vitesse  V. 

On  deuiande  de  chercher  si  I'eau  peut  se  mettre  en  equilibre  dans  ces  condi- 
tions, en  admettant  par  raison  de  sym£lrie,  que  la  surface  libre  de  I'eau  prend 
la  forme  d'uft  cylindre  dont  les  generatrices  sont  perpendiculaires  aux  parois  P 
et  P  du  canal;  on  admet,  en  outre,  que  la  pression  du  courant  d'air  sur  chaque 
element  de  surface  de  I'eau  est  normale  a  lament  et  proportionnelle  au  carre 
de  la  composante  normale  de  la  vitesse  de  l'air. 

Jteporise.  —  II  suffit  evideniment  de  connaltre  la  section  droite  S  de  la  sur- 
face cylindrique  de  I'eau.  Soient,  dans  le  plan  d'une  section  droite,  Ox  un  axe 
horizontal  estime'  positivement  en  sens  contraire  de  la  vitesse  V  du  vent,  Ox  un 
axe  vertical  descendant,  a  Tangle  que  fait  avec  Ox  la  normale  de  la  courbe  S  en 
un  point  M(x,  z)  de  celte  courbc.  L'eau  6tant  un  liquide  pesant  en  equilibre,  la 
pression  en  un  point  et  en  particulier  au  point  M  est  donnle  par 

p  =s  pgz  •+-  const. 

D'autre  part,  la  pression  du  vent  sur  1'element  superficiel  place  en  M,  rapportee 
a  1'unite  de  surface,  est,  par  hypothese, 

p  =  kv1  cos7  a. 

L'ele*ment  superficiel  etant  en  Equilibre,  ces  deux  pressions  sont  egales  : 

pgz  -+-  const.  =  kv"1  cos1  a. 
D'ou,  en  choisissanl  convenablement  la  hauteur  de  I'origine  O, 

z  =  a  cos' a. 

Cetle  equation  definit  la  forme  de  la  section  droite  S. 
En  remarquant  que 

dx  =  dz  tangot, 

on  exprime  x  en  fonction  de  a  et  Ton  reconnalt  que  la  section  droite  est  une 

cyclol'de. 

8.  Corps  flottants.  Carenes  complemenlaires .  — Bans  tout  flotteur  ferme,  une 
meme  flottaison  detache  deux  carenes  dites  complerruntaires. 

Les  surfaces  (F),  correspondant  a  deux  carenei  complementaires,  coincident. 

Les  surfaces  (C),  correspondant  a  deux  carenes  complementaires,  sont  inver- 
sement  homothetiques  par  rapport  au  centre  du  volume  total. 

Lorsqu'un  flotteur  homogene  de  densite  8  peut  Hotter  en  equilibre,  dans  une 
certaine  position,  sur  un  liquide  de  densite  *d,  un  flotteur  egal  et  homogene,  de 
densite  o '  =  d—  6,  pourra  flotter  dans  la  position  correspondant  a  la  carene 
complementaire.  (Guyou,  Theorie  du  JVavire,  Chap.  III.  —  Greenhill,  Treatise 
on  Hydrostatics,  p.  180.) 

9.  Stability  des  corps  flottants.  —  Prisme  triangulaire  isoscele  homogene 
flottant  horizontalement.  —  Nous  ne  considererons  que  les  deux  positions  don- 
n£es  par  la  symetrie  :  la. face  laterale,  qui  est  seule  de  son  espece,  est  supposee 
horizontale   alors  l'ar£tc  opposee  peut  etre  iinmergee  ou  non.  Nous  appelle- 
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rons  atf-  Tangle  au  sommet  de  la  section  droite,  8  la  density  du  flotteur,  d  celle 
da  liquide. 

Condition*  de  stability  de  Vequilibre  Varite  en  bos  : 

8  >  d  cos4  f . 

L'arite  en  haut : 

8  <      —  eos4?). 

II  peat  arriver  qu'aucune  de  ces  positions  ne  soil  stable;  alors  1e  prisme  ne 
peat  flatter  dans  aucune  des  deux  positions.  LI  existera  necessairement  d'autres 
positions  stables  dans  lesquelles  les  aretes  sont  Verticales  ou  inclinees.  (Guyou, 
(oc.  cit.,  p.  46.) 

10*  Une  canne  cylindriqtte  homogene,  de  longueur  a  h  et  de  rayon  a,  possede 
one  densite  \t  la  densite  de  I'cau  etant  i.  A  l'extremite\de  la  canne,  on,  fixe  un 
point  materiel  et  I'on  demande  quel  doit  eire  le  poids  de  ce  point  pour  que  la 
canne  flotte  verticalement. 

11.  Exemples  de  surfaces  de  flottaison.  —  i°  Soit  un  flotteur  ayant  la  forme 
d'un  tetra£dre  ABGD  :  trouver  I'enveloppe  des  plans  de  flottaison  rencontrant 
seulement  trois  aretes  lelles  qne  DA,  OB,  DC. 

Reponse.  —  En  prenant  ces  trois  armies  com  me  axes  coordonnls,  on  voit  que 
I'enveloppe  a  pour  equation 

xyz  —  k. 

i*  Soit  un  cylindre  a  base  quelconque  :  trouver  I'enveloppe  des  plans  de  flot- 
taison rencontrant  seulement  les  areles  lafcerales. 

Reponse.  —  L'enveloppe  est  un  point.  Gela  r£sulte  de  ce  que,  dans  un  cylindre 
tronque,  la  droite  joignant  les  centres  de  gravite"  des  deux  bases  O  et  0'  est 
parallele  aux  generatrices,  et  que  le  volume  du  cylindre  tronque  egale  le  pro- 
duit  de  la  section  droite  par  00'. 

12.  Exemples  de  surfaces  de  centres  de  carene.  —  Determiner  les  portions 
des  surfaces  (C)  correspondant  aux  deux  especes  de  carenes  de  l'exercrce  pre- 
cedent : 

i°  Pour  les  carenes  determiners  par  des  plans  coupant  les  trois  aretes  d'un 
triedre,  la  surface  (C)  a  pour  equation 

xyz^k, 

a*  Pour  les  carenes  determinees  par  les  plans  coupant  les  generatrices  d'un 
cylindre  quelconque,  la  surface  (C)  est  une  portion  de  paraboloi'de  elliplique 
dont  I'axe  est  parallele  aux  generatrices. 

13.  Soil  une  surface  courbe  quelconque  (C);  soient  C  et  C  deux  points  infini- 
ment  voisins  pris  sur  cette  surface,  CIV  et  C'N'  les  normalesen  ces  points  {fig.  3i7), 
U.U.'  la  perpendiculaire  commune  a  ces  deux  normales.  Le  pied  u..de  cette  perpen- 
diculaire  sur  CN  est  le  metacentre  correspondant  au  point  C. 

Demontrer  que  \l  est  le  centre  de  courbure,  en  C,  de  la  section  droite  du 
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cylindre  circonscrit  a  la  surface  (C)  el  ayant  ses  generatrices  paratieles  a  u-u.', 
c'est-a-dire  a  l  axe  d'inclinaison. 

14.  Surface  des  centres  des  tranches  isocarenes  ou  nurfg.ce  (1).—  Soient  un 
premier  systeme  de  plans  de  flottaison  I  L  detachant  des  carenes  de  volume  V, 
(C)  la  surface  des  centres  de  carene  correspondants;  soient  ettsuite  un  deuxieme 
systeme  de  plans  de  flottaison  F,JL,  detachant  des  carenes  V,  =  V.-+-  AV,  (C,)  la 
surface  des  centres  de  carene  correspondant.e ;  si  Ton  prend  un  plan  quel- 
conque  FL  du  premier  systeme  et  le  plan  paralleie  F,  L,  du  deuxieme,  les  tranches 
de  volume  constant  AV,  comprises  entre  ces  deux  plans,  sont  des  tranches  iso- 
carenes . 

Soient  T  le  centre  d  une  de  ces  tranches  et  (T)  le  lieu  des  points  T  :  cette  sur- 
face (T)  est  la  surface  des  centres  des  tranches  isocarenes. 

Theorems  I.  —  Le  plan  tangent  a  la  surface  (T),  en  un  point  quelcOnque  T 
est  paralleie  aux  flottaisons  correspondantes. . 

Theorems  II.  —  Soient  FL  et  F,  L,  deux  flottaisons  paralliles  detachant 
dans  le  flotteur  des  carenes  de  volume  V,  V-h  AV  et  une  tranche  de  volume  AV; 
soient  C,  Cu  T  les  centres  des  deux  carenes  et  de  la  tranche.  Prenons,  comme 
dans  la  fig.  3ig,  deux  positions  F  L  et  F't  L\  des  flottaisons  inflniment  voisines 
des  deux  premieres  :  les  points  C,  C,,  T  prennent  des  positions  C',  C',,  T\  Soient 
OX  et  0,X,  les  droites  d'intersection  des  plans  FL  et  F'L'  d'une  part,  F,L,  et 
F',L',  d'autre  part,  appelons  I  et  I,  Jes  moments  d'inertie  des  flottaisons  FL  et 
F,L,  par  rapport  a  OX  et  0,X,  respeclivement.  Supposons  que,  eomme  dans  la 
fig.  3i9,  on  projette  sur  un  plan  perpendiculaire  a  OX  et  0,X,.  Menons  aux 
points  C  et  C,  Ct,  C'lt  T,  T'  des  normales  aux  surfaces  respectives  (C),  (C,) 
et  (T).  Soient  u.,  u.,,  t  les  metacentres  correspondant  aux  trois  surfaces.  On  a, 
d'apres  le  texte, 


demontrer  que 


V.-V  AV 


Theoreme  III.  —  Si  Von  suppose  que  AV  soit  inflniment  petit,  la  flottai- 
son F,  L,  est  inflniment  rapprochee  de  FL,  le  point  T  centre  de  la  tranche, 
a  pour  limite  le  point  O,  centre  de  la  flottaison  FL,  la  surface  (T)se  confond 
avec  la  surface  de  flottaison  (F),  In  distance  Tt  du  point  T  au  metacentre 
de  la  surface  (T)  devient  la  distance  Oo  du  point  O  au  metacentre  de  la  sur 
face,  et  Von  a 

0o  =  limIy  =  dV 

Cette  form  11  le  donne  les  elements  de  la  courbure  de  la  surfaee  (F). 

(Guyou,  loc.  cit.t  p.  34-35.  —  Greenhill,  Hydrostatic.) 

15.  Generalisation  des  theoremes  precedents.  -  Soient  les  points  Cu  C2, 
Ck,  en  nombre  quelconque  X,  decrivant  respectivement,  d'une  maniere  continue, 
k  surfaces  fixes  S„  2^,        Zk,  de  telle  facon  qu'a  chaque  instant  les  plans  tan- 
gents a  ces  surfaces  aux  points  considered  soient  paralliles. 

Designons  par  a,,  a„        ak  des  constantes  positives  ou  negatives  dont  la 
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somme 

a  =  a,  -t-  a7-h. . .  -t-  a& 

n'est  pas  nulle,  et  considerons  le  centre  C  des  moyennes  distances  de  masses  a„ 
a„        ak)  placets  en  C,,  C,,        Ck.  Ge  point  G  decrit  une  surface  £. 

i*  Le  plan  tangent  a  £  au  point  G  est  parallele  aux  plans  tangents  aux  sur- 
faces £„  Ev  aux  points  C„  C„  Ct. 

x*  Deplacons  infiniment  peu  le  groupe  des  points  C„  de  facon  a  les  amener 
en  C'it  C'i>.     •>  c*  ;  lc  Point  c  vicnt  «n  c'- 

Appelons  u.,,  jx,,  .  .     u.A  et  u.  les  metacentres  des  surfaces  .  .    £&  et  £ 

correspondant  a  ce  defacement.  (Le  point  u.„  par  exemple,  est  le  pted  de  la  per- 
pendiculaire  commune  a  la  normale  en  G,  et  a  la  normale  en  C',  a  la  surface  £t.) 

a .  C  ji  =  a, .  C,  ji,     a, .  C3 p-a  4- , . .  -H  ak .  Ck  jik . 

La  demonstration  se  fait  en  construisant  une  figure  analogue  a  3ig,  en  remar- 
quant  que  tous  les  triangles  analogues  kDu.c'  {Jig.  3i<)),  a  savoir  : 

I>i^i<.    *>,u.2c;t    ....  Dkpkc'ky 

tont  semblables,  et  que  Ton  a 

a .  Dc7  =  ax .  Dj^.-fr. . .-+-  %.Dtck 

Cette  derniere  relation  resulte  de  ce  que  les  quantites  Dc',  t>iC'lt  ®tc'* 
peuvent  6tre  regardees  comme  les  variations  des  abscisses  des  points  C,  C„  . » .»  C*> 
quand  its  passent  de  la  premiere  position  a  la  deuxieme.  (Journal  de  Vicote 
Poly  technique,  p.  101  et  suiv.,  5«  Gahier;  1900.) 
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CHAPITRE  XXXII. 

DEFORMATION  D'UN  MILIEU  C0NT1NU. 
PROPRlMS  GfiOMfiTRIQUES. 


Lorsqu'un  milieu  continu,  solide,  liquide  ou  gazeux,  se  d^place 
et  se  deTorme  d'une  maniere  continue,  les  elements  du  milieu 
ob£issent  a  certaines  lois  g^ometriques  g£ne>ales  qui  r&ultent  de 
la  continuite  et  de  I'existence  des  d^rivees.  Ce  sont  ces  lois  que 
nous  eludions  dans  ce  Ghapitre.  Pour  les  renseignements  hisio- 
riques  et  bibliographiques,  nous  renverronsa  l'inte>essantM£moire 
de  MM.  Cosserat,  public  dans  les  Annates  de  la  Faculty  de 
Toulouse,  t.  X* 

i.  -  g£n£raLit£s. 

662  Formulas  de  transformation.  —  Imaginons  une  portion 
continue  de  matiere  occupant  a  I'instant  t  une  certaine  region  A 
de  Pespace,  et  supposons  que  les  divers  points  de  ce  milieu  ma- 
teriel se  mettent  en  mouvement  de  telle  facon  que  le  milieu  reste 
continu;  a  I'instant  /|>/,  le  milieu  occupera  une  certaine  re- 
gion &|  de  I'espace. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  Ox\  Oy,  Oz.  Appelons  x,  y,  z 
les  coordonnles  d'un  point  P  {fig.  ,325)  du  milieu  a  I'instant  t ; 
ce  point  se  met  en  mouvement,  suit  une  certaine  trajectoire  et,  a 
I'instant  l\ ,  il  occupe  une  position  P«  de  coordonne*es  a:,,^,,  z% 
dans  le  milieu  Un  point  P'  voisin  de  P  suit  une  trajectoire 
voisine  de  celle  de  P  et,.a  I'instant  t%%  occupe  une  position  P't 
voisine  de  celle  de  P4 ;  et  ainsi  de  suite,  pour  tous  les  points  du 
milieu  &. 
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Les  quantity  yiy  z%  sont  t'videmment  des  foDCtions  de  xy 
y,  *  et  : 

(i)  *i*t(*iy>*t't\)*  •  >V^/i'(»i^'vMi),  *t=/i(*»,r><Mi); 

ccs  fonctions  sont  uoiformes  et  continues  dans  l'interieur  du 
milieu  primitif,  et,  i  n  verse  men  t,  x,  y,  z  sont  des  fonctions  uni- 

Fig.  3a5. 


formes  et  continues  de  yK,  zs  dans  le  milieu  transform^;  a 
chaque  point  du  milieu  primitif  correspond  ainsi  un  point  du 
milieu  transform^,  et  inversement.  Pour  £f=/,  xK%  y^  z%  pren- 
nent  les  valeurs  respectives  x,y,  z. 

Ce  mode  de  transformation  se  pr^sente  dans  la  th£orie  du  mou- 
vement  des  fluides  et  dans  la  th^orie  de  l'elasticite\ 

Les  relations  (1)  deTmissent  la  transformation  continue  de  la 
region  <ft  de  l'espace  dans  la  region  At.  On  peut  aussi  se  repr£- 
senter  cette  transformation  par  1'image  glome*  trique.  suivante  qui 
la  rattache  a  la  thlorie  des  champs  de  vecteurs. 

Portons  notre  attention  seulement  sur  les  positions  initiales 
P(#,y,  z)  et  les  positions  finales  Pt  zs )  des  divers  points  : 

les  segments  tels  que  PPM  c'est-a-dire  les  defacements  des  divers 
points  du  milieu  SL,  forment  un  champ  continu  de  vecteurs;  les 
origines  de  ces  vecteurs  sont  les  divers  points  de  la  region  initiate  A 
et  leurs  extrlmites  les  points  correspondants  de  la  region  Dl- 
signons  par  u,  v,  w  les  projections  sur  les  axes  du  vecteur  PPt 

(PPl)  U  =  X{  —  X,        v  =  jrt  —  y,        W  =  Z,  — «  • 

les  quantites  u,  v,  w  sont  evidemment,  comme  xt1  yt1  zit  des 
fonctions  uniformes  et  continues  de  x,  y,  z,  dans  toute  I'ltendue 
du  milieu  primitif  «&.  On  pourra  appliquer  a  ces  vecteurs  PPM 
definissant  la  transformation,  toutes  les  propositions  relatives  aux 
champs  continus  de  vecteurs  (Chap.  XXVIII). 
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663.  Lignes  et  surfaces  transformees.  — Voici  quelques  conse- 
quences immm^diates  de  la  continuite. 

Si  Von  considere,  dans  le  milieu  primitif  une  suite  de 
points  disposes  sur  une  ligne  continue  L,  les  nouvelles positions 
de  ces points  dans  le  milieu  transforme  &4 ,  a  C instant  tiysont 
encore  sur  une  ligne  continue  L,,  transformed  de  L. 

En  effet,  le  long  de  L  on  peut  exprimer  les  coordonne'es  d'un 
point  P  de  cette  ligne  en  fonctions  continues  d'un  parametre  X, 

(a)  a?  =  <p(X),      ^  =  ©,(X),       z  =  <p,(X), 

de  telle  facon  que,  X  variant  de  a  a  [3,  on  obtienne  successivement 
lous  les  points  de  L,  la  valeur  X  =  a  donnant  une  extr^mite  de 
la  ligne  et  X  =  j3  l'autre.  D'apres  la  formule  (i),  oil  tt)  a  une  va- 
leur numdrique  etou  1'onremplace  a?,  y,  z  par  les  expressions  (2), 
ylf  z%  sont  aussi  des  fonctions  continues  de  X;  quand  X  varie 
de  a  a  (3,  le  point  P<(:Ti,  yt,  s,)occupe  done  successivement, 
dans  le  milieu  transformer,  les  divers  points  d'une  ligne  L, 
dont  les  extremites  correspondent  a  X=  a,  X  =  p.  Les  lignes  L  et 
L|  se  correspondent  point  par  point. 

Si  la  ligne  L  est  fermde,  la  ligne  L«  Vest  aussi. 

En  effet,  dans  cette  hypothese,  les  deux  extremites  de  L  sont 
confondues  en  un  m£me  point  qui  est  obtenti  a  la  fois  poor  X  =  a 
et  X  =  p  :  les  deux  extrCmitls  de  Lt  sont  done  aussi  confondues, 
et  L,  est  fermee. 

Si  Con  prendy  dans  le  milieu  primitif  A,  un  ensemble  de 
points  disposes  sur  une  surface  continue  S,  les  nouvelles  posi- 
tions de  ces  points,  dans  le  milieu  transforme  &4,  sont  encore 
sur  une  surface  continue  54,  transformed  de  S. 

En  effet,  le  long  de  S  on  peut  exprimer  les  coordonnees  d'un 
point  P  de  cette  surface  en  fonctions  continues  de  deux  para- 
metres  X  et  u,  : 

(3)  *  =  cp(X,  n),       y  =  cp1(X,  fx),        z  =  «p,(X,  fA). 

D'apres  les  formules  (1),  ou  l'on  remplace  y,  z  par  ces 
expressions,  x,,yt,  z(  sont  des  fonctions  continues  deXetdeu,,  et 
le  point  P,  appartlent  a  une  surface  S|.  A  la  ligne  L  qui  limite  le 
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feuillet  formant  la  surface  S  correspond  une  ligne  L,  limitant  S4. 
Les  deux  surfaces  S  et      se  correspondent  point  par  point. 

Si  la  surface  S  est  ferme'e,  la  surface  S,  Vest  aussi,  et  a  un 
point  P  de  Finterieur  de  S  correspond  un  point  P4  de  Vintt- 
rieur  de  S,,  et  re'ciproquement. 

En  eflet,  pour  qu'un  feuillet  S  d'abord  limite  par  une  ligne  L 
devienne  une  surface  ferm£e,  il  sufOt  de  de'former  le  contour  L 
de  facon  a  le  rdduire  finalement  a  un  point;  dans  ces  conditions, 
le  contour  L,  de  S(  se  rlduit  aussi  a  un  point  et  cetle  surface  est 
aussi  ferme'e. 

Quant  a  la  seconde  partie  de  I'e'nonc^,  on  la  d£montre  comme 
il  suit.  Soit  P  un  point  pris  dans  1'interieur  d1  une  surface  ferm^e  S 
du  milieu  initial  :  les  points  situds  d'abord  sur  S  se  d^placent  de 
facon  a  3tre,  a  chaque  instant  t'  compris  entre  t  et  tt,  sur  une 
surface  mobile  S'  qui  correspond  point  par  point  a  S  etqui,al'in- 
stant  tiy  occupe  la  position  S|.  Le  point  situe"  d'abord  en  P  dans 
S  se  deplace  en  me  me  temps;  il  reste  constamment  dans  la  surface 
mobile  S',  car,  s'il  en  sortait,  il  existerait  un  instant  t'  ou  il  serait 
sur  la  surface  S'  en  un  certain  point  P';  ce  qui  est  en  contradic- 
tion avec  ce  fait  que  les  surfaces  S  et  S'  se  correspondent  point 
par  point,  puisque  au  point  P'  situe  sur  S'  correspondrait,  dans  le 
milieu  primitif,  un  point  P  non  situe*  sur  S- 

664.  Equation  de  continuity.  —  On  appelle  equation  de  conti- 
nuity une  relation  qui  exprime  que  la  masse  d'un  element  infini- 
ment  petit  du  milieu  est  la  meme  avant  et  apres  la  deformation. 
Appelons  p  la  densite  en  un  point  P  du  milieu  primitif  <ft  '  p  est 
une  fonction  uni forme  et  positive  des  coordonn£es  x,  y,  z  du 
point  P.  A  Finstant  tK  le  point  P  occupe  la  position  P,  (xA ,  y» ,  Z\ )  ; 
appelons  o,  la  density  du  milieu  transform^  en  ce  point;  p4 
est  une  fonction  uniforme  et  positive  des  coordonndes  xt,yi,  z%. 
Designons  par  D  le  determinant  fonctionnel 

dx\  dx{  dx\ 
dx     dy  dz 

4r.  *n  iri 

dx  dy  dz 
dzi  dzj  dzt 
dx     dy  dz 
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ou,  en  developpant, 

dx  \  dy   dz       dz   dy  J       dy  \  dz   dx       dx   dz  / 

d-l±  ld2±  dZx  d?x  dZx\ 
dz  V  dx    dy       dy  dx  / 

A  l'instant  t,  ce  determinant  est  egal  a  -+-  i,  car,  a  cet  instant, 
$\ ?  y*i  z%  sont  respectivement  egaux  a  y,  z.  Quand  tK  varie,  ce 
determinant  d'abord  positif  change  de  valeur.  Nous  allons  trouver 
nne  expression  remarquable  de  ce  determinant. qui  nous  montrera 
qu'il  reste  toujours  positif. 

Soit,  dans  le  milieu  primitif,  une  surface  ferm^e  S  limitant  un 
volume  V  :  a  l'instant  tK  les  points  du  milieu  situes  primitivement 
sur  S  sont  sur  la  surface  transform^e  S4 ;  aux  points  interieurs  a  S 
correspondent  des  points  interieurs  a  Sn  et  reciproquement.  La 
masse  de  matiere  qui  remplit  la  surface  S<  est  done  la  m£me  que 
celle  qui  remplit  &,  et  Von  a 

(5)  f  f  f  Pl  dXx  dyx  dzx~~f  f  J f>dxdydz  =  o, 

la  premiere  integrate  etant  etendue  au  volume  V4  limite  par  St  et 
la  seconde  au  volume  V  limite  par  S.  Gelaresulte  immediatement 
de  ce  qu'un  element  de  volume  du  premier  milieu  est  dx  dy  dz  et 
la  masse  de  cet  element  p  dx  dy  dz ;  de  me*  me  pf  dxK  dy%  dzs  est 
la  masse  d'un  element  de  volume  du  second  milieu. 

D'apres  les  formules  classiques  du  changement  de  variable 
dans  une  integrate  triple,  nous  allons  dans  la  premiere  des  inte- 
grals (5)  introduire  les  nouveiles  variables  x,  y,  z  liees  a  xK, 
yi,  zt  par  les  formules  (i),  ou  I,  a  une  valeur  numerique  donnee. 
On  sait  que,  pour  obtenir  la  nouvelle  integrate,  il  faut  remplacer 
l'element  differentiel 

dxt  dy\  dxit 

par  le  nouvel  element  differentiel 

D  dx  dy  dz, 


oil  D  designe  le  determinant  fonctionnel  (  4 )  des  variables  x, ,  yK ,  zK 
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par  rapport  aux  variables  x,  y,  z.  Quant  aux  nouvelles  li mites 
d'integration,  elles  r^sultent  de  ce  fait  que,  pour  que  le  point  x%y 
yu  z,  decrive  une  fois,  et  une  seule  fois,  le  volume  V4,  il  faut  et 
il  suffit  que  le  point  x,  y,  z  decrive  le  volume  V  :  le  nouveau  vo- 
lume d'integration  est  done  V.  D'apres  cela,  l'integrale 

J j J ?\  dx\dyxdzx 

devient,  apres  le  cbangement  de  variables, 
j*     J*  ptDd&dydz. 

Liquation  (5)  peut  alors  s'dcrire,  si  Von  remarque  qu'apr&s  la 
transformation  les  deux  integrates  sont  etendues  aux  memes 
limites, 

J  J  J  (  pt  D  —  p)  dx  dy  d*  —  o. 

Le  volume  V  est  un  volume  quelconque  pris  dans  le  milieu 
initial  Done  l'integrale  que  nous  venons  d'obtenir  doit  e'tre 
nulle  quel  que  soil  le  volume  V  auquel  elle  est  e'tendue  dans  le 
milieu  initial  :  il  faut  e'videmment  pour  cela  que  Ferment  diffe- 
rentiel  soit  nul.  On  a  done 

(6)  p,  D  —  p  =  o; 

e'est  la  V equation  de  continuite. 

Le  determinant  D,  fonction  de  a?,  y,  z,  varie  avec  ts ,  car  la  den- 
site  pi  au  point  P<  varie  avec  I'instant  consider  tt.  PourY<=  /, 
P1  se  confond  avec  Pr  p,  =  p  et  le  determinant  est  egal  a  i ,  comme 
nous  l'avons  deja  vu.  Quand  f,  croit,  ce  determinant  reste  positif, 
car  la  densite  p4  est  une  quantite  positive  dem^meque  p. 

Dans  le  cas  particulier  ou  la  matiere  dont  on  etudie  la  deforma- 
tion est  un  liquide  incompressible  a  temperature  constante,  on  a 
constamment 

pi  =  p,      D  =  «. 


Si  Ton  introduit  les  projections  u,  V,  W  du  vecteur  PPf  par 
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les  formules 

Xf  =  X  -f-  Uj         /|=y+f,         2,  =  Z-+-W, 

le  determinant  D  s^crit 


-4-^ 

du 

du 

dx 

dy 

dz 

dr 

,dv 

dv 

dT 

dz 

dw 

dw 

dw 

t+  -7— 
dz 

dx 

~dj 

Remarque.  —  Sans  s'appuyer  sur  les  formules  du  changemenl 
de  variables  dans  une  integrate  triple,  on  peut  obtenir  liquation 
de  continuity  (6)  en  exprimant  qu'un  eminent  de  volume  infini- 
ment  petit  entourant  le  point  P  conserve  la  m£me  masse  apres  la 
transformation  :  pour  faire  le  calcul,  on  prendra  en  P  un  paralle- 
l£pipede  rectangle  construit  sur  trois  segments  infiniment  petits 
issus  de  P  paralleles  aux  axes  et  ajant  pour  longueurs  respectives 
dx,  dy,  dz,  et  Ton  exprimera  que  la  masse  de  ce  paralleldpipede 
reste  invariable  dans  la  transformation.  C'est  du  reste  la  methode 
me  me  qui  donne  les  formules  du  changement  de  variables  dans 
une  integrate  triple.  (  Voyez  Bbrtrand,  Calcul  integral,  p.  419.) 

665.  Dilatation  oubique  en  un  point.  —  Soit  un  element  de 
volume  infiniment  petit  d-z  entourant  le  point  P  :  cet  element  se 
trans  forme  en  un  element  <tfT,  entourant  P, ;  sa  masse  restant  inal- 
ter6e,  on  a 

p,  dti  =r  p  dz, 
dx\  —  di  _  p 
dx       ~  p, 

Mais  le  premier  rapport  est  ce  qu'on  appelle  dilatation  cubique 
du  volume  dr,  ou  encore  dilatation  cubique  au  point  P.  Gette 
dilatation  a  done  pour  valeur 

(8)  £-,  =  D-,, 


D  £tant  le  determinant  (4)- 
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666.  Deformation.  Deplacement.  —  Imaginons  un  systeme  ma- 
teriel  continu  dont  les  elements  passent  d'une  maniere  continue 
d'une  region  de  l'espace  A  a  une  region  At .  On  dit  que  le  systeme 
a  subi  une  deformation  quand  on  ne  peut  pas,  en  le  transpor- 
tant  tout  d'une  piece,  a  la  facon  d'un  corps  rigide,  I'amener  de 
l'e'tat  A  a  l'etat  As.  Dans  le  cas  tres  particulier  ou  l'on  pourrait 
amener  le  systeme  de  l'etat  A  a  Tetat  At  par  un  transport  d'en- 
semble,  on  dit  qu'il  a  subi  un  deplacement.  Ainsi  la  deformation 
est  un  changement  de  forme,  le  deplacement  un  simple  change- 
ment  de  position.  Denx  deformations  d'uri  m£me  systeme  continu 
sont  regardees  comme  idendiques,  quand  on  peut  passer  de  l'une 
a  l'autre  par  un  deplacement. 

Nous  allons  montrer  qu'une  deformation  d'un  systeme  continu 
est  caracterisee  par  six  fonctions. 

Nous  definirons  ces  fonctions,  comme  l'ont  fait  MM.  Cosserat 
dans  leur  excellent  Memoire  des  Annates  de  la  Faculte  de 
Toulouse  et  dans  une  Note  a  la  Cineniatique  de  M.  Kcenigs,  en 
partant  de  la  consideration  de  l'element  line'aire.  Les  theoremes 
sur  la  deformation  d'un  milieu  continu  sont,  de  cette  facon,  raU 
tach^s  aux  theoremes  classiques  sur  la  deformation  des  surfaces 
et  I'etude  des  ds2  a  plusieurs  variables  (voir  les  Legons  sur  la 
theorie  des  surfaces  de  Darboux,  t.  II  et  III). 

667.  Les  six  fonctions  associ§es  &  une  deformation.  —  Soient, 
comme  plus  haut,  x,  y,  z  les  coordonnees  initiates  d'un  element 
materiel  P  du  milieu  A,  *i  les  coordonnees  de  la  posi- 
tion P4  du  meme  element  a  l'instant  tt  dans  le  milieu  de  forme 
Les  quantites  x{,  rt,  zK  sont  des  fonctions  uniformes  de  x1  y,  z. 
Reprenons  les  formules 

(9)  x\  =  *  +  u       jj=j-hv,      *i  =  *-4-w, 

oil  u,  V,  w  sont  des  fonctions  uniformes  en  tous  les  points  jc,  y,  z 
deA. 

Soit  P'(x  ■+■  dx,  y  -h  dy,  z  H-  dz)  un  point  du  milieu  A  infini- 
ment  voisin  du  point  P(x,  y,  z)  \  a  ce  point  P'  correspond,  apres 
la  transformation,  dans  le  milieu  At,  un  point 


\>\{xx->r  dxu  yt  +  dyx,  Zi-hdzt) 

A.  -  III. 


iG 
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infiniment  voisin  du  point  P<  (#4,  y,,  ).  Comme  xn  yt,  zx  sont 
ties  fonctions  de  x,  y,  z  definies  par  les  formules  ( i ),  on  a 

.        dxx  .        dxx  ,       dxx  , 
dxx  =  — —  dx  -+-  — —  dy  -+-  -r- 
'      dx  dy    J  dz 


da:  dy    y  dz 

ou  encore,  d'apres  les  formules  (9), 

I  ,      /  ,         cm      ,        du  , 

(io'>       Uyi=      £  rfa;+(l+gjrfr+ 

I  f  dw      .  dw      ,       /      dw\  , 

f  <^3,  —    dx  -+-      ——      dty     (  1  -4-  — —  )  dz. 

\  dx  dy        J      \        dz  ) 

D'apres  cela,  en  designant  par  ds  la  distance  infiniment  pe- 
tite PP'  et  par  dss  la  distance  Vt  V\  des  points  correspondants 
apres  la  transformation,  on  a 

ds*  =  dx*  -+-  dy*  dz*, 
ds*  =  dx\  -\-dy\  -+-  rf*^. 

Dans  cette  derniere  expression  remplacons  dxK,  dy{,  dz{  par 
leurs  valeurs  (10)  ou  do'),  nous  aurons  pour  ds\  une  forme  qua- 
dratique  en  dx,  dy,  dz  que  nous  ecrirons,  pour  nous  conformer 
aux  notations  habituelles^  de  la  fagon  suivante  : 

(11)  ds*  =  (j-t-  2ti)dx*-h  (1  -h  2e2)  d[v2-M 1  -+-  it3)dz* 

■+■  271  c(r  rfs  -+-  2  y.2  fl^a      -+-  273  </ar  dy, 
(12  )  ds]  —  ds*  =z  ie{  dx- dy* 2t3  dz* 

-T-  2  Yi      dz     2  y2      ^  -+-  273  ^a? 

Les  coefficients  et  yt  s'expriment  immediatement  soit  a  l'aide 
des  derivees  partielles  de  zu  soit  a  l'aide  des  derivCes  par- 

tiellesdeu,  V,  w  suivant  qu'on  se  sert  des  expressions  (10)  011(10'). 
Ainsi  en  prenant  les  expressions  (10),  on  aurait 
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Nous  dcrirons  les  expressions  de  ces  coefficients  en  fonction 
de  u,  w 

_  dw       dv      dn  du.       dv  dv       dw  <>W 

^^^d~yd~z  +  d~y'dl'^~dy  ~dz  ' 


e*  et  e3  se  ddduisant  de  e,,  y2  et  y3  de  y,  par  permutation  circu- 
late des  lettres  x,  y,  z  et  u,  v,  w. 

Ces  six  coefficients  sont  des  fonctions  de  xy  y,  z  qui  caracle~- 
risent  la  deformation  considered.  Cela  resulte  des  deux  the*oremes 
suivants  : 

Premier  theoreme.  —  Si  les  six  fonctions  e(,  e2,  e3,  ytf  y»j  Y» 
yo/U  identiquement  nulles,  la  deformation  est  nulle  et  Von 
peut  amener  le  milieu  de  Vetat  <ft  a  I' Stat  Si%  par  un  deplace- 
ment  d 'ensemble.  BSciproquement,  si  la  deformation  est  nulle , 
les  six  fonctions  sont  nulles. 

En  effet,  si  les  fonctions  sont  nulles,  on  a,  d'apres  Fidentite'  (12), 

dsy  =  ds; 

la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  quelconques  P,  Pr 
du  milieu  primitif  est  egale  a  la  distance  des  deux  points  corres- 
pondants  Pt,  P[  du  milieu  transforme.  A  une  ligne  quelconque 
ALB  joignant  deux  points  A  et  B  du  milieu  primitif  correspond 
une  ligne  A!  L,  B4  de  meme  longueur  joignant  les  deux  points 
correspondants  Ai  et  B<  du  milieu  transforme  :  cela.  resulte  evi- 
demment  de  ce  que  les  elements  de  longueur  correspondants  de 
deux  lignes  L  et  L,  sont  egaux.  A  la  ligne  la  plus  courte  joignant 
les  points  A  et  B  correspond  done,  dans  le  milieu  transforme,  la 
ligne  la  plus  courte  joignant  At  et  B, ;  en  d'autres  termes,  le  seg- 
ment de  droite  AB  se  transforme  en  un  segment  de  droifce 
egal  A,B«.  Un  triangle  ABC  du  milieu  primitif  se  transforme 
done  en  un  triangle  egal  A,  B,  C,  du  milieu  transforme. 

SoientalorsP  un  point  quelconque  du  milieu  primitif,  P,  le  point 
correspondant  du  milieu  transforme;  en  joignant  par  des  droites 
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le  point  P  aux  poinls  A,  B,  G  et  le  point  P,  aux  points  A, ,  B, ,  C, ,  on 
obtient  deux  tdtraedres  dans  lesquels  les  aretes  correspondantes 
sont  e^ales  :  ces  telraedres  sont  done  egaux  ou  symetriques ; 
mais,  comme  par  hypothese  la  transformation  du  milieu  de  1'etat.ft. 
a  l'etat  &i  a  lieu  d'une  maniere  continue,  sans  que  le  determi- 
nant 

cesse  d'etre  positif,  les  deux  tetraedres  ne  peuvent  pasetre  syme- 
triques et  sont  n^cessairement  egaux.  On  amenera  done  tous  les 
points  tels  que  P  a  coincider  avec  les  points  correspondants  P,, 
en  deplacant  le  premier  milieu  tout  d'une  piece  de  facon  que  le 
triangle  ABC  se  place  sur  son  egal  A,  B,  C, . 

On  a  alors  necessairement  p,  =  p  et  par  suite  D  =  i . 

Quant  a  la  reciproque,  elle  est  evidente  :  si  la  deformation  est 
nulle,  on  a  identiquement  ds2  =  ds*,  et  par  suite  les  six  fonctions 
i  et  fi  sont  nulles. 

Remarque.  —  Nousavons  dit  que,  le  determinant  D  etant  posi- 
tif, le  tetraedre  materiel  PABG  ne  peut  pas  se  transformer  en  un 
tetraedre  syme'trique;  en  eflet,  il  est  facile  de  verifier  que,  dans 
une  transformation  par  symetrie,  le  determinant  D  est  egal  a  —  : . 

Indications  sur  la  demonstration  analytiqae.  —  En  egalant  a  zero 
les  six  expressions  (i4)  de  £|,  s2,  e3,  yij  72,  Y»>  011  a  des  equations  aux 
derivees  partielles  definissant  u.  v,  w  en  fonclion  de  x,  y,  z.  L'integra- 
tion  de  ces  equations  montre  que  u,  v,  w  et,  par  suite,  xXl  yi,  Zi  sont 
des  fonctions  lineaires  de  x,  y,  z  : 

Xi  =  a  -+-  ax  -+-  a{y  -h  a2^, 

y\  —  b~+~         fay  -+- 

zi  —  c  -h         Y17  +  Y2^- 

oil  a,  b,  c  sont  des  constantes  quelconques  que  nous  regarderons  comme 
les  coordonnees  d'un  certain  point  fine  O',  mais  oil  a,  (3,  y,  atf,  (Jj,  a*> 
£2,  Y2  verifient  les  six  relations  qui  expriment  que  ces  six  quantites  sont  ies 
cosinus  directeurs  de  trois  axes  rectangulaires  O '.•//,  O'y',  O' z' ,  par  rap- 
port aux  axes  Ox,  Oy,  Oz.  En  outre,  ces  trois  axes  sont  orientes  comme 
les  axes  Ox,  y,  z,  car  le  determinant  D  est  actuellement  le  determinant  des 
neuf  cosinus  a,  (3,  y,  ai»  Pi,  Y»i  a»>  P*>  Y2-  nu'  est  ^oa'i  comme  on  sail, 
a  ±  1.  Mais,  I)  etant  essentiellement  positif,  le  determinant  des  neuf  cosinus 
est  -t-  1  et  l'orientation  des  deux  systemes  d'axes  est  la  meme.  Des  lors, 
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prenons  le  milieu  Si  regarde  comme  invariablement  lie  aux  axes  Or,  y,  z  et 
transportons-le  tout  d'une  piece  de  facon.  que  les  axes  Ox,  z  se  super- 
posent  a  O'a?',  j',  z' :  chaquc  point  P  du  milieu  Si  ira  se  placer  sur  le  point 
correspondant  Pi  du  milieu  S{{. 

Second  theoreme.  —  Deux  deformations  d'un  m4me  mi- 
lieu A,  pour  lesquelles  les  six  fonctions  e,-  et  y4-  sont  identiques^ 
sont  des  deformations  identiques,  c'est-d-dire  telles  que  Von 
passe  de  V une  a  Vautre  par  un  deplacemenl  d^ensemble,  et 
reciproquemenl . 

En  effet,  la  premiere  deformation  amene  le  milieu  Si  a  l'e'tat^l1 ; 
un  element  lineaire  dsx  du  milieu  Jl4  est  lie  a  Pelement  corres- 
pondant ds  du  milieu  Si  par  la  relation  (12).  La  seconde  defor- 
mation amene  le  milieu  Si  a  Petat  <ft2>  un  element  ds2  du  milieu 
deTorme  S{2  est  lie  a  l'dldment  ds  du  milieu  primitif  Si  par  une 
relation  analogue  a  (12).  Gornme  les  six  fonctions  e/  et  y£-  sont 
supposees  les  me'mes  dans  les  deux  deformations,  on  a 

ds\  =  ds] . 

Deux  elements  lineaires  correspondants  des  deux  milieux  Sit  et 
#.2  sont  done  egaux.  On  en  conclut,  comme  dans  le  theoreme 
precedent,  que  le  milieu  Sit  et  le  milieu  peuvent  etre  super- 
poses par  un  deplacement  d'ensemble. 

Inversement,  si  les  deux  deformations  transformant  Si  en  Si , 
puis  en  Si.2  sont  identiques,  on  a 

ds\  ■=  ds\y 

et  les  six  fonctions  e4-  et  y/  sont  les  meines  pour  les  deux  defor- 
mations. 

» 

668.  Dilatations  lineaires  autour  d'un  point  du  milieu  primitif  : 
ellipsolde  des  dilatations  en  ce  point.  —  Les  considerations  sui- 
vantes  precisent  la  signification  des  six  coefficients  e/eiy/.  Soient  P 
un  point  choisi  dans  le  milieu  primitif  et  P{  son  correspondant 
dans  le  milieu  deforme.  Prenons  un  point  quelconque  P'  infini- 
ment  voisin  de  P  situe  a  la  distance  PP'  =  ds  du  point  P;  a  ce 
point  correspond  un  point  P,  infiniment  voisin  de  P<  et  a  une  dis- 
tance P,  P',  =  ds{  de  P, . 
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L'^ldment  lineaire  PP',  en  passant  a  la  nouvelle  position  P|P',, 
change  de  longueur  et  d1  orientation.  Portons  ici  notre  attention 
uniquement  sur  le  changement  de  longueur  :  Ferment  PP'  subit 
une  dilatation  positive  ou  negative  ds%  —  ds  et  le  coefficient  5  de 
cette  dilatation  (rapport  de  la  dilatation  a  la  longueur  primitive) 
est 

/■■"«•  \  v      ds}  —  ds  dsx 

Cette  quantite  8  peut  prendre  toutes  les  valeurs  positives, 
negatives  ou  nulles,  a  l'exception  de  la  valeur  —  i .  Elle  varie 
autour  du  point  P,  regards  comme  fixe,  avec  la  direction  de 
Tenement  PP'.  Appelons  a,  {J,  y  les  cosinus  directeurs  de  PP' : 

dx  dv  dz 

la  formule  fondamentale  (i  i)  donne 

(16)  j£  =  (n-2et)a*-h-(i-4-  2£,)P!-h(iH-ae,)ft 

h-  27,  ?T     2T*Ya  aT3*P- 

Pour  representer  geometriquement  la  variation  du  rapport  ^ 
autour  du  point  P,  portons,  sur  PP'  une  longueur 

PQ=   *  ■ 
dsx       i-h  5 

et  cherchons  le  lieu  du  point  Q,  quand  on  donne  a  V  toutes  les 
positions  possibles  autour  du  point  determine  P.  Par  rapport  a  des 
axes  PX,  PY,  PZ  menes  par  P  parallelement  aux  axes  coordonnes, 
le  point  Q  a  pour  coordonn^es 

(Q)  Y=*p,  Z=#Y. 

ds{  dst  r'  dsi  1 

D'apres  la  relation  (16),  le  lieu  du  point  Q,  quand  a,  (J,  y 
varient,  est  done  la  quadrique 


(17)     <},(X,  Y,  Z)  =  (i  +  26,)X,-r(i  +  2£J)Y»4-(i  +  n,)Z» 

2Yi YZ  +  2Y,ZX  -h  2YsXY  =  1. 
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Comme  le  point  Q  est  r^el,  quelle  que  soit  la  direction  a,  j3,  y> 
cette  quadrique  est  un  ellipsoide  de  centre  P  :  on  l'appelle  ellip- 
soide des  dilatations  au  point  P.  Get  ellipsoide  etant  construit, 
onconnait  les  dilatations  lin&ures  de  tous  les  elements  infiniment 
petits  PP'  autour  de  P.  La  direction  de  PP'  prolongee  perce 
1 'ellipsoide  en  un  point  Q,  et  Ton  a,  pour  le  coefficient  de  dilata- 
tion de  PP', 


La  dilatation  peut  etre  positive,  negative  ou  nulle  :  pour  dis- 
tinguer  les  divers  cas,  decrivons,  de  P  comme  centre,  avec  l'unite 
comme  rayon,  une  sphere  S ;  cette  sphere  coupe  I'ellipsoi'de  sui- 
vant  une  courbe  C  qui  divise  la  surface  de  I'ellipsoi'de  en  deux 
regions,  Tune  E<.  exterieure  a  la  sphere,  I'autre  Et-  interieure. 
Si  la  direction  PP7  de  l'^lement  ds  perce  I'ellipsoi'de  en  un  point  Q 
de  la  region  exterieure  Ee,  PQ  est  supe>ieur  a  i,  8  est  negatif  et 
l'eldment  se  contracte  dans  la  deformation;  si  Q  est  dans  la  region 
interieure  Ez,  8  est  positif  et  1'element  s'allonge;  si  Q  est  sur  la 
courbe  de  separation  C,  6  =3=  o,  Pelement  ds  ne  change  pas  de 
longueur.  II  peut  arriver  que  la  sphere  S  ne  coupe  pas  I'ellip- 
soi'de; alors  la  courbe  C  n'existe  pas  :  la  region  Ee  ou  la  region  E/ 
envahit  tout  I'ellipsoi'de,  suivant  que  I'ellipsoi'de  est  tout  entief 
exte>ieur  ou  interieur  a  la  sphere  S;  dans  le  premier  cas,  les  ele- 
ments lin^aires  issus  de  P  se  contractent  tous;  dans  le  second,  ils 
se  dilatent  tous. 

En  prenant  comme  origine  le  point  P,  la  courbe  G  est  definie 
par  I'intersection  de  I'ellipsoi'de  (17)  avec  la  sphere  de  rayon  1 

(S)  X*+'Y*-+-Z*=i. 

Le  cone  lieu  des  elements  PP'  issus  de  P,  qui  ne  changent  pas 
de  longueur,  a  pour  sommet  P  et  pour  directrice  la  courbe  G;  son 
equation  s'obtient  en  retranchant  membre  a  membre  les  equations 
(17)  et  (S)  de  l'ellipsoide  et  de  la  sphere  :  on  a  ainsi  le  cone 

e,  X«-4-  e2  ¥s  -+-  e3  7A  -t-  T,  YZ  -f-  7,  ZX  -+-  y3  XY  =  o, 


qui  n'existe  pas  quand  la  sphere  S  ne  coupe  pas  I'ellipsoi'de. 
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Significations  geometriques  particulieres  des  coefficients 
s2>  £3;  dilatations  des  elements  primitivemcnt  parallkles  aux 
axes  de  coordonnees.  —  Imaginons  un  cement  PP'  =  ds  issti 
de  P  et  parallele  a  Ox  :  appelons  8t  son  coefficient  de  dilatation. 
Si  Ton  d&signe  par  cfc,  la  longueur  de  cet  element  apres  la  defor- 
mation, on  a,  d'apres  les  formules  pr^ce'dentes  (16),  ou 

a  =  1,       p  =  o,       y  =  o, 

1   ~  /  

=V'n-2£i,         8,  =  /l-+-  26,  — 1 ; 

de  m^me,  en  appelant  82  et  o3  les  coefficients  de  dilatation  de  deux 
elements  line*aires  issus  de  P  paralleles  aux  axes  OyetO-z,  on  a 

o»  =■  sj  \  -+-■  xet  —  1,       8a  =Vi     2 a j  —  1 . 

Ges  formules  definissent  geomeiriquement  e,,  s2,  e3  en  chaque 
point  P  du  milieu  A. 

669.  Dilatations  angulaires  autour  d'un  point.  —  Soicnt  deux 
elements  lineaires  infiniment  pelits  ds  =  PP'  et  ds'—VQ'  issus 
du  point  P;  soient  dx,  dy,  dz  les  projections  du  premier,  dx' , 
dy\  dz'  celles  du  second  :  Tangle  9  de  ces  deux  directions  est 
donne  par 

ds  ds'  cos  0  =  dx  dx'  -+-  dy  dy'  -+-  fife  rf-s'. 

Apres  la  deformation,  les  points  P,  P',  Q' sont  venus  en  P,  P^,  , 
les  deux  elements  ds  et  ds'  se  sont  transformed  en  dss  =  P|P'j, 
^t  =  PiQ',  •'  si  nous  appelons  dxs,  dyu  dzK  et  dx\,  dy\,  dz\  les 
projections  de  ces  elements,  le  nouvel  angle  9,  forme*  par  les  ele- 
ments deformes  est  donne  par 

ds\  ds\  cosO,  =  dxi  dx\  -+-  dy{  dy\  -+-  dz{  dz\ . 

La  variation  bt—H  est  appelee  la  dilatation  de  Tangle  P'PQ'. 
L'expression  de  cosO,  est  aisee  a  former  :  d'apres  les  formules 

=  X  T.  U,         JKi  =  y  -f-  V,  =5-t-W, 


ou  u,  V,  w  sont  des  fonctions  de  x,  y,  z,  on  a,  en  faisant  croitre 
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d*abord  x,  y,  z  de  dx,  dy,  dz.  les  projections  de  P4P'« 

puis,  en  faisant  croitre  x,  y,  z  de  dx* ,  dy\  dz\  les  projections 
de  P,  Q', 

.  .  dvr       ,  ,         dw       ,  ,     /      dw\  ,  , 

On  en  conclut 

(18)     dsx  ^',cos(»,=  (i  n-  2£,)  dx  dx' -h  (i  -+-  as*)  dy  dy' 

+  (i  +  2e3)  dz  dz'  -\-  t\{dy  dz'  -+-  dz  dy') 
-i-  Y«  ( ?k  ^     ^  ^  )  ■+"  T»  ( dx  dy'  -+-  dy 

ou  £t,  e2,  e3,  y(,  y2»  Ts  sont  les  coefficients  caracterisliques  de  la 
deformation,  definis  par  les  formules  (i4)-  On  peut  ecrire  cette 
formule  d'une  facon  un  peu  plus  simple  en  introduisant  la  forme 
quadratique 

^(X,  Y,  Z)  =  (i-f-2e,)X*  \  (n-2£2)Y*H-(i-f.2£3)Z* 
-h  2^1  YZ  -+-  ayjZX  -+-  2y3XY, 

qui  forme  le  premier  membre  de  l'equation  de  l'ellipsoi'de  des 
dilatations  au  point  P.  Si  alors  on  appelle  a,  y  et  a',  (5r,  v'  les 
cosinus  directeurs  des  deux  elements  ds  et  cfo', 

dx  ,  dx' 

a  =  — a  =  —77 ,        .  •  •  , 

on  a 

(|9)  ^1  j^*9'  =(i  +  2e1)«a'H-(i4-260PP,H-...+  Yi(PY'H-TP')-»---> 
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La  connaissance  de  l'ellipsoide  des  dilatations  en  un  point  P 
entraine  done,  d'une  maniere  simple,  la  connaissance  des  dilata- 
tions angulaires  autour  de  ce  point. 

En  particulier,  pour  que  I' angle  8,  soit  droit ,  il  faut  et  il 
suffit  qu'avant  la  deformation  on  ait 

a'  Va  -+-  p'  <ty  -+-  Y     =  o, 

e'est-a-dire  que  les  deux  directions  PP'  et  PQ'  soient  conju- 
guees  par  rapport  a  I'  ellipsoide  des  dilatations  au  point  P  : 

+  <X,  Y,  Z)  =  i. 

On  en  conclut  qu't/  existe  trois  elements  lineaires  issus  de  P 
qui  forment  un  triedre  trirectangle  avant  et  apres  la  defor- 
mation; ce  sont  les  elements  diriges  primitwement  suivant  les 
axes  de  I  ellipsoide  des  dilatations  au  point  P. 

Les  directions  de  ces  axes  sont  les  direction*  principalis  au 
point  P. 

Signification  particuliere  des  coefficients  y,,  y2,  y3  :  dila- 
tations des  faces  du  triedre  primitwement  paralleles  aux  axes. 
Ces  considerations  conduisent  a  Interpretation  g^om^trique  sui- 
vante  des  coefficients  y,,  y5,  y3.  Soit,  au  point  P,  un  angle  P'PQ' 
dont  les  cotes  infiniment  petits  PP'  ~ds  et  PQ'  =  ds'  sont  respec- 
tivement  paralleles  a  Oy  et  Oz  :  alors 

<20)  1    «  a' 

i  «  =  o,       p  =o,       7  =  i, 

Apres  la  deformation  ces  deux  elements  deviennent  P,  P\  =  dst 
Pi  Q',  =  ds\ ;  leurs  variations  de  longueur  sont  donnees  par  les 
form  u  les 

dsx       ,   ds\  ,  

=      +  ^  = 

leur  angle  a,  —  Pj  P,  est  donne  par  la  formule  (19),  ou  a,  j3,  y, 
a',  3',  y'  prennent  les  valeurs  particulieres  (  20),  et  ou  l'on  rem- 
place  9,  par  a,  :  on  a  done 

dst  ds\  cos  a, 

dTdJ'        =  T" 
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d'ou 


(21;  Yi  =  V7'  -+■  *£j  ^1-+-  **t  coso,, 

relation  qui  d^finit  geom<£triquement  yf . 

On  a,  de  meme,  y2  et  y3  en  chaque  point  P. 

670.  Dilatations  principales.  —  On  appelle  dilatations  prin- 
cipales,  en  un  point  P  du  milieu  primitif,  les  coefficients  de  dila- 
tation A,,  A2,  A3  des  trois  elements  lineaires  issus  de  P  dirig£s 
primitivement  suivant  les  axes  de  I'ellipsoide  des  dilatations  en  P. 
Appelons  A,  B,  G  les  trois  sommets  de  cet  ellipsotde;  le  coeffi- 
cient de  dilatation  de  l'element  dirige  suivant  PA  est 

on  a  de  meme,  pour  les  elements  dirig^s  suivant  PB  et  PC,  les 
coefficients  de  dilatation 

Al=  Pi"  I}  A3=P^~'- 

Pour  calculer  A,,  A2,  A3,  on  est  done  ramene'  a  calculer  les 
axes  PA,  PB,  PC  de  I'ellipsoide  (17).  Pour  cela,  on  forme  liqua- 
tion en  S  relative  a  cet  ellipsoi'de  : 

+  S  Ya  Y* 

Ys  i  +         S  y, 

T«  Yi  i-h2e3— ! 

Les  racines  S,,  S2,  S3  de  cette  equation  sont  les  carres  des 
inverses  des  longueurs  des  axes  p^j'pgi'pgi*  ^n  a  done 


671.  Invariants.  —  Quand  on  fait  un  changement  d'axes  de  coordon- 
nees  rectangulaires,  t'equation  de  Peilipsoidc  des  dilatations  (17)  change; 
les  six  coefficients  e/  et  yi  prennent  de  nouvelles  valeurs  qui  se  deduiraient 
des  premieres  par  les  formules  classiques  du  changement  d'orientation  des 
a\es.  Mais  on  «ait  que,  dans  une  quadrique 

AX»-h  A'Y*-f-  A'Z'-h  2BYZ  -+- 2 B' ZX  +  2B"!tY  =  H, 


i5a 
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il  existe  trois  fonctions  des  coefficients  qui  restent  inalte>ees  quand  on  fait 
un  changement  d'axes  rectangulaires,  a  savoir  les  fonctions 


A  SB 


A 
B* 

B' 


B«-h  B* 
B'  B' 
A'  B 
B  A" 


A  +  A'+A', 
-H  B"J  —  A' A" —  A*  A  —  A  A', . 

AA  A*—  AB*-  A'B  *  —  A"  BM-f-  aBB'B', 


dont  la  derniere  est  ce  qu'on  appelle  le  discriminant  de  la  forme  quadra- 
tique. 

Appliquant  ce  theoreme  a  rellipsoide  (17),  on  voit,  en  laissant  de  c6te 
des  constanles,  qu'en  chaque  point  P  du  milieu  initial  il  existe  trois 
fonctions  invariantes  dont  la  valeur  est  independante  de  l'orientation  des 
axes  et  depend  seulement  de  la  nature  de  la  deformation ;  ce  sont  les  fonc- 
tions 

Yl      Ya  -t-Ti  —  4(£i£3-H  6sS|-H  «|«l)f 

Ces  trois  quantites  ont  done,  dans  la  deformation,  une  signification 
independante  du  choix  des  axes. 

Prenons  en  particulier  lc  discriminant  de  (17) 


I  4-  26, 
73 

Y» 


Y3 


2  22 


Yi 
Yi 

-  2  e3 


la  regie  qui  donne  le  carre*  d'un  determinant  montre  immediatement  que 

pi 

ce  discriminant  £i  est  6gal  a  D*,  D  etant  le  determinant  (7),  ou  a 

p  1 

Le  coefficient  de  dilatation  cubique  au  point  P,  egal  a  D  — 1,  est  done 
aussi  exprime  par  /X  —  1. 

672.  Deformation  inverse.  —  On  pourrait  evidemment  regar- 
der  l'e^at  comme  initial  et  l'etal&  comme  final  :  on  aurait  alors 
la  deformation  inverse  de  la  premiere.  Dans  cette  facon  de  voir,  il 
faudrail  regarder  x,  y,  ^  comme  des  fonctions  de  y,,  zt  tirees 
des  relations  (1).  Cette  deformation  serait  definie  par  le  systeme 
des  vecteurs  P,  P  d'origine  P,  et  d'extr£mit£  P,  ayant  pour  projec- 
tions —  U,  —  V,  —  w. 

En  chaque  point  P<  du  milieu  il  y  aurait  un  ellipsoide  des 
dilatations  dont  les  axes  donneraient  les  trois  directions  des  ele- 
ments lineaires  issus  de  P,  formant  un  triedre  trirectangle  avant 
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et  apres  la  deformation.  On  voit,  par  comparaison  avec  le  m£me 
th^oreme  relatif  a  l'ellipsoide  des  dilatations  au  point  P,  que  trois 
elements  lin^aires  issus  de  P  et  diriges  suivant  les  axes  de  rellip- 
soide des  dilatations  en  P  se  transforment  en  trois  elements  issus 
de  P,  et  diriges  suivant  les  axes  de  rellipsoide  des  dilatations 
relatif  au  point  P,  dans  la  deformation  inverse. 

673.  Equations  aux  derivees  partielles  pour  les  £<  et  7,-  —  Le9  six 
fonctions  6*  et  •/<  qui  caracterisent  une  deformation  ne  peuvent  pas  6tre 
prises  arbitrairement  en  fonction  de  x,  y,  z.  En  eflfet,  d'apres  les  rela- 
tions (14),  ces  six  fonctions  dependent  seulement  de  trois  fonctions  arbi- 
traires  u,  T,  w  dont  ('elimination  conduirait  a  des  equations  aux  derivees 
partielles  entre  les  s/  et  yi  f'1). 

H.  -  DEFORMATION  HOMO  GENE 

674.  Definition  d'une  deformation  homogene.  —  Les  conside- 
rations pr^c^dentes  s'appliquent  a  une  deformation  quelconque. 
Dans  le  cas  general,  la  deformation  est  earacterise'e  par  les  six 
quantites  st-  et  y,-  qui  sont  des  fonctions  des  coordonnees  x,  y,  z 
dans  le  milieu  primilif  :  ou  encore,  au  point  de  vue  g^om^trique, 
la  deformation  est  definie  par  1'ensemble  des  ellipsoides  de  defor- 
mation relatifs  aux  divers  points  P. 

Le  cas  le  plus  simple  estle  cas  ou  la  deformation  est  la  me'nie 
autour  de  chaque  point  P,  c'est-a-dire  le  cas  ou  les  six  fonctions  e, 
et  y/  ne  varient  pas  avec  la  position  du  point  P  :  dans  ce  cas  parli- 
culier,  oules  six  quantites  £/  ety, sont  des  constantes  independanles 
de  x,  z,  la  deformation  est,  d'apres  sir  W .  Thomson  (Lord  Kel- 
vin) une  deformation  homogene.  Les  ellipsoides  des  dilatations  en 
to  us  les  points  P  sont  alors  egaux  et  orientes  de  la  me  me  facon. 

II  en  resulte  que  la  dilatation  lineaire  d'un  element  du  milieu 
primilif  ne  depend  que  de  sa  direction  et  non  de  sa  position  dans 
ce  milieu;  de  in6me  la  dilatation  de  Tangle  de  deux  elements  ne 
depend  que  de  la  direction  de  ses  c6tes  et  non  de  la  position  du 
sommet;  en  parliculrer,  deux  elements  paralleles  se  transforment 
en  deux  elements  paralleles.  A  chaque  direction  est  ainsi  associ^e 


(*)  Voir  un  Meinoiie  de  M.  Riquier  Sur  I' integration  d'un  syslemt  d'eyua 
tions  aux  derivees  partielles  (Annales  de  I'Ecole  Normale  superieure,  3e  serif , 
t.  XXII,  i9o5). 
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une  dilatation  lin^aire  suivaat  celte  direction,  et  a  chaque  systeme 
de  deux  directions  une  dilatation  angulaire  de  leur  angle. 

Proprietes  geometriques.  —  On  conclut  de  cette  definition 
les  proprietes  suivantes  qui  caracterisent  geometriquement  une 
deformation  homogene  : 

i°  A  deux  segments  de  droites  paralleles  entre  eux  da  pre- 
mier milieu  correspondent  deux  segments  de  droites  paral- 
leles entre  eux  du  second  milieu,  et  le  rapport  des  deux  seg- 
ments est  le  me* me  avant  et  apres  la  deformation. 

En  effet,  d'apres  ce  qui  precede,  si  Ton  considere  dans  le  pre- 
mier milieu  des  elements  lineaires  egaux  et  paralleles  entre  eux, 
il  leur  correspond  dans  le  second  milieu  des  elements  lineaires 
egaux  et  paralleles  entre  eux.  Soit  alors  AB  un  segment  de  droite 
du  premier  milieu;  divisons  ce  segment  en  elements  lineaires 
egaux  entre  eux  et  n£cessairement  paralleles.  II  leur  correspond 
des  elements  lineaires  £gaux  el  paralleles  entre  eux  portes  bout  a 
bout  et  formanl,  par  suite,  un  nouveau  segment  de  droite  A,B4y 

tel  que  le  rapport  des  longueurs         soit  precisement  le  rapport 

des  elements  lineaire*  correspondants ;  le  coefficient  de  dilatation 
de  ce  segment  est  done  identique  a  celui  des  elements  lineaires 
qui  le  composent. 

A  un  second  segment  A'B'  du  milieu  primitif  parallele  a  AB 
correspond,  d'apres  le  me'me  raisonnement,  un  segment  A'tB', 
parallele  a  A<  B4  ayant  subi  la  meme  dilatation  relative,  et  Ton  a 

A',  B',  =  AjJBt 
A'B'  AB 

i°  A  des  plans  du  premier  milieu  paralleles  entre  eux  re- 
pondent  dans  le  second  milieu  des  plans  paralleles  entre  eux. 
Deux  plans  paralleles  II  et  IT  du  premier  milieu  peuvent  etre 
regardes  comme  engendres  par  des  droites  mobiles  D  et  D'  paral- 
leles a  une  meme  direction  s'appuyant  respectivement  sur  deux 
directrices  fixes  A  et  A'  paralleles  a  une  autre  direction.  A  ces 
droites  mobiles  correspondent  dans  le  second  milieu  les  droites 
mobiles  D,  et  D\  paralleles  a  une  me'me  direction  s'appuyant  res- 
pectivement sur  deux  directrices  fixes  A  et  A',  paralleles  a  une 
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autre  direction  :  ces  droiles  D<  et  D\  engendrent  deux  plans  pa~ 
ralleles  Ut  et  U\  correspondant  a  II  et  II'. 

Ces  proprietes  sont  caracteristiques  de  )a  transformation  homo- 
graphique  conservant  le  plan  de  Vinfini. 

675.  Formules.  —  Prenons,  comme  dans  le  cas  general,  un 
systeme  d'axes  quelconque  Oxyz  auquel  nous  rapporterons  le 
milieu  primilif  et  le  milieu  transform^. 

Les  proprietes  g^ometriques  que  nous  venous  d'indiquer  mon- 
trent  que  X\ ,  y% ,  zt  doivent  etre  des  fonctions  lineaires  de  x,  yy  z. 
En  effet,  en  laissant  y  et  z  constants  et  faisant  varier  seulement  x, 
on  fait  decrire  au  point  P  (a?,  y,z)  une  droite  parallele  a  Ox; 
dans  ces  conditions,  le  point  Pt(xt,yt,  dont  les  coordonnees 
varient  avec  x,  doit  decrire  egalement  une  droile  parallele  a  une 
direction  fixe;  done  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  au  lieu 
du  point  P<  sont  des  constantes  independantes  des  valeurs  attri- 

i  r*  •  •         t    r  dxA    dyt  dzt 

buees  a  y  et  z.  Oes  cosinus  sont  proportionnels  a  — »         — ; 

mais  la  quantite 

(sy>(»)v(&)v 

etant  egale  a  i  +  2et,  est  actuellement  constante,  puisque  £,  est 
constant  :  en  ecrivant  que  les  cosinus  directeurs 

I        dxt  1        dyx  i  dzi 

y/H-26,   ~*Z>      y/l  +  26,    dx  '      S/TTUI  fa 

sont  constants,  on  voit  que  ^»  ^»  sont  constants,  e'est-a-dire 
que  x{,y<,  Z\  sont  des  fonctions  lineaires  de  x.  On  verrait  de 
m3me  que  X\,y\ ,  zt  sont  lineaires  par  rapport  aux  trois  lettres 
x,  y,  z  a  la  fois.  G'est  ce  que  nous  voulions  etabiir. 

Les  formules  de  transformation  definissant  une  deformation 
liomogene  sont  done  de  la  forme 

r  xi  =  rt|0-»- (i ■+-  «n)^ -+-   a\t  y ■+■  ***** 

(a3)  )  yx  =  «20-f-      a21      ar  -h  ( I  ■+-  aS2 )^  H~ 

les  coefficients  a/y  etant  des  constantes  quelconques,  assujetlies  a 
la  condition  que  les  relations  (23)  donnent,  inversement,  pour 
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chaque  systeme  de  valeurs  de  5,,  un  seul  systeme  de  va- 

leurs  pour  x,  y,  z.  Gela  revient  a  dire  que  le  determinant  D,  qui 
a  £te*  defini  pr^cedemment  (7)  et  qui  est  ici 


«31  «3J  '  -+-  al3 


est  different  de  zero.  D'apres  sa  signification  physique,  ce  deter- 
minant doit,  en  outre,  £tre  positif. 

Les  six  coefficients  caracte>isliques  de  cette  deformation  ont  les 
valeurs  constantes 


<*4) 


Yl  =  «U  +  «I3~H  «12«l3-t-  «Jt«J3H-  «32«33» 


676.  Simplification  des  formules  a  l'aide  d'une  translation.  — 
On  peut  toujours  rendre  les  trois  coefficients  a,0,  aoo>  #30  nuls 
sans  modifier  la  deformation  :  on  en  voit  a  priori  la  raison  dans 
ce  fait  que  ces  coefficients  ne  figurent  pas  dans  les  e/  et  y<.  On 
le  voit  directement  de  la  facon  suivante  :  Soit  O'  le  point  du  sys- 
teme primitif  &  auquel  correspond  l'origine  O  dans  la  transfor- 
mation. Les  coordonnees  a,  j3,  y  de  ce  point  doivent  annuler  les 
seconds  membres  des  formules  (23), 

(25)  a,0H-  (i  -+-  a,,)a-+-  an$  ■+-  a, 37  =  o, 

puisque,  pour  a?,  5  egaux  a  a,  £},  y,  on  doit  trouver  yit  2t 
nuls. 

Supposons  alors  qu'on  imprime  au  systeme  une  translation 
d'ensemble  qui  amene  O'  en  O.  Celte  translation  amenera  les 
points  P  en  des  points  P'  dont  les  coordonnees  x\  y',  z'  sonl  liees 
aux  coordonnees  a?,  y,  z  de  P  par  les  formules 

a?  =  z-+-  ar',       ?  =  9+  y',       *  =  Y-+ 

Les  formules  (23)  deviennenl  alors,  d'apres  les  relations  (26), 

xx  =  (i  +  a„)x'+a„/-t-fl„;', 
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c'esl-a-dire  qu'elles  conservent  la  meme  force,  avec  celte  seule 
difference  que  lestermes  constants  ont  disparu. 

Dapres  cela  nous  considererons,  dans  lout  ce  qui  suit,  les  coef- 
ficients a,0,  rt-joi  "30  corame  rendus  nuls  par  une  translation  pre- 
liminaire,  et  nous  etudierons  la  deformation  definie  par  les  formules 

f  xx  =  (!-+-      ).r-+-      rtl2     y  -+-  anz, 

(26)  \yx  =     au     r  +  (i  +  a„)/+  <z23s, 

(  -i  =      «3i      x  -+-      a)S     y  -f  (i  a38)«, 

qui  donnent  pour  le  segment  PP,  les  projections 

I   u  =  a,,*  -+-  a\*y  —  an5, 

(27)  <    ▼  =  aux  -+-  ats^  —  <iJ32, 
f  w  =  a3,  x  -f-  «31  7  -f-  a33  ^. 

Dans  ces  formules,  Torigine  est  caracterisee  par  ce  fait  qu'elle 
se  correspond  a  elle-meme  dans  la  deformation,  puisque  les  va- 
leurs  x  =  y  =  z  =  o  donnent  x,  ~yt  =  st  =  o. 

Nous  avons  vu  que,  dans  une  deformation  quelconque,  il  existe, 
en  chaque  point  P  du  milieu  primitif,  trois  elements  lineaires 
rectangulaires  qui  se  transforment  en  trois  elements  rectangu- 
laires.  Actuelleinent  Fomentation  de  ces  elements  est  indepen- 
dante  du  choix  du  point  P;  de  plus,  comme  une  droite  devient 
une  droite,  on  peut  dire  qu'il  existe  trois  directions  de  droites  rec- 
tangulaires qui  se  transforment  en  trois  directions  rectangulaires. 
Ces  directions  sont  les  axes  de  1'ellipsoide  des  dilatations  (17)  dans 
l  equation  duquel  les  coefficients  ont  des  valeurs  constantes  (24). 

On  peut  ici  retrouver  ce  resultat  par  une  voie  plus  eleraentaire 
en  remarquant  que,  d?aprcs  les  formules  (26),  une  sphere 

x\-+-y\  +  zl  =  W 

du  second  milieu  correspond  a  un  ellipsoi'de 

[(1  -+-  «M).r  -+-  a,* y  -4-  <7, 3  c  ]*-}-.  .  .-r-.  .  .  =  R- 

du  premier.  A  trois  diamctres  eonjugues  de  cet  ellipsoi'de  corres- 
pondent trois  diamctres  rectangulaires  de  la  sphere  :  par  suite,  les 
trois  axes  de  eel  ellipsoide  OXYZ.  forment  un  systeme  d'axes 
rectangulaires  qui  se  transforment  en  trois  axes  rectangulaires 
O.X.Y.Z.. 

A  -  III.  17 
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677.  Deformation  pure  :  directions  principales;  coefficients  de 
dilatation  principaux.  —  On  dit  qu'une  deformation  homogene 
est  une  deformation  purey  quand  il  existe  dans  le  premier 
milieu  trois  directions  rectangulaires  qui  restent  inalterees 
par  la  deformation. 

En  general,  il  existe  dans  une  deformation  homogene  trois 
directions  rectangulaires  OXYZ  qui  se  Iransforment  respective- 
ment  en  trois  autres  directions  rectangulaires  OX,  Y,  Z, .  La  defor- 
mation est  pure  quand  les  deux  triedres  OXYZ,  OX,Y4,Z,  se 
confondent.  Les  ardtes  de  ces  deux  triedres  constituent  alors  ce 
qu'on  pent  appeler  les  directions  principales  de  la  deformation 
pure. 

Imaginons  que  Ton  prenne  ces  directions  principales  OXYZ 
pour  axes.  Appelons  x' ,  y1,  zf  les  coordonnees  d'un  point  P  avant 
la  deformation  x\,  y\,  z\  les  coordonnees  de  la  position  P,  de  ce 
point  apres  la  deformation. 

La  deformation  etant  homogene,  les  expressions  de  x\,  y\,  z'x 
en  fonctions  de  x' ',  y1 ',  z'  sont  de  la  forme  (26)  et  Ton  a 

x\  ==  (1  -+-  A, ,)*'-+-  A, 8  y'  +  A13«', 
Xt=  A»i  ar'-h  (1 -h  A22)y-H  A,3z, 
z\  =     A31     *•'•+-     A3,     y'-\~(t-h  A,,)*', 

ou  les  A/y  sont  des  constantes.  Par  hypothese,  quand  le  point  P 
est  sur  OX,  le  point  correspondant  P4  doit  £tre  aussi  sur  OX; 
done,  quand  y'  et  z'  sont  nuls,  y\  et  z\  doivent  l'Stre,  quel  que 
soit  x\  ce  qui  ©xige  que  A2I,  A31  soient  nuls.  On  voit  de  m^me 
que  tous  les  coefficients  autres  que  AM,  A22,  A33  sont  nuls.  La 
deformation  pure  rapportee  a  ses  directions  principales  est  done 
definie  par  les  relations 

(28)     x\  =  (n-  Ai,)a?',      /i^O+'An)/,       *!  =  (i+AM)x' 

Les  coefficients  A, , ,  A22,  A33  figurant  dans  ces  formules  reduites 
sont  les  coefficients  de  dilatation  principaux  A,,  A2,  A3  (670). 
Cela  r^sulte  des  formules  generales.  On  peut  le  verifier  directe- 
ment.  Les  ellipsoides  des  dilatations  sont  actuellement  tous  egaux 
et  ont  leurs  axes  paralleles  aux  directions  principales  OXYZ; 
prenons  une  droite  PQ  parallele  a  l'axe  OX  dont  les  extre*mites 
ont  pour  coordonnees  x' ,  y\  z'  et  x" ,  y\  z"  :  la  transforma- 
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tion  (28)  transforme  cette  droite  en  une  autre  droite  PfQ,  egale- 
ment  parallele  a  OX  dont  les  extr^mites  ont  pour  abscisses 

a\  =  (n-  An)*',      x\  =  (i  +  Aji  )x". 
Le  coefficient  de  dilatation  de  cette  droite  est  alors 

PtQt  —  PQ  _  x\  —  x\  —  (x'—x') 
PQ       -  x«-x< 

c'est-a-dire  An.  Un  calcul  analogue  montre  que  les  droites  paral- 
lels a  OY  et  OZ  subissent  des  dilatations  de  coefficients  A22 
et  A33. 

On  voit,  d'apres  cela,  qu'une  deformation  pure  est  constitute 
par  un  ensemble  de  trois  dilatalions  effectuees  parallelement  a 
trois  axes  rectangulaires  :  ces  axes  sont  les  axes  principaux  de  la 
deformation  pure  et  les  trois  coefficients  de  dilatation  les  coeffi- 
cients de  dilatation  principaux. 

678.  Determination  des  axes  et  des  coefficients  d'une  defor- 
mation pure.  —  Elant  donne  une  deformation  homogene  definie 
par  les  equations  (26)  ou  (27),  il  s'agit  de  reconnaitre  si  c'est  une 
deformation  pare  et,  dans  le  cas  de  laffirmative,  de  trouver  les 
directions  princi pales  et  les  coefficients  de  dilatation  principaux. 

Theokeme.  —  Pour  qu'une  deformation  homogene  soit  une 
deformation  pure,  il  faut  et  il  suffit  que  le  champ  de  vec- 
teurs  PP,  derive  d'une  f one  tion  de  vecteurs,  c'est-a-dire  que 
u,  v,  w  soient  les  derivees  partielles  d'une  fonction  du  se- 
cond degre  de  x,  y,  z. 

Pour  d^montrer  ce  theoreme,  il  suffit  de  remarquer  que  la  pro- 
priety, pour  un  champ  de  vecteurs,  de  deriver  d'une  fonction  est 
independante  du  choix  des  axes. 

La  condition  indiquee  est  necessaire,  car,  si  la  deformation  est 
pure,  en  prenant  pour  axes  les  directions  principales  OXYZ  on 
a,  pour  definir  les  coordonnees  de  P<  en  fonction  de  celles  de  P, 
Irs  formules  (28),  d'ou,  pour  les  projections  u',  v',  w'  du  vec- 
teur  PP,  sur  les  axes  OXYZ, 


u  =  x\  — x' Kux\       v'  =  AM^f,  w'=A3Sz', 
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qu'on  pent  ecrirc 


en  posanl 


,     OF  ,     dV  o\ 

U  =  -~  ,  V  =  — ,  >  W        — - 

dx  dy  dz 


Rile  est  suHisante  :  en  eflet,  supposons  (pie  dans  les  formules 
genera  les  definissant  u,  v,  w  pour  une  deformation  homo- 

gene  quelconque,  par  rapport  a  des  axes  Oxyz,  U,  V,  soient 
les  derivees  parlielles  d'une  memo  fonelion  F  de  .r,  y%  z  :  ou,  ee 

ou  dv 

qui   revient  au  me  me,  supposons   (pie   Ion   ait  ~  =  — . 
c'esl-a-dire 

(•29)  <*\*—<*t\\  «83  —  «32,  ^31"«I3- 

La  f one Hon  F  est  alors 

(  30  )       I'  =  j(*H  t'S  +  "22  y2-^  «33«*  +  Jfl|J,W  -+-  ««3|  v.T  ■+-  2fl|jIK). 

el  I  on  a 

*F  c)F  c»r 

(3d  u  —  — ,  v  ^  — ,  w  ^  — • 

dx  dy  dz 

Les  surfaces  du  second  degre  avant  pour  equation 

C  3?.  )  F(:r,  .^i  5  >  =  const. 

jouent  a  1'egard  du  vecteuru,  V,  W  le  role  de  surfaces  dr  niveau. 
Ges  surfaces  out  meme  centre  O  et  inemes  directions  d'axes  prin- 
cipaux  OXYZ.  Faisons  tourner  les  axesdefacon  a  prendre  comme 
nouveaux  axes  OXYZ,  et  appelons  x' ,  y\  z'  les  nouvelles  coordon- 
nees  d'un  point  P  et  u',  V',  w'  les  nouvelles  projections  du  vec- 
leur  PP,  :  la  fonelion  F  prendra  la  forme  red  u  ire 


et  Ton  aura 


(33) 


u  = 

dF 

dx 

—  \\\X' 

dF 

V  = 

*/ 

=  A2S^ 

w'  = 

dV 

-  A3Jc' 

dz' 
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La  deformation  est  clone  purr.  On  voit  qu  elle  a  pour  axes  les 
axes  des  qiiadriques  (  >i)  et  pour  coefficients  de  dilatation  princi- 
paux  les  doubles  des  coefficients  des  carres  des  variables  dans 
I'equation  tie  ees  quadruples  rapportees  a  leurs  axes. 

Nous  avons  vu  precedemmenl  (n°670)  commenl  on  pent,  con- 
naissant  les  coefficients  e/  el  vy,  determiner  les  directions  princi- 
pals et  les  coefficients  de  dilatation  principalis  en  un  point  Pdu 
milieu  primitif.  On  pour  rait  appliquer,  en  partieulier,  eetre  me- 
thode  au  ens  actuel. 

Qnand  on  suppose  connns  les  coefficients  c/M,  ... 
d  une  deformation  pure  (rtiA  =  ai,-)}  on  voit,  d'apres  ee  qui  precede, 
que  Ic  probleme  de  trouver  les  axes  principaux  d'une  deformation 
pure  el  les  coefficients  de  dilatation  principaux  pent  etre  ramene 
au  probleme  classique  :  rapporter  la  surf  ace  du  second  ordre  (32) 
a  ses  axes  de  sy  me  trie.  On  sail  que  ee  probleme  exige  la  resolu- 
tion de  I'equation  du  troisicme  degre  en  S 

(  an  —  S  )  (ats—  S)  (V/33  -  -  S )  -  -  (au  —  S)a|2 

qui  a  ton  jours  ses  racines  reelles  et  egales  prcciscment  aux  coeffi- 
cients A., i;  XJ2,  V>j  de  la  forme  reduite  e'est-a-dire  aux  coeffi- 
cients de  dilatation  principaux. 

On  pent  remarquer  que,  pour  une  deformation  pure  rapportee 
a  ses  axes  principaux  (formules  ;.8)  les  valeurs  des  six  coefficients 
t,  e  t  y,  son  I 

*i  -  A33-+-  -  Ala) 

Vi  —  <»,       y'i  -  °i       ?3  =  °- 

L'cquation  de  I'ellipsoVde  des  dilatations  (17)  rapporte  a  ces 
memes  axes  est  done 

(i+a„)!  y-  -+-  ( 1  h  a  2  2  )2y2  ■+-  ( 1  ■+■  A« >s  *'2  =  1 , 

cc  <|ui  est  une  verification  des  formules  generales  du  n°  (M>8, 
car  actuellement,  les  coefficients  de  dilatation  des  elements  paral- 
lels aux  axes  de  coordonnees  etant  A,,,  A.J2.  A:n,  on  doit  avoir 
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par  exemple, 

An  =  v/'  +      —  i  • 

679.  Thkoreme.  —  Toute  deformation  homo  gene  peut-4tre 
obtenue  par  une  translation  el  une  rotation  suivies  d'une 
deformation  pure.  —  En  eflfct,  soient  OXYZ  les  axes  principaux 
de  Pellipsoi'de  des  dilatations  en  un  point  quelconque  O,  deter- 

Fig.  32^). 
Z. 


mine'  dans  le  premier  milieu  SK.  :  on  sait  que  la  deformation  fait 
correspondre  a  ces  trois  droites  rectangulaires  trois  a  litres  droites 
rectangulaires  0«  Xt  Y,  Z< . 

Conside>ons  le  systeme  primitif  non  d^forme  ${.  comme  un 
solide  invariablement  lie*  au  triedre  OXYZ  et  transportons  ce 
solide  en  de  facon  a  faire  coincider  le  triedre  OXYZ  avec  le 
triedre  OfX<  Y4Z,,  chaque  axe  se  placantsur  son  correspondant. 
Ce  deplacement  peut^tre  realise  par  une  translation  amenant  O 
en  0<  suivie  d'une  rotation  autour  d'un  axe  issu  de  O,  amenant 
les  deux  triedres  en  coincidence. 

Une  fois  ce  deplacement  eflectue,  pour  passer  du  milieu  con- 
tinu  Si'  au  milieu  continu  final  «R, ,  il  faut  lui  faire  subir  une  defor- 
mation pure  d'axes  0,X,Y,Z,.  En  efTet,  soit  P  un  point  quel- 
conque du  milieu  P4  sa  position  finale  dans  le  milieu  .  Apres 
le  deplacement  d'ensemble  du  milieu  en  A',  obtenu  par  la 
superposition  de  OXYZ  a  01X|Y,Zf  le  point  P  occupe  une 
position  P'  dans  le  milieu  eft/. 

II  faut  montrer  que  la  transformation  du  milieu  dans  le  mi- 
lieu final  transformation  qui  fait  correspondre  a  chaque 
point  P'  le  point  P, ,  est  une  deformation  pure  d'axes  O,  X,  Y,  Z,. 
Or  cette  derniere  transformation  est  £videmment  une  transforma- 
tion homogene  dans  laquelle  les  axes  0,X,,  O,  Y,,  0«Z,  ,se  cor- 
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respondent  a  eux-m£mes,  car  P'  etant  sur  Oi  X,,  P  est  sur  OX  et, 
par  suite,  P<  sur  0,X4.  C'est  done  une  deformation  pure 
d'axes  OiXiYiZi. 

Cette  reduction  d'une  deformation  homogene  a  une  translation, 
suivie  d'une  rotation,  suivie  d'une  deformation  pure,  est  possible 
d'une  infinite  de  manieres,  car  le  choix  du  point.  O  est  arbitraire  : 
mais  la  translation  seule  change  avec  le  choix  du  point  O;  la  rota- 
tion et  la  deformation  pure  sont  inalte'rees;  ce  dernier  fait  requite 
de  ce  que,  quel  que  soit  le  choix  du  point  O,  les  troisdroitesOXYZ 
sonf  paralleles  a  des  directions  fixes  et  que  leurs  transfor- 
mers O,  X,  Y,  Z,  sont  £galement  paralleles  a  trois  autres  directions 
fixes. 

Nous  avons  (n°  667)  considere  comme  identiques  deux  defor- 
mations qui  peuvent  se  ramener  l'une  a  l'autre  par  un  deplacement 
d'ensemble.  On  peut  done  resumer  le  theoreme  que  nous  venons 
de  d^montrer  en  disant  que  toute  deformation  homogene  est 
identique  a  une  deformation  pure. 

Remarque  I.  —  11  est  evident  que,  pouramener  les  axes  OXYZ 
en  coincidence  avec  0,X,  Y(Z,,  on  pourrait  faire  d'abord  la  ro- 
tation des  axes  OXYZ  de  facon  a  les  rendre  paralleles  aux 
axes  O,  X,  Y,  Z, ,  puis  la  translation  00,.  On  peut  done,  dans  le 
theoreme  qui  fait  1'objet  de  ce  numero,  faire  d'abord  la  rotation, 
puis  la  translation  et  enfin  la  deformation  pure. 

Remarque  II.  —  Dans  le  cas  particulier  ou  la  deformation 
homogene  donnee  seraitycx/re, 

les  axes  0,X,  Y,Z,  seraient  paralleles  aux  axes  OXYZ  et,  pour 
superposer  ces  deux  systemes  d'axes,  il  suffirait  d'une  translation. 
La  rotation  serait  alors  nulle. 

III.      RETOUR  A  UNE  DEFORMATION  QUELCONQUE. 
DEFORMATION  HOMOGENE  TANGENTE  EN  UN  POINT. 

(>H0.  Deformation  quelconque  :  deformation  homogene  tangento 
en  un  point.  —  Si  nous  revenons  au  casgCneral  d  une  deformation 
quelconque,  cette  deformation  est  caracterisee  par  les  six  fonc- 
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Hons  ti  et  y,  des  coordonnces  x\  y.  z  du  point  P  dans  le  milieu 
non  deforme  «ft .  Envisageons  une  portion  du  milieu  non  deforme" 
entourant  un  point  P  :  si  cette  portion  est  suffisamment  petite, 
les  six  fonctions  e,  ety/,  qui  sont  des  fonctions  continues  de  x,y, 
conserveront,  en  ses  di  He  rents  points,  sensiblement  les  memes 
valeurs,  celles  quelles  out  au  point  l\  Comme  une  deformation 
homogene  est  caracteVisee  par  ce  fait  que  les  six  fonctions  £/  et  y/ 
sont  constantes,  on  pcut  done  dire  qu'une  portion  suffisamment 
petite  de  matiere  entourant  un  point  P  du  milieu  primitif  subit 
une  deformation  homogene  dont  les  six  composantes  sont  les 
valeurs  que  prennent,  au  point  P.  les  six  fonctions  Ziel^iCarac- 
te'ristiques  de  la  deformation  con  side ree.  Cetle  deformation 
homogene,  qui  coincide  avec  la  deformation  consideree  dans  une 
region  tres  petite  entourant  P,  est  appelee  deformation  au 
point  P,  ou  deformation  homogene  tangentc  a  la  proposee  au 
point  P. 

Si  done  on  imagine  une  portion  de  matiere  tres  petite  (m) 
entourant  le  point  O  et  la  portion  correspondanle  (m,)  entourant 
le  point  correspondant  Pn  la  deformation  homogene  rangente 
en  P  transforme  (m)  en  (mt)  :  il  en  resulte  qu'on  pent  faire  coin- 
cider  (m)  avec  (mt)  par  une  translation,  suivie  d'une  rotation, 
suivie  d  ime  deformation  pure.  La  translation  amene  P  en  P,,  la 
rotation  amene  les  trois  elements  lineaires  ds ,  ds' ,  ds",  diriges  sui- 
vant les  axes  PXYZ  de  l'ellipsoide  des  dilatations  en  P,  a  coin- 
cider  en  direction  avec  les  trois  elements  transformed,  dst,  ds\, 
ds",  diriges  suivant  trois  axes  rectangulaires  P,X,  Y,Z,  ;  enfin  la 
deformation  pure  acheve  d'amener  (m)  sur  par  trois  dilata- 

tions rectangulaires  suivant  les  axes  P,X,Y|Z,,  dilatations  clioi- 
sies  de  telle  facon  que  les  elements  ds,  ds',  ds"  deviennent 
ds\,  ds\. 

Cetle  rotation  et  celte  deformation  pure  sont  hien  delinies  en 
chaque  point  P  du  milieu  primitif  :  on  les  appelle  rotation  au 
point  P  et  deformation  pure  au  point  P. 

68 1 .  Definition  analytique  de  la  deformation  homogene  tangente 
en  un  point  .  —  Prenons  dans  le  milieu  primitif,  avant  la  defor- 
mation, un  point  quelconque  P  de  coordonnees,  x,  y,  z  et  imagi- 
nons  une  portion  infiniment  petite  de  matiere  (m)  entourant 
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ce  point.  Soient  x  +  dx,  y -h  dy,  z  -f-  dz  les  coordonn^es  d'un 
point  P'  de  cette  portion  de  matiere  (m ).  La  deformation  fait  cor- 
respondreau  point  P  un  point  P,  de  coordonn^es 

et  an  point  P'  un  point  P',  infiniment  voisin  de  P,  ayant  pour  coor- 
donnees 

Xi  ■+■  dxt  =  ar  +  u  +  d(x  -f-  u  ),        . . . , 

c'est-a-dire 

I.  ,       du  .      du  ,      du  , 

[  x      U  -4-  ax  -+-  —  dx  h  av  -t  arc, 

,™  I  v         to  j         to  J         rfV  J 

'  |  17  dx  dy  "  dz 

I  j  ,        (iw  .        dw  . 

f  z  +  w  +  a;  +  —  dx  -\ — ; —  dy     —  a*, 
j  <>.r  dy    J  dz 

Portons  l'origine  au  point  P  (x,y,  z)  el  prenons  comme  nou- 
veaux  axes  des  paralleles  Px',  Py',  Pz'  aux  anciens. 

Appelons  x',  yA \  z'  el  x\,y\,  z\  les  coordonnees  des  points  P' 
et  P't  par  rapport  a  ces  axes ;  on  aura 

(  I" )  x      dx       y'  =  dy       z  =  dz 

et,  par  suite, 


(.Pi)(34) 


=  U      ('  dx)X± 

=  V  "J-  X 


<iu   ,  du 


dw    ,  c)W 
=  W  —  — 

da? 


/       dv\    ,     ov  , 


Ces  dernieres  formules,  donnant  les  coordonnees  du  point  P',  en 
fonction  de  eelles  du  point  P',  definissent  la  deformation  de  la 
region  (m )  entourant  P  en  une  autre  region  infiniment  petite  ( m, ) 
entourant  P,.  Comme  elles  son!  fineaires  en  x',  y',  z\  elles  deTi- 
nissent  une  deformation  homogene;  c'est  la  deformation  homo- 
gene  tangentc  an  point  Pa  la  deformation  proposee.  En  identifianl 
ivec  les  formules  (a3),  on  voit  qu'il  faut  faire 

(JU  dU  dU 

""-^    a"='^'  a,I=^  
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682.  Conditions  pour  que  les  deformations  homogenes  tan- 
gentes  en  chaque  point  P  a  une  deformation  donnee  soient  toutes 
des  deformations  pures.  —  Pour  que  la  deformation  homogene 
d£finie  par  les  formules  (34)  soit  une  deformation  pure,  il  faut  et 
il  suffit  que  Ton  ait  (n°  678)  a12  —        . .  . ,  c'est-a-dire 

dw      t>v  _  <hi     <>w  _  <*v      du.  _ 

dy       dz        '        oz       dx  ~~    '        dx  dy 

Pour  que  ces  conditions  aient  lieu  en  chaque  point  P  de  l'espace, 
il  faut  et  il  suffit  que  le  systeme  des  vecteurs  PP<  (u,  v,  w)  de- 
rive d'une  fonction  de  x,y,  z.  Dans  ce  cas,  la  rotation  en  chaque 
point  P  est  nulle.  Ge  fait  requite  de  la  definition  m£me  d'une 
deformation  pure  (voir  Remarque  II,  n°  679). 

IV.  —  DEFORMATION  INFIN IMENT  PETITE. 

683.  Definition.  —  fmaginons  un  milieu  conlinu  qui  se  deplace 
et  se  deforme  d'une  maniere  continue  de  telle  facon  que  le  d^pla- 
cement  PPt  de  chacun  de  ses  points  P  soit  assez  petit  pour  que. 
dans  les  mesures,  on  puisse  negliger  les  Carre's  et  les  produits  de 
ces  deplacements.  La  deformation  est  alors  appelee  infiniinent 
petite.  Les  projections  u,  v,  w  du  deplacement  PP,  sont  alors  des 
quantiles  que  nous  traiterons,  ainsi  que  leurs  derivecs  partielles 
par  rapport  a  x,  y,  z,  comme  des  infiniment  petits  du  premier 
ordre  dont  nous  negligerons  les  carres  et  les  produits.  De  la  re- 
sultent,  dans  les  formules  et  les  th^oremes  generaux,  des  simpli- 
fications que  nous  alions  indiquer. 

Exemples  de  deformation  infiniment  petite.  —  i°  Dans  les 
vibrations  d'un  corps  elastique  rendant  un  son,  les  deplacements 
des  points  mat^riels  a  parlir  de  leurs  positions  initiates  restent 
ordinairement,  pendant  toute  la  duree  du  mouvement,  assez  petites 
pour  qu'on  puisse  negliger  leurs  carres  et  leurs  produits. 

2°  Dans  le  mouvement  continu  d'un  tluide  liquide  ou  gazeux, 
pour  passer  des  positions  des  points  du  fiuide  a  l'instant  t  aux 
positions  des  memes  points  a  l'instant  infiniment  voisin  t  +  dt, 
il  faut  faire  subir  au  fiuide  une  deformation  infiniment  petite.  Un 
point  qui,  a  l'instant  t,  est  en  P,  est,  a  l'instant  /      dt,  dans  une 
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position  infiniment  voisine  P,  et  son  displacement  PP,  a  pour  pro- 
jections 

u  dt,    v  dt,    w  dt, 

if,  v,  w  d^signant  ies  projections  de  la  vitesse  du  point  materiel 
en  P.  Pour  appliquer  la  theorie  generale  a  ce  cas,  il  faudrait  done 
fa  ire 

u  =  u  dt,       v  —  v  dt,       w  =  tv  dt. 

684.  Expressions  des  six  fonctions  caracteristiques.  —  En  se 
reportant  aux  formules  generates  (i4)  et  n^gligeant  les  carrSs  des 
de>iv£es  partielles  de  u,  V,  W  par  rapport  a  x,      3,  on  a 

dv  dw 

et  =  — »  U  —  —  y  £j  =  — —  t 

Ox  dy  dz 

J 

c)w      dv  du  dw  dv  du 

^,=  ^^d7>  Jz  ^  ~dx  '        ^=dx  +  dy' 

Dilatations  lineaires  en  un  point  parallcles  aux  axes  de 
coordonnees  —  En  chaque  point  P(x,  z),  ces  dilatations  ont 
pour  expressions  (p.  248) 


S,  =  / 1  H-  1  £i  —  I,        8j=  y/l-f- 2£$ — 1,        5j  =  jji  -+-  Its—  1. 

Mais  actuellement  e,,  £2,  £3  sont  infiniment  petits  :  en  deVelop- 
pant  par  la  formule  du  binome,  on  a 


et,  negligeant  les  carres,  on  trouve 

Les  coefficients  £,,e2,  e3  sont  les  coefficients  des  dilatations 
lineaires  des  elements  paralleles  aux  axes  coordonnes. 

Dilatations  angulaires,  en  an  point,  des  angles  ayant  leurs 
cotes  paralleles  aux  axes  coordonnes.  Glissements.  —  Nous 
avons  vu,  dans  le  cas  general,  que,  si  Ton  considere  deux  elements 
lineaires  ds  et  ds'  issus  de  P  parallelement  aux  axes  Ox  et  (Dr- 
ies deux  elements  deformes  ds<  et  ds\  forment  un  angle  a,  deTini 
par   

Yi  =  }J  \  -4-  2£t  / 1       a£3  COS»i. 


9.68  KOI  IMHHK  KT  MOD  V  KM  KMT  l»KS  MII.O  l  \  CONTINIlS. 

Actuellemeni  I'angle  a,  est  inliniment  peu  different  dc^»  puisquf 

cosai  est  inliniment  petit  coitime  y, .  On  pent  errirc  alors,  en  devc- 
loppant  en  series. 


cos«,  ,-  sin  (2  -  *i)  =  -7  ~  *i~  (j  ~        +  ■ 

oil  *  —  a,  est  inliniment  petil.  Portanl  dans  la  formule  el  negli- 
geant  les  termes  du  deuxieme  ordre,  on  a 

71 

>,  =  --*,. 

On  a  ainsi  une  signification  simple  du  coefficient y, .  On  obtienl 
des  expressions  analogues  pour  ya  et  y.,. 

On  appelle  aussi  ces  quantity's  v,,  y2,  y3  les  glissements  paral- 
lels au\  plans  do  eoordoniiees. 

Coefficient  de  dilatation  cubifjue  en  un  point.  --  Nous  avons 
vu  (n°  (>()5)  que  ce  coefficient  est 


on  I)  designe  le  determinant  (  7).  En  developpant  cc  determinant 
et  negligeanl  les  carres  el  les  prod  nits  des  derivees  partielles 
de  u,  V,  W,  on  ;i 

d.r       d  y  dz 
Le  coefficient  de  dilatation  cubiqiic  est  done  alors 

<  M>  )  0  =   -  [~  1  , 

d.r      ay  <>z 
ce  quon  pent  ecrirc  acluellemenl 

|«  **+  si4  £3; 

on  voit  que,  dans  une  deformation  inliniment  petite,  le  coefficient 
de  dilatation  ciibique  en  un  point  est  la  soinme  des  trois  coei'fi- 
cienls  des  dilatations  lineaires  paralleles  au\  axes  de  coordonnees 
au  meme  point. 
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680.  Rotation  en  chaque  point  Dilatations  principales.  —  Nous 
avons  vu  que,  dans  une  deformation  quelconque,  si  Ton  prend 
une  petite  region  autour  d'un  point  P,  on  peut  la  regarder  comme 
souinise  a  une  deformation  liomogene  et,  par  suite,  reprdsenler  la 
deformation  de  celte  petite  region  par  une  translation,  suivie  d'une 
rotation,  suivie  d'une  deformation  pure. 

Nous  allons  calculer  les  elements  de  ces  diverses  transformations 
dans  le  cas  d  une  deformation  infiniment  petite. 

Prenons  dans  le  milieu,  avant  la  deformation,  un  point  quel- 
conque P  de  coordonne*es  x,  y,  z  et  imaginons  une  rdgion  infini- 
ment  petite  (m)  entourant  ce  point.  La  deformation  fait  corres- 
pondre  au  point  P  un  certain  point  P|,  et  a  la  region  (w)  une 
region  deformee  (n?4)  egalement  infiniment  petite  et  entourant  le 
point  P,. 

Prenons  comme  axes  de  coordonnees  les  paralleles  Pj',  Py',  Ps' 
aux  axes  primitifs  menees  par  P  :  soient  .r',  y\  z'  les  coordonnees 
par  rapport  a  ces  nouveaux  axes  d  un  point  P'  du  premier  milieu 
pris  dans  (m),  et  x\ , y\ ,  z\  les  coordonnees  de  la  nouvelle  posi- 
tion P',  de  ce  point  apres  la  deformation.  Comme  nous  1'avons  vu, 
n°  681,  la  deformation  honiogene  tangente  en  P  a  la  deformation 
donnee  est  definie  par  les  formules  (34)  que  nous  ecrivons 

du    ,     du    ,     du  , 

,  —  x  —  u  H  or  h — —  y  -T-  — «, 

1  dx  dy  J  dz 

dv         dv    ,      &v  , 

-  1     J  Ox         dy  -  dz 

dw    ,      dw    ,     dw  , 

{  ..5'_w  +  —y  +—  z. 

Actuellemenl  les  coefficients  u,  ~>  •••  sont  infiniment  petits  : 
il  est  alors  aise  de  mettre  en  evidence  les  elements  de  la  deforma- 
tion liomogene. 

Rappelons  d'abord  les  formules  qui  donnent  les  projections  du 
drplacement  d'un  point  dans  une  rotation  infiniment  petite. 
Soient  trois  axes  fixes  P.r',  Py\  IV  et  un  axe  de  rotation  Po> 
is>u  de  I'origine  P.  Imaginons  un  systcme  invariable  qui  tourne 
d'un  angle  infiniment  petit  autour  de  cet  axe  :  cette  rotation  peut 
etre  decomposed  en  trois  rotations  eMmentaires  d'angles/>, ,  p* 
autour  des  axes  Px',  Vy',  V z' .  Calculous  les  projections  du  d<*pla- 
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cement  infiniment  petit  P'P*  subi  par  un  point  du  systeme,  de 
coordonndes  x',  y\  z' .  Soient  ul7  V1,w4  les  projections  de  ce 
^placement.  On  peut  toujours  imaginer  que  la  rotation  consi- 
de're'e  ait  lieu  pendant  un  intervalle  de  temps  dl  :  sa  vitesse  angu- 
laire  est  alors  egale  a  l'angle  de  rotation  divise  parcfa  etles  vitesses 
■angulaires      q,  r  des  rotations  composantes  sont 

(»)  t.-fi.  r=%. 

Les  projections  de  la  vitesse  v  du  point  P'  sont  alors,  d'apres 
les  formules  eM^mentaires  des  rotations, 

qz—ry',    rx'  —  pz',  py'—qx\ 

et  les  projections  du  deplacement  P'  P",  £gal  a  v  di*  sont  les  expres- 
sions pr^cedentes  multipliers  par  dt  :  on  a  ainsi,  d'apres  (38), 

ui  =piz'~-  pzy',      vt  =  psx'  —  ptz',      w,  =  />,/  — ptx'. 

Gela  pose,  dans  les  formules  (37) qui  definissent  la  deformation 
homogene  d  une  region  infiniment  petite  (m)  entourant  P,  inlro- 
duisons  les  notations 


du 

&V 

d"w 

dx* 

w 

e3  = 

lz- 

&w 

dv 

&v 

du 

Ti  = 

~¥ 

-h  -r-j 

dz 

Yi  = 

Tz  + 

to' 

T3  = 

dx~  + 

#' 

dW 

dy 

du 

<*v 

du 

ipt  = 

~~dz' 

2Pi  = 

dz 

dx 

2p3  - 

dx 

elles  prennent  la  forme 

x\~  x'  =  u  -r-p*z'  -  p3y-+-  TO'' 

z\  _  5'  =  w  -h  Pxy'  -Pix'+  -J  ^x'  +  .1  Y,7'  -  e3-'- 

Ces  formules  montrent  que  le  deplacement  infiniment  petit  P'  P', , 
qui  amene  le  point  P'  de  l'entourage  de  P  sur  le  point  P'f  de  l'en- 
tourage  de  P4,  est  la  somme  geometrique  on  re'sultante  des  trois 
emplacements  suivants  : 

i°  Le  deplacement  de  projections  u,  V,  w;  ce  deplacement  est 
une  translation  egale  a  PP4 ; 


CHAPITRE  XXXII.  —   DEFORMATION  D'UN  MILIEU  CONTINU.  IJl 

2°  Le  Replacement  de  projections 

ui  =  ptz'—p3y,     Vi  =  p3x'— pxz\     wt  =  pty  —  p*x'\ 

ce  emplacement  provient  d'une  rotation  ele'mentaire  de  compo- 
santes  p{ ,  p2,  p*  autour  des  axes  P#',  Py',  PV ; 
3°  Le  defacement  de  projections 

qui  derive  de  la  fonction 

F  =  i(e,a:'2-+-  e,/*-h  £3*'*  -+- "  Yi^'^'h-  ?t  Ya*'/ ); 

ce  deplacement  provient  d'une  deformation  pure  dont  les  axes  et 
les  coefficients  de  dilatation  principaux  sont  les  axes  de  la  qua- 
drique  F  =  const,  et  les  racines  de  l'equation  en  S  correspon- 
dantes.  Les  axes  de  cette  derniere  quadrique  F=  const,  coincident 
avec  ceux  de  l'ellipsoide  des  dilatations  au  point  P  (n°  668) 

(l  +  2£i  )x'!-f-  (l  -+-  2c2)  (i-H  2e3)^'2 

■+■  i*[\y' z'  -T-  iytz'x'-\-  i^^x'y  =  1. 

Ce  fait  est  Evident  geometriquement  :  il  resulte  analytiquement 
de  ce  que  cette  derniere  equation  peut  s'ecrire 

Si  done  on  fait  tourner  les  axes  de  coordonnees  de  facon  a  faire 
disparaitre  les  termes  rectangles  dans  F,  on  les  fait  aussi  dispa- 
raitre  dans  l'ellipsoide  des  dilatations. 

Nous  avons  ainsi  mis  en  evidence  les  trois  elements  de  la  defor- 
mation homogene  d'une  portion  infiniment  petite  de  matiere  entou- 
rant  le  point  P  :  translation,  rotation,  deformation  pure.  Gomme 
nous  l'avons  dit,  dans  le  cas  general,  cette  rotation  {p{,  p2,  Pz) 
s'appelle  rotation  au  point  P,  et  cette  deformation  pure  defor- 
mation pure  au  point  P. 

686.  Cas  ou  les  rotations  sont  toutes  nulles.  Deformation  lon- 
gitudinale.  —  Si  les  vecteurs  PP4  definissant  la  deformation  de- 
rivent  d'une  fonction  de  vecteurs,  la  rotation  au  point  P  est  nulle 
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el  reciproquement.  C'est  la  un  theoreme  general  vrai  pour  une 
deformation  quelconque  (n°  682).  On  le  vdrifie  aisement  sur  les 
formules  acluelles,  car  les  conditions 

Pi  =  o,      p2  =  o,      pz  =  o 

sont  precisemenl  les  conditions  necessaires  et  suffisantes  pour  que 

u  dx  -+-  v  dy  -+-  w  dz 

soit  une  dilTe'rentielle  totale  exacte.  On  dit  alors  que  la  deforma- 
tion infiniment  petite  est  longitudinale  ou  irrotationnelle. 

687.  Cas  ou  la  dilatation  cubique  est  nulle  en  chaque  point; 
deformation  transversale.  —  Lorsqu'une  deformation  infinimenr 
petite  est  telle  que  la  dilatation  cubique  en  chaque  point  est 
nulle, 

du     dv   _  frw  _ 
dx      dy       dz  ~~  ' 

on  dit  que  la  deformation  est  transversale. 

Cetle  circonstance  se  presente,  par  exemple,  dans  la  deforma- 
tion infiniment  petite  d'un  liquide  incompressible  a  temperature 
constanle. 

688.  Cas  ou  la  deformation  est  nulle  en  chaque  point.  —  Nous 
avons  vu,  dans  le  cas  general,  que,  si  les  six  coefficients  caracte- 
ristiques  e,  el  y4  sont  identiquement  mils,  la  transformation  «5sr 
un  simple  deplacement.  C'est  ce  qu'il  est  aise  de  verifier  dans  le 
cas  actuel.  D'apres  les  valeurs  des  e,  et  y,  pour  une  deformation 
infiniment  petite,  les  Equations  exprimant  que  e,,  £2i  £3?  yn  Y2'Y5 
sont  nuls  s'ecrivent 

&UL  0v  thpv 

c*w      dy  d\k      &w  dv  du 

DilVerentions  les  equations  du  deuxieme  groupe  respectivement 
par  rapport  a  x,  y,  z;  nous  aurons  (') 

tf*w  <**u        c)*w  d-v    ^  d*u   _  ^ 


dx  dy      dxdz  dz  dy      dx  dy  dx  dz      dy  dz 


(M  Poincare,  Lecons  sur  I'Elasticite,  p.  i4- 
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d'ou  Ton  ddduit 

(>JU    _    (Pv    _  d^w 

dy  dz  ~~"  dz  Ox      Ox  O  y  ~  ' 

Les  relations 

<t\x  d*u. 

—  —  o,  - — —  =  o 

dx  dy  dz 

montrent,  la  premiere  que  u  ne  depend  pas  de  x  et  la  seconde 
que  u  est  la  somme  d'une  fonction  de  y  et  d'une  fonction  de  z, 


on  trouve  de  meme 

L'equation 
donne  alors 


▼  ==/%(*)  ■+■  <?*(■*), 


frw  &v 

 h  —  =  o 

dy  dz 


Mais,  yet  z  etant  independants,  celte  relation  ne  peut  avoir  lieu 
que  si 

pt  designant  une  constante.  On  a  de  m&me 

v't(x)  =  —f\  (y) 

en  integrant  et  portant  les  expressions  trouvees  pour  f\(y), 
<p,  (z ),  ...  dans  u,  V,  W,  on  a 

U  =  ai-hpi*  —  p^y, 
v  =  at-hp3x  —  pxz, 
w  =  «3  -+•  p\y  —  n%x, 

<2n  an  a>i  eUnt  <ies  constantes  d' integration.  Ces  formtiles  deli— 
uisseut  un  d^placement  d'ensemble  infiniment  petit  d  un  solide  in- 
variable :  translation  (a, ,  a2,  a3)  et  rotation  elementaire  (pi,p2ip»)- 

682 .  Deformation  &  la  fois  longitudinale  et  trans versale.  — 
Pour  quune  deformation  infiniinent  petite  soil  pure  (ou  longi- 
tudinale) en  tous  ses  points,  il  faut  et  il  suHil  que  la  rotation  soil 
A.  -  III.  .8 
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uulle  en  cliaque  point,  on  encore  que  les  vecteurs  u,  V,  w  de- 

rivent  d  une  lonction  F 

t)V  t)V  w 

ria  i  u  -  — ,     ▼  —  — ,     w  —  —  • 

7  Ox  Hy  Oz 

Pour  quen  meme  temps  ia  dilatation  cubique  b  sort  nulle  en 
cliaque  point  (do  formal  ion  transversale),  il  faut  el  il  suffit  que 

&a      dv      Ow  _ 

Or      Oy  Oz 

Kemplacaiit  u,  V,  W  par  leurs  expressions,  on  voit  qu'il  iaut  et 
suffil  que  V(x,  y.  z)  ve'rifie  ['equation  de  Laplace 

Ap  _  f)*F      21?      —  —  o 
Ox*       Oy1  Oz* 

One  circonstance  ne  pent  pas  se  presenter  pour  un  milieu 
limile  par  une  surface  S,  si  i'on  suj>pose  la  deformation  nulle  a  la 
surface  :  car,  la  fonction  harmonique  F  etant  finie  ainsi  que  ses 
derivees  premieres  et  secondes  dans  I'interieur  de  S  et  les  de- 

•   ,     OV    OF    OF  ,  n  |        *       dF  . 

rivees  —  *  —  >  —  etant  nulles  sur  la  surtace,  -7-  est  nul  sur  la  sur- 
dx    dy    dz  dn 

face  et  F  constant  dans  Tinte'rieur  (n°  594).  Le  deplacement  (39; 

d'un  point  quelconque  du  milieu  est  alors  nul. 


EXERCICES 

1.  Equations  aux  derivees  nartieltes  auxquelles  satisfont  les  six  fonctions 
t,  et  v  dans  le  cas  d'une  deformation  injiniment  petite.  —  II  s'agit  d'eliminer 
les  Irois  fo  »clions  //,  v,  <v  entre  les  six  Equations  (3d)  du  n»  684. 

Solution,  —  En  introduisant  comme  fonctions  auxiliaires  les  composanies  p,, 
pA  de  la  rotation  au  point  P,  on  a 

Ou  du         1  Ou  1 

n~i     :'-       ~0~z  ~  2  T>  *"  P"       oj  =  7.  Yj  "  p» 

En  eliminant  u,  v\  «»,  -»n  a  nenf  relations  de  la  forme 
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Resolvant  ces  equations  par  rapport  aux  derives  parlielles  de  pv  p7,  ply 
on  a 

dp  1         1  1  0y6 

ox  ~~  >  Oy       ?  Oz  ' 

0px   _   1  <>v, 

Oy        >.  Oy  Oz 


L'eliminalion  do  pr  p2,  p3  dontie  six  equations  dues  a  Marre  de  Saint-Venant  * 
trois  dc  la  forme 

Oy  \  2  Oy      2  Oz  }      Ox  \  1  Oy       Oz ) 

et  trois  de  la  forme 

d_  f\  &u  de,\  _  0  1 0z3  1  0yx\ 
d~z  \a  dy  ~  oz)  ~  dy\&y~  2  ~o~z~; 

(voir  le  Memoiie  Sur  la  Theorie  de  I' Elasticity,  par  MM.  Cosskrat,  Annates 
de  la  Faculte  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  \,  ire  Partie,  p.  36). 

2.  Deformation  homogene.  Extension  simple.  —  On  dit  qu'une  deformation 
liomogene  est  une  extension  simple  quand  toutes  les  droites  paralleles  a  une  cer- 
taine  direction  sont  dilatees  et  que  les  droites  perpendiculaires  restent  invariables 
en  longueur.  On  demande  quelles  conditions  doivent  remplir  les  quantites  e„  ea, 
h>  Yi>Yi»Ys>  relatives  a  une  deformation  liomogene  (  n*  675 ),  pour  que  celte  defor- 
mation soit  une  extension  simple. 

Reponse.  —  II  faut  et  il  suffil  que  dans  la  dilatation  pure  equivalente  ( n°  677 ) 
deux  des  coefficient'*  de  dilatations  principales  soient  nuls,  par  exemple  A,=A,,=o, 
AJ  =  A„=  o,  ou  encore  que  dans  ('equation  en  S,  relative  a  I'ellipsoide  des  dila- 
tations (n°  670),  deux  racines  S,  et  S2  soient  egales  a  1. 

On  a  ainsi  les  deux  conditions 

y?  -J  y\    y»  -•-  \ 1  s - £  1  +  £j '1  ■+■  ei  £v )  =  °i 

$•1  «»*»-*-  TiTiYs  -  5 1 Y 1  —  z^  "  hyl  =  '»■ 

dont  les  premiers  membres  sont  des  invariants  (n°  071). 

Le  troisieme  coefficient  de  dilatation  principalc  A3  mesure  la  grandeur  e  de 
cette  extension  simple.  Coinuie  dans  I'equalion  en  S  du  n°  670  on  a  en  gene- 
ral 

S,  -+-  S..  -t-  S  ,  =  3  -+-  :«(£,-+■  e .  ■+■  sa ), 

on  a  acluellement 

e  =  ls—  v/S,-  -  1  ~=  \  1  -1  u  1  £,  -+-  £.-+-  e, ;  —  . 

(ro/'r  Love,  A  Treatise  on  the  Mathematical  Theory  of  Elasticity,  t.  I,  p.  ^i, 
ei  MM.  Cossf.rat,  loc  cit.,  p.  27). 

!}.  Deformation  liomogene.  Glissement  simple.  —  Une  deformation  homogene 
est  un  glissement  simple  quand  lous  les  points  dans  un  certain  plan  P  restent 
dans  ce  plan  en  conservant  leurs  positions  primitives,  tandis  que  les  points 
silues  dans  un  plan  quelconque  Q,  parallrle  an  premier,  rolcnt  aussi  dans  leur 
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plan,  mais  y  sunt  d6plac6s,  parallelement  a  une  direction  D  du  plan  P,  de  lon- 
gueurs proportionnelles  a  la  distance  du  plan  Q  au  plan  P. 

Prenons  le  plan  P  pour  plan  des  xy  et  la  droite  D  pour  axe  des  x.  Dans  les 
formules  generates  de  la  deformation  homogene  ( n*  675),  on  doit  avoir  *,=  z; 

xt-x-hgz, 

oil  g  est  une  constante  qui  mesure  la  grandeur  du  glissemeni  simple.  Les  com- 
posantes  de  cette  deformation  sont 

e,  =  o.       c7=o,       Je,  =  ^5, 

Formant  I  equation  en  S  correspondante,  on  voit  que 

S14-Sa+S3=3-r-tfa, 
S,S,+  S^Sj-k  S,S,—  3(S,-f-  S2H-  S3)  -+-  6  -  o, 
(S,-i)(S1-i)(S3-i)  =  o. 

D'apres  les  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines  d'une  equation  du  iroi- 
sieme  degre,  on  a,  en  ecrivant  les  equations  prec^dentes,  pour  une  deformation 
homogene  rapportee  a  des  axes  quelconques,  les  deux  conditions 

4e,£.£,-f- Y.yjYa— e,v{  -        —  t3y]  =  o, 
Y?+-Yi  +  Y2  -4(Ma-»-«a«i-4-«ifi)  =  2(e,+  e,+  e3), 
qui  expriment  que  la  deformation  est  un  glissement  simple,  el  la  formule 

g  =  vMe.t-  «,+  h) » 
qui  donne  la  grandeur  du  glissement  {/bid.). 

\.  Courbes  correspondantes  dans  le  milieu  pvimitif  el  le  milieu  deforme. 
—  Soient  dans  un  milieu  non  deforme*  des  courbes  en  nombre  doublement  infini, 
ayant  pour  equations  differentiates 

dx      dy  dz 

(,)  T  =  "y~  =  T' 

X,  Y,  Z  etant  des  functions  dounees  de  x,  y,  z.  Par  la  deformation  du  milieu, 
telle  qu'elle  est  delinie  au  n°  602,  ces  courbes  se  transformenl  en  courbes  ayant 
pour  equations  differentielles 

dx,  _  dy,  _  dz, 
X     ~  ~Y    ~  Z 

Demonlrer  que  Ton  a 


X  etant  un  facieur  de  proportionnalite  quelconque. 
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Rcciproquement,  les  conditions  (3)  sont  suflisanles  pour  que  les  courbes  (a) 
soieni  les  transformees  de  (3)  [voir  Apteli.,  Lignes  qui  se  correspondent  dans 
la  deformation  d'un  milieu,  extension  des  theoremes  sur  les  tourbillons 
(Journ.  de  Math,  de  M.  Jordan,  last-.  II;  1 809 )  |. 

5.  Trouver  dans  la  deformation  d'un  milieu  les  lignes  dont  la  longueur  n  est 
l>as  alteree  par  la  deformation  (  Ko:mos). 

0.  Dans  une  transformation,  ou  dans  une  deformation  linie  quelconque,  il  \  a 
en  general  un  on  trois  elements  lincaires  inliniments  pelils  partani  d  un  poinl 
quelconque  qui  sont  paralleles  a  leurs  hqmologucs. 

7.  Parmi  les  deformations,  depourvues  de  rotation,  en  exisle-t-il  pour  lesquHles 
les  faces  du  tricdrc  principal  relatil  a  1 haquc  point  de  lespaee  s'ordonnent  sui- 
vant  les  plans  tangents  a  trois  families  de  surfaces,  qui  seront  necessairemenl 
deu\  u  deux  rectangulaires  ?  (  Dahbolx,  Proceedings  of  the  London  Mathema- 
tical Society,  vol.  XXX II.  n"  733.) 

8.  Deformations  elasliqucs  laissant  invariable*  les  longueurs  d  une  triple  infinite 
de  lignes  droit cs  ( kiKMos,  Comptes  rendus,  t.  CXLIY.  1907,  p.  '»*>7). 
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690.  Objet  du  Chapitre.  —  Nous  avons,  dans  le  Chapitre  prece- 
dent, etudie  le  deplacement  el  la  deformation  d'un  milieu  continu 
a  uri  point  de  vue  purement  geometrique,  sans  nous  pr^occuper 
des  vitesses,  des  accelerations,  etc.,  que  prennent  les  points  du 
milieu  dans  le  deplacement  et  la  deformation.  Dans  le  Chapitre 
actuel,  nous  montrons  comment  Ton  pent  representer,  a  chaque 
instant,  l'^tat  des  vitesses  et  des  accelerations  des  divers  points  du 
milieu  continu  en  mouvement. 

Les  resultats  que  nous  obtiendrons  s'appliqueront  done  au 
mouvement  d'un  milieu  continu  quelconque,  que  ce  soil  un  fluide 
visqueux  ou  non,  un  corps  elastique,  ou  ineme  un  corps  solide. 

C'est  Cauchy  qui  doit  etre  regarde  comme  le  fondateur  de  la 
cinematique  des  matieres  continues  :  Cauchy  a  montre  que,  par 
le  seul  fait  de  la  continuite  supposce  a  un  milieu  materiel  en 
mouvement,  de  la  continuite  et  de  l  uniformite  supposees  aux 
vitesses  de  ses  dilferents  points,  dccoulent  dans  la  repartition  des 
vitesses  autour  de  chaque  point  des  proprietes  generates  et  rigou- 
reuses  de  la  meme  nature  que  celles  qu'enseigne  la  theorie  de  la 
courbure  des  surfaces;  elles  se  elassent  en  deux  cspeces,  comme 
nous  Tavons  deja  montre  dans  le  Chapitre  precedent  :  celles  qui 
se  rapportent  a  la  deformation  et  celles  qui  se  rapportent  au 
deplacement  d'une  paiiicule  lluide.  C'esl  a  cette  occasion  que 
Cauchy  introduit  la  notion  de  la  rotation  moyonne  en  un  pointy 
qui  est  quelque  chose  comme  la  rotation  instantanee  de  la  parti- 
cule  fluide  entourant  ce  point.  (Vest  cette  rotation  moyenne,  intro- 
duce par  Cauchy,  que  Helmholtz,  dans  scs  belles  reehen  lies  sur 
la  theorie  des  tourbillons,  a  consideree  sous  le  nom  de  tourbillon 
(Wirbel). 
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Gette  notion  de  rotation  moyenne  joue  tin  role  essentiel  dans 
la  demonstration  que  Cauchy  a  donnee  d  un  th^oreme  celehre  de 
Lagrange,  sur  les  cas  ou  il  existe  ce  qu'on  appelle  un  potentiel 
des  vitesses.  L'ensemble  de  ces  travaux  se  trouve  dans  le  Memoire 
de  Cauchy,  presente  a  l'Academie  des  Sciences  de  Paris  en  1 8 1 5 
et  imprime  dans  le  Recueil  des  savants  etrangers-  en  r 8 ij» 7 ;  ce 
Memoire,  intitule  :  Theorie  de  la  propagation  des  ondes  a  la 
surface  d1  un  Jluide  pesant  d^une  profondeur  i  tide  fin  ic,  est 
reproduit  dans  le  premier  Volume  (ire  serie)  des  OEuvrcs  com- 
pletes de  Cauchy,  imprime  chez  Gauthier-Villars,  en  1882 
(2''  Partie,  section  premiere). 

Mais  il  y  a  plus;  M.  Maurice  Levy  a  remarque  (')  que  les  equa- 
tions d ounces  par  Cauchy,  a  cetle  occasion,  renferment  tous  les 
elements  de  la  iheorie  des  tourbillons  et  sonl  analogues  a  celles 
que  rvirchholF  a  employees  plus  tard,  sans  connaitre  le  Memoire 
de  Cauchy- 

Les  deux  syslemes  principaux  de  variables  employes  dans 
I'elude  du  mouvement  des  milieux  continus  porlent  les  noms  de 
variables  de  Lagrange  et  variables  d' Eulei\  quoique  Euler  ait 
employe  les  deux  sysleraes  de  variables  en  i^55  et  1707  et  que 
Lagrange  les  ail  egalement  donnes  tous  deux  dans  sa  Mecanique 
analytique  (2). 

Nous  exposerons  successi vemenl  ces  deux  systemes  de  variables. 

I.  -  VARIABLES  DE  LAGRANGE 

f)9I.  Definition.  —  Imaginons  un  milieu  continu,  par  exemrde 
un  lluide,  amine  d'un  mouvement  conlinu.  (Jn  clement  deter- 
mine dni(\y\  milieu,  dont  les  coordonnecs  soul  .r,  z  a  I'inslantf, 
occupait,  a  I'inslant  initial  ^  =  o,  unc  certaine  position  (dm)0  de 
coordonnecs  a,  b,  c.  Dans  le  mouvement,  IWIement  considere 
|>art  do  la  position  iniliale  (d;n)n,  suit  unc  certaine  trajecloire  et 

(')  Voir  un  article  dc  M.  Maurice  L»;vy  :  I,  Hvdrortynamique  moderne  et 
I'hvpothese  des  actions  d  distance  {Hevne  generate  des  Sciences  pures  et 
applif/uecs,  i5  decent bre  >8i)o). 

Voir  egalement  un  excellent  travail  Uisturiqin.1  de  M.  lirillouin,  public  duns  les 
Annates  de  la  Faculle  des  Science*  de  Toulouse  en  188'). 

( 2 )  MAURICK  I.kvy,  loc.  cit. 


2&0  BQUILIBRB  El    MOUVEMENT  DES  MILIEUX  CONTINU8. 

se  Irouve,  a  I'instant  dans  la  position  dm  sur  celte  trajectoire  : 
un  autre  element  partira  de  me'me  d'une  autre  position  initiale, 
suivra  une  autre  trajectoire  et  se  trouvera  a  I'instant  t  dans  une 
cerlaine  position  sur  cette  trajectoire.  De  cette  fac,on,  si  l'on  con- 
sidere  l'ensemhle  des  elements  (dm)0  du  milieu  a  I'instant  t—  o, 
ils  occupent  une  certaine  region  continue  <ft0  de  l'espace  :  ces 
e'l^ments  se  mettent  en  mouvement  d'une  maniere  continue  et,  a 
I'instant  ils  occupent  des  positions  dm  situ^es  dans  une  cerlaine 
region  continued. 

Les  coordonnees  x,  y,  z  de  chaque  element  dm  a  I'instant  t 
sont  des  fonctions  uniformes  et  continues  de  ses  coordonnees 
initiales  a,  6,  c  et  du  temps  t  : 

(i)     #  6,  c,  0,      y=f\(<*,l>iC,t),       z  =ft(a,  b,  c,  t), 

fonctions  qui  se  re*duisent  respectivement  a  a,  6,  c  pour  t  =  o. 

Les  variables  ind^pendantes  choisies  par  Lagrange  soni  les 
quatre  quantites  a,  6,  c,  t. 

On  voit  que,  par  le  fait  me'me  du  mouvement  d'un  milieu  con- 
tinu  et  en  particulier  d'un  fluide,  se  trouve  rtaliste  la  deformation 
continue  d'une  certaine  region  continue  <ft0  de  l'espace,  occupee 
par  le  fluide  a  I'instant  initial,  en  une  autre  region  A  occupee  par 
le  fluide  a  I'instant  t.  Cette  deformation  rentre  dans  celles  qui  ont 
et£  etudiees  en  detail  dans  le  Chapitre  precedent,  et  Ton  pourra 
lui  appliquer  tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  ce  Chapitre. 

Par  exemple,  s\  de  1'eau,  primitivement  en  equilibre  dans  un 
reservoir,  se  met  en  mouvement  a  I'instant  t  =  o  par  suite  de 
Touverture  d'un  robinet,  la  region  c'R.0  sera  constitute  par  la  partie 
du  reservoir  occupee  primitivement  par  l'eau,  et  la  region  cR  par 
la  partie  de  l'espace  ou  se  trouve  l'eau  au  temps  /.  Dans  cet 
exemple  le  milieu  continu  part  du  repos  :  c'est  la  une  circonstance 
particuliere. 

En  general,  a  1'inslanl  t  —  o,  les  elements  fluides  occupent  une 
certaine  region  «ft0  et  possedent  des  vilesses  initiales  determinees  : 
on  peut  d'ailleurs  considerer  com  me  instant  initial  un  instant 
quelconque  du  mouvement. 

692.  Vitesse  d'un  element,  —  Soient  W  la  vitesse  d'un  ele- 
ment dm  de  coordonnees  x,  y.  z  a  I'instant      ti,  c,  w  les  projec- 
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tion  de  cette  vitesse  sur  les  axes  :  d'apres  les  formules  (i)  qui 
permettent  de  suivre  chaque  element  dans  son  mouvement,  on  a 
dvidemment 


U  — 


dx 

Tt 


ay 
de 


dz 

W=di> 


les  derivees  etant  prises  en  regardant  a,  6,  c  comme  constants, 
c'est  a-dire  en  suivant  l'element  dans  son  mouvement. 


693.  Acceleration  d'un  Element, 
ration  J  du  m^me  dldment  sont 


Les  projections  de  l'accdle'- 


(3) 


du 
Tt 


d*x 
dt* 


i  _  dv  _  d*y 

•v~  Tt  ~  dt* 


_  dw  __dxz 
z~  It  ~~  It* 


694.  Equation  de  continuity  —  Appelons  p0  la  densite  de  l'eld- 
menl  (dm),  de  coordonnees  a,  b,  c  k  l'instant  initial  t  —  o.  et  p  la 
densite  du  meme  element  dm  de  coordonnees  x,  yy  z  a  l'instant  t. 
En  ecrivant  que  la  masse  de  cet  element  ne  change  pas,  an  obtient 
comme  dans  le  Ghapilre  precedent  I'equation  de  continuity 
(n"  664).  II  suffit  pour  appliquer  celte  equation  au  cas  actuel  d'y 
remplacer  x,  y,  z  par  a,  b,  c  et  x{ ,  yiy  zK  par  x,  y,  z.  On  a  ainsi, 
en  posant 


(4) 


D  = 


dx 
da 

dy 

da 
dz 
da 


dx 
db 

*.r 

dz 
db 


dx 
dc 

*y 

dc 
dz 
dc 


I'equation  de  continuile 

(5) 


p  l>  -  po- 


ll -  VARIABLES  D'EULER. 

695.  Definition-  —  Considerons,  dans  I'espace  ou  se  meut  le 
milieu  conlinu,  un  point  geometrique  determine  P  de  coordon- 
nees sr,  y,  z.  A  l'instant  t,  il  passe  en  ce  point  un  element  dm  du 
milieu  qui  possede  une  vitesse  determined  W.  Lorsque  t  est 
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donn£,  la  vitesse  W  est  bien  definie  en  chaque  point  P(x,  y,  z)\ 
ses  projections  w,  c,  w  sont  done  des  fonctions  uniformes  de  x,  y,  z. 

Inversement,  quand  xy  y,  z  sont  donnes,  e'est-a-dire  quand  on 
fixe  son  attention  sur  un  point  geometrique  donne*  P,  a  chaque 
instant  /  il  passe  par  ce  point  un  nouvel  element  materiel  qui  pos- 
sede  une  vitesse  W,  variable  avec  t;  les  projections  1/,  w  du 
vecteur  W  sont  done  aussi  des  fonctions  de  t.  En  definitive  M, 
<>,  w  sont  des  fonctions  des  quatre  variables  independantes  x, 
y,  z,  t.  Ces  quatre  variables  sont  les  variables  independantes 
choisies  par  Euler. 

Si  Ton  connaissait.  v,  w  en  fonction  des  quatre  variables 
independantes  x,  y,  z,  t,  on  connaitrait,  a  chaque  instant,  la  dis- 
tribution des  vitesses  aux  divers  points  de  la  masse  continue  en 
mouvement. 

696.  Projections  de  l'acceleration  d'un  element.  —  Nous  obtien- 
drons  ces  projections  en  nous  reportant  a  la  definition  meme  de 
l'acceleration  d'un  point  mobile 

Pour  mettre  les  variables  en  evidence  nous  representerons  par 

(6)     u  =  u(x,  y.  z,  t ),       v  =  v(x,  y.  z,  t).        w  —  w{x,  y,  z,  t ) 

les  projections  sur  les  axes  de  la  vilesse  W  de  1'elcment  dm  qui, 
a  linstant  t,  passe  au  point  geometrique  P(x,y,  z).  Suivons  cet 
element  dans  son  mouvement. 

A  l'instant  tK  —  t  -+-  dt,  il  s'est  avance  sur  sa  rrajectoire  d'une 
longueur  W  dt  et  est  arrive  dans  une  position  P,  de  coordonnees 

X\  =  x  -h  u  dt,       y\  —  y  -h  v  dt,       zt  =  z  -+•  w  dt . 

D'apres  les  formules  generates  (6),  la  vitesse  (W,)  que  possede 
le  meme  element  dans  sa  nouvelle  position  a  l  instant  t{  a  pour 
projections 

(Wi)  «i=  u(xiyyu  zu  tx\ 

ou  encore 

U\—  u(x  -+-  u  dt,  y  -h  v  dt,  z  -+•  w  dt,  t  -h  dt  ), 
t>!  —  v(x  -h  u  dt,  y  -+-  v  dt,  z  -+■  w  dt,  t  -\-  dt), 
tv,  =  w(x  -h  u  dt,  y  -+-  v  dt,  z  -+-  w  dt,  t  -+■  dt  ). 
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Les  projections  de  l'acc£le*ration  de  I'eUment  dm  sont  alors 


du 

OX 

u  -+- 

du 
dy 

p  -f- 

dw 
dz 

w  -t- 

dw 

d7' 

}y  = 

dv 
dx 

U  -4- 

dv 

*y 

P  -t- 

dp 

tv  -+- 

dp 
d7' 

J.  = 

dw 
"dx 

U  -+- 

dw 

c  -+- 

dw 

~dz 

if  -+- 

dtp 
"d7 

UX—  U         P,—  P         tt>,  —  IV 

(J)  ~^r"'  ur%  ~~dT' 

Or  it,  —  u  est  la  dilFerentielle  de  u(x,  y,  z,  t)  quand  x,  y,  z,  t 
croissent  respectivement  de  u  dt,  v  dt,  w  dt,  dt  : 

du      ,       du  du       .       du  . 

U\  —  u  =  —  u  at  -+■  —  p  dt      -r-  tv  dt  h  rtV ; 

dx  dy  dz  dt 

on  a  de  meme  p,  —  p,  —  w,  et  les  projections  de  i'acceleVation 
sont 


(7) 


697.  Autre  m6thode  :  derivee  prise  par  rapport  au  temps  en 
suivant  un  element  dans  son  mouvement.  —  On  peut  presenter  le 
calcul  precedent  d'une  autre  maniere.  Suivons  un  element  le  long 
de  sa  trajectoire ;  les  coordonndes  x,  y,  z  de  eel,  element  devienneut 
des  fonctions  determinees  du  temps 

*=/('),      r-/t(Oi  *=/*('), 

dont  les  derivees        ~y  ^  par  rapport  a  /  sont  precisement  les 

projections  m,  i>,  w  de  la  vitesse  de  I'element  considere.  Or  ces 
projections  sont,  par  hypothese,  donnees  en  function  du  temps 
par  les  formules  (6) 

r* .ss  u(x,  y,  z.  /),       . . . , 

ou  .r,y,  3  seraient  remplaces  par  les  fonctions  f{t),f\(  t),  ft(l) 
des  lors,  la  projection  de  ('acceleration  de  Telement  sur  I'axe 
des  x  est 

du       du  dx       du  fJy       du  dz  du 


c  est-a-dire 


■Jt      dt      o.r  dt       dv  dt    '  dz  dt    '  Of 


du         du         du  du 

Jx=— P-4-  —  tV-t-  — 
dx  dy         dz  dt. 
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On  retrouve  ainsi  les  expressions  Jx,  Jr,  Jz  donnees  plus  haut. 

On  pent  resume r  ce  qui  precede  en  disant  que  Jx  est  la  derivee 
de  u  prise  par  rapport  an  temps,  en  suivant  un  element  mate- 
riel dans  son  mouvement. 

Nous  emploierons  cette  locution  dans  les  cas  analogues.  Ainsi, 
e'lant  donnee  une  fonction  v(x,y,  z,  I)  des  variables  d'Euler,  on 
pourra  en  prendre  la  derivee  par  rapport  a  /  en  regardant  x,  y,  z 

co mine  constants ;  nous  designerons  cette  derived  partielle  par 

Mais  on  pourra  aussi  prendre  la  derivee  de  ©  par  rapport  au  temps 
en  y  regardant  x,  y,  z  comme  les  coordonnees  d'un  clement  mate- 
riel dm  suivi  dans  son  mouvement,  e'est-a-dire  comme  certaines 
fonctions  du  temps.  Ce  nouveau  genre  de  derivee,  que  nous  desi- 

gnerons  par~»  a  pour  expression 

dy      dy  dx      dy  dy  dz 

dt  ~  Ox  ~dt       dy  ~df       d~z~dt      ~dt  ' 


e'est-a-dire 


d's      dv         d'i         0<?  d& 

-~  —  ~-  U  -h  -r-1-  i'  •+-  -~  IV  -\-  -r*-  • 

dt       dx         dy         dz  dt 


698.  Resume  des  notations  pour  les  derivees.  —  Dans  les  equa- 
tions figment,  comme  nous  venons  de  le  voir,  deux  espAces  de 
derivees  par  rapport  au  temps.  Si  une  fonction  3  est  exprimee 
en  y,  z,  t,  la  derivee  parlielle  prise  par  rapporl  a  t  en  regar- 
dant x,y,  z  comme  constants  sera  designee  par  ^  avec  un  <)  de 

ronde;  si  au  contraire  on  considere  x,  y,  z  comme  les  coor- 
donnees d'un  element  lluide,  cp  ^levient  une  fonction  du  temps 
par  I'inlermediaire  de  x,  y,  z  el  la  derivee  de  o  par  rapport  au 
temps ,  prise  en  suivant  la  molecule  dans  son  mouvement,  sera 

designee  par         Ce  second  genre  de  derivees  par  rapporl  au 

temps  est  celui  qu'on  prend  dans  le  s^ystcme  de  Lagrange,  en  con- 
siderant  a,  b,  c  comme  constants  :  en  efl'et,  les  coordonnees  d'un 
element  lluide  sont  donnees  en  fonelion  de  /  par  les  formules  (l), 
oil  a,  6,  c  soul  des  conslanlcs;  si  done  on  veul  prendre  la  derivee 
de  7  par  rapport  a  t  en  suivant  lelement,  il  laut  regarder  o 
comme  une  fonction  de  a,  b,  c,  I  psir  rinlertnediaire  de  x,y,  z  et 
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prendre  la  derivee  par  rapport  a  f,  en  regardant  a,  b,  c  coinme 
constants. 


699.  Equation  de  continuity.  —  A  l'instant  t,  les  divers  points 
du  milieu  en  mouvement  occupent  des  positions  P(#,  y,  z)\  a 
l'instant  t  -f-  dt  chaque  point  s'est  avance  dans  le  sens  de  sa  vi- 
tesse  W  d'uoe  longueur  £gale  a  W  dt  :  les  coordonne'es  xK,  yK,  zt 
de  la  nouvelle  position  du  point  qui  dtait  en  x,  y,  z  sont  done 

(8)  Ti  =  x-hudtt      y\—y->rvdt,  z^s-hwdt. 

Ges  formules  montrent  que  dans  1'espace  de  temps  dt,  le  milieu 
a  subi  une  deformation  infiniment  petite  (n°  683)  dont  les  com- 
posantes  suivant  les  axes  sont 

u  =  u  dl,      v  =  vdt,      -w  —  wdt. 

Le  coefficient  de  dilatation  cubique,  dans  cette  deformation 
infiniment  petile,  a  pour  valeur  en  chaque  point  (n°  684) 

B  =  H  —  H — - —  » 

dx      dy  dz 

.    ■  a       .  /  du      dv  dw\ 

Cela  pose,  conside'rons  autour  d'un  point  P(a:,  y,  z)  un  element 
materiel  infiniment  petit  dm  de  volume  t  :  la  masse  de  cet  element 
est  px,  p  e*tant  la  densite  en  P,  densite  qui  est  fonction  de  x,  y,  z,  t. 

La  masse  de  cet  element  etanl  invariable,  sa  differentielle  pen- 
dant le  temps  dt  prise  en  suivant  Velement  dans  son  mouve- 
ment est  nnlle.  On  a  ainsi,  en  annulant  la  differentielle  du  pro- 
duit  pr, 

dp 

—  x  dt  -+-  p  dx  =  o ; 

mais  ^  est  le  coefficient  de  dilatation  cubique  9  au  point  P  :  la 
relation  ci-dessus  devient  done 

,  do        /  du  dw\ 

<  io)  -L      p  (  _  1  1  =  o; 

dt      v\dx      dy      dz  J 

e'est  la  Inequation  de  continuite  dans  laquelle  ~  designe  la  derive'e 
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de  p  prise  en  suivant  un  element  iluicle  dans  son  mouveinent 
(n°  697),  de  sorle  que,  en  explicitant,  on  a 


dp 
di 


dp 
—  —  u 

Ox 


0p_ 
ty 


'1 
dz 


d2 

ot 


dp 


Remplacant  ^  par  celte  expression  dans  (10),  on  peut  ecrne 
cetle  equation  sous  une  autre  forme  : 


Op 
01 


0(pu)      d(pv)      0(  pw)  _ 
Ox  Of  dz 


Cas  d'un  Uquidc  incompressible.  —  Dans  le  cas  d'un  liquide 
incompressible  a  temperature  conslante,  p  est  constant  et  l'equa- 
tion  de  continuity  s'ecril 


On 
Jx 


Ov 


Ow 

7z 


ell'e  exprime  que  le  coefficient  de  dilatation  cubique  est  nul  en 
cbaque  point  a  chaque  instant. 

700.  Flux  de  matiere  k  travers  une  portion  de  surface  S  pendant 
le  temps  dt.  —  Tracons  dans  le  milieu  une  surface  geometrique 
fixe  S,  non  materielle,  et  cherchons  quelle  est  la  masse  de  matiere 
qui  traverse  cetle  surface  de  l'instant  t  a  I'instant  I  -+-  dt  dans  un 
sens  determine.  Soient  P  un  point  quelconque  de  la  surface,  PN  la 
normale  menee  a  la  surface  en  ce  point  dans  le  sens  considere 
et  a,  p;  y  les  cosinus  directeurs  de  celte  normale  ( fig.  3-27).  Pre- 

Kig, 

w 


nons  un  element  superficiei  infinimem  petil  d?  entourant  P; 
appelons  W  la  vitesse  de  l'element  materiel  qui  se  tiOiive  a  Tin- 
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slant  t  en  P,  W„  sa  projection  sur  la  normale  PN  : 
(i3)  W,,  =  OL  u  -+-  $v     y  w. 

Au  bout  (In  temps  les  elements  materiels  places  a  l'instant  t 
sur  di  se  sont  avances  de  ~W  dt  dans  la  direction  W,  de  sorte 
que  le  volume  de  1h  matiere  qui,  pendant  ie  temps  dt,  a  traverse 
('element  d?  est  un  cylindre  oblique  de  base  d<r  et  d'ar^te  late- 
rale  W  dt  :  la  hauteur  de  ce  cylindre  est  Wndt  et  son  vo- 
lume d?W„dt.  La  masse  qui  a  Iraverse  di  pendant  le  temps  dt 
est  done 

Quand  W„  est  positif,  cette  expression  est  positive  (cas  de  la 
fig.  327);  si  W/t  etait  negatif,  celte  expression  serait  negative, 
mais  alors  la  matiere  aurait  Iraverse  lelernent  d<r  dans  le  sens 
oppose  a  celui  qui  a  ete  choisi.  On  peut  done  dire  que  p  Wnd<rdt 
est  la  valeur  algebrique  de  la  masse  qui  a  traverse  I 'element  (h 
dans  le  sens  PN.  En  appliquanl  ces  considerations  a  cliaque  ele- 
ment d<x  de  la  surface  S,  on  voil  que  la  valeur  algebrique  dM  de 
la  masse  tolale  qui  traverse  S  pendant  le  temps  dt  dans  le  sens 
positif  choisi  est 


I'inlegrale  eiant  etendue  a  la  surface  S.  Cette  formule  donne  ce 
qu'on  appelle  le  /lux  de  matiere  a  tracers  S  pendant  le 
temps  dt,  dans  le  sens  PJN.  Remplacant  W„  par  son  expres- 
sion ( 1  3)  a«  +  fiv  -f-  ytv.  on  a 

( 1 4 )  =  dt  I      ?(*«  -+-  ,3i  -f-  y  «')  di. 

II  est  evident  que  le  flux  a  travers  la  ineme  surface,  pendant  le 
meme  temps  dt,  dans  le  sens  contrail  e  ou  sens  negatif,  est  egal 
el  de  signe  contraire  :  il  est  done 

—  dt  f    f  o(  7.  it  -t-  'iv  -+-  y  »«'  )  da. 


Application.  —  On  peut  deduire  de  la  une  autre  demonstra- 
tion de  l  equation  de  continuity.  Considerons  dans  le  milieu  en 
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mouvement  une  surface  g^om^trique  fermee  fixe  S  et  soient  PN 
la  normale  exterieure  a  cetle  surface,  a,  fi,  y  les  cosinus  directeurs 
de  cette  normale.  Nous  allons  evaluer  de  deux  facons  diflerentes 
I'accroissement  alg^brique  dM  que  subit  pendant  le  temps  dt  la 
masse  totale  de  maliere  M  conlenue  dans  la  surface  S 

Une  premiere  expression  de  cet  accroissernent  est  pr^cis^ment 
le  flux  de  niatiere  a  travers  la  surface  S,  de  l'ext^rieur  vers  l'int^- 
rieur,  c'est-a-dire  dans  le  sens  oppose  a  PN.  On  a  done 


=  —  dt  J  y~ p(au  -+-  $v  -+■  ytv)  do. 


D'aulre  part,  si  Ton  appelle  V  le  volume  limite*  par  la  surface  S 
et  d-z  no  element  de  ce  volume,  la  masse  totale  contenue  dans  S  a 
I'instant  t  est 

Fint6grale  £lant  e'tendue  au  volume  V.  Ceite  masse  M  vane  avec  t 
parce  que,  en  chaque  point  determine*  x.  c  est  une  fonction 

de  t  :  pendant  le  temps  dt,  p  subit  l'accroisseiiieiit  ^dt  :  on  a  done 
pour  M  I'accroissement 

Egalant  ces  deux  expressions  de  dM  et  supprimant  le  facleurd*, 
on  a  1'equatton 

f  J  fji  d~  +  /  jj^(a?"  +  'tev  +  ';?"')<*<*  =  o. 

L'int^grale  double  se  transforme  par  la  Pormule  de  Green 
(n°  533) 

Apres  cette  transformation,  on  a,  en  reunissant  les  deux  termes 
sous  un  meme  signe  d'integration , 
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Celle  integrate  est  etendue  au  volume  V  limite  par  la  surface  S 
tracee  arbilrairement  dans  le  iluide  :  elle  doit  etre  nulle  quel  que 
soit  ce  volume,  ce  qui  exige  que  l'element  place  sous  le  signe 
d'inlegration  soit  identiquenient  nul;  on  a  ainsi  l'equation  de 
Continuite  sous  la  forme 

dp  d(pv)      d(pvc)  _ 

dt         dx      '      dy  dz  ~ 

701.  Comparaison  des  deux  Equations  de  continuity.  —  L'equa- 
tion de  continuite  dans  la  methode  de  Lagrange  est 

pD  =  p0, 

D  etant  le  determinant  considere  au  n°  694.  Dans  cetle  equa- 
tion p,  r,  *  sont  considered  comme  fonctions  de  a,  6,  c,  t\ 
p0  est  independant  de  t.  L'equation  exprime  done  que  pD  est 
independant  de  t  \  on  pourrait  exprimer  ce  fait  en  ecrivant  que  la 
derivee  de  pD  par  rapport  a  l  est  nulle.  La  nouvelle  equation  que 
Ton  obtiendrait  ainsi  est  precisement  l'equation  de  continuite  dans 
le  svsteme  des  variables  d'Euler.  En  effet,  soit  dm  un  element 
materiel  qui,  a  l'instant  initial  £  =  o,  a  pour  volume  t0  et  pour 
densite  p0;  ce  meme  element,  a  Finstant  tn  possede  un  volume  i 
et  une  densite  p,  et  i'on  a 

OT  =  po-0",' 

en  comparant  avec  l'equation  de  continuite  de  Lagrange,  on  voit 
que 


par  consequent,  si  Ton  egale  a  zero  la  derivee  de  pD  par  rapport 
au  temps,  on  obtient  la  meme  equation  qu'en  egalanl  a  zero  la 
derivee  de  or ;  or  e'est  precisement  ce  que  nous  avons  fait  plus  haul 
pour  obtenir  l'equation  de  continuite  d'Euler  (n°  699). 

702.  Passage  d'un  des  systemes  de  variables  a  Tautre.  —  Si, 

dans  le  mouvement  d'un  milieu  conlinu,  on  connaft  les  coor- 
donnees  d  un  element  queleonque  a  l'inslant  /  en  fonction  de  ses 

>9 
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coordonnees  initiales  «,  6,  c  el  du  temps  : 

(  *  =/  (a.  b,  c,  0, 
(i)  j  y  --M<*>  b,  c,  o, 

il  est  facile  d'en  deduire  les  expressions  de  a,  t>,  tv  en  fonction 
de  ^  et     Pour  cela,  on  ecrira 

(a)  J  p  =J'u(a,  b,  c,  0, 

'  <v  =/t<(ai  6>  c>  0, 

les  seconds  membres  designanl  les  d£ri  v£es  de  /,  j\ ,  j\  par  rapport 
a  Eu  tirant  a,  b,  c  des  equations  (i)  pour  les  porter  dans  les 
expressions  (2),  on  aura  m,      <v  en  fonction  de  a:,  j', 

Pour  passer  inversement  des  variables  d'Euler  a  celles  de 
Lagrange,  il  faut  int^grer  un  systeme  d'equations  diflfeVentielles 
du  premier  ordre,  de  facon  a  determiner  les  trajectoires. 


Trajectoires  des  elements  materiels  dans  le  systeme  d'Euler. 
—  Supposons  que  1'on  connaisse,  dans  le  mouvement  d'un  fluide, 
«,  ^,  w  en  fonction  de  x,  y,  z,  t,  fonctions  que  nous  appellerons 
u(x,  y,  z,  t),  ....  Proposons-nous  de  trouver  les  trajectoires  des 
divers  elements  materiels  du  milieu  continu.  Le  long  d'une  Ira 
jectoire,  les  coordonnees      y,  z  d'un  element  dm  suivi  dans  son 

mouvement  sont  des  fonctions  de  t.  dontles  derive'es  ~t       4r  sorLt 

dt    at  at 

les  projections  t/.,  r,  w  de  la  vitesse  de  l'el£ment;  on  a  done  les 
Equations 

I  dx 

1  ~di  =  w^'^'z'  '). 


(•6)  - '  it=v  (x'y> Zy 


=  w(x,y,  z,  t). 


iL 
dt 

dz 

dt 


Ces  equations  sont  trois  equations  difTe>entielles  du  premier 
ordre  definissant  j',  5  en  fonction  du  temps  et  de  trois  constantes 
arbitraires  qui  seront,  pour  fixer  les  idees.  les  valeurs  rt,  6,  c 
de  x,  y,  z  pi>ur  t  —  o.  On  aura  ainsi,  par  l'integration  de  ces 
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equations, 

a?=/(a,  6,  c,  <),      y  =/i(«,  6,  c,  0,      -  *>;  c;  f), 

el  I'on  sera  revenu  aux  variables  de  Lagrange. 

703.  Lignes  de  courant  ou  de  flux  a  un  instant.  —  Adoplons  Ies 
variables  d'Euler.  A  l'instant  £,  l'element  dm  qui  passe  au  point 
P(x,y.  z)  a  une  vitesse  W  dont  Jes  projections  u,  w  sont 
fonctions  de  y,  z,  t  L'ensemble  de  ces  vitesses  au  temps  t 
forme  ainsi  un  champ  de  vecteurs. 

On  appelle  lignes  de  courant  ou  lignes  de  flux  a  l'instant  t 
les  lignes  de  vecteurs  de  ce  champ,  c'est-a-dire  les  lignes  telles 
que  la  tangente,  en  ch*acun  de  leurs  points  P,  soit  le  vecteur  cor- 
respondant  W. 

Ces  lignes  ont  pour  equations  dillerentielles  les  equations 

dx      dy  dz 

(,7)  ~7T  =  ~7T 

dans  lesquelles  t  a  une  valeur  numerique  correspondant  a 
V instant  considere.  L'int^gration  de  ces  equations  donne  un 
sy^teme  de  courbes  dont  les  e'quations  sous  forme  linie 

#(#,7,  z,  t)  =  C,       4>,(:r,  y,  z,  t)  =  G, 

contiennent  deux  constantes  arbitraires  C  et  G,  et  la  lettre  t  qui 
est  suppcsee  avoir  une  valeur  determinee.  Ces  lignes  varient  avec 
l'instant  considere  t. 

Les  lignes  de  courant  sont  distinctes  des  trajectoires.  —  En 
elfet,  les  trajectoires  sont  definies  par  les  equations  differen- 
tielles  (16),  ou  t  est  variable  j  tandis  que  les  lignes  de  courant  a 
un  instant  t  sont  definies  par  les  equations  (17),  ou  t  a  une  valeur 
numerique  determinee. 

Ainsi,  pour  prendre  un  exemple  tout  a  fait  elementaire,  imagi- 
nons  un  corps  solide  en  mouvement.  C'est  la  un  milieu  continu 
en  mouvement;  seulement  ce  mouvement  a  lieu  sans  deformation. 
Les  trajectoires  sont  les  courbes  suivies  par  les  divers  points 
materiels  du  corps,  courbes  qui  peuvent  6lre  dc  natures  tres 
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diverses  suivant  le  inouvement  du  corps  solide.  Mais  cherchons 
!es  lignes  de  courant  a  un  instant  t;  nous  allons  voir  que  cc  sont 
des  hdlices.  En  ellet  a  I'instant  t,  1'etat  des  vitesses  W  des  divers 
points  du  solide  est  Ie  meme  que  si  co  solide  etait  anime  dun 
certain  inouvement  helicoidal  appele  inouvement  helicoidal 
tangent  (Chapitre  II).  Chaque  vecteur  W  est  done  tangent  en 
son  point  d'application  a  1'helice  que  decrirait  ce  point  dans  le 
inouvement  helicoidal  tangent;  les  courbes  auxquelles  les  vec- 
teurs  W  sont  tangents,  en  leurs  points  d'application,  sont  done 
des  helices.  G'est  ce  qu'il  serait  aise  de  verifier  analj'tiquemenl 
d'apres  les  formules 

i  a  =  a  -+-CJZ  —  ry, 
(18)  ]  V  =  P  -h  rx  —  pz  . 

'  »v  =  y  -+-  py  —  (j  x, 

qui  donncnt  les  projections,  sur  les  axes  fixes  Oxyz,  de  la 
vilesse  W  d'un  point  P(.r,y,  z)  d'un  corps  solide,  a,  y,  /?,  q,  r 
etant  des  fonctions  du  temps  /  (Chapitre  II). 

11  est  cependant  un  cas  particulier  oil  les  lignes  de  courant  se 
confondent  avec  les  trajectoires  :  e'est  le  cas  du  inouvement 
permanent. 

704.  Mouvement  permanent  au  point  de  vue  cin6matique.  —  On 

dit  que  le  mouvement  est  permanent  quand  le  champ  de  vecteurs 
represenlant  1'etat  des  vitesses  du  milieu  a  un  instant  quelconque  t 
teste  le  meme  quel  que  soit  t.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et 
il  suttit  que  les  projections  //,  v,  w  de  la  vitesse  de  1'element  qui, 
a  1'instant  passe  au  point  x,  y,  z  soient  independantes  de  t. 
Dans  ce  cas,  u,  r,  w  dependent  uniquement  de  x,  y,  z.  Par 
exemple,  dans  un  jet  deau  alimente  d'une  facon  reguliere,  si  l'on 
porte  son  attention  sur  un  point  geometrique  determine  P  choisi 
dans  le  jet,  la  vitesse  de  Pelement  fluide  qui  passe  en  ce  point  est 
ton  jours  la  meme  :  a  chaque  instant,  un  nouvel  element  passe  en  P, 
mais  il  y  passe  constamment  avec  la  meme  vilesse;  le  mouvement 
est  permanent. 

Dans  ce  cas,  les  lignes  de  courant  a  un  instant  quelconque  se 
confondent  avec  les  trajectoires,  car,  tf,  v%  \v  ne  contenant  pas  f, 
les  equations  dillercntielles  (iG)  des  trajectoires  peiivent  elre 


CHAPITRE  XXXIII.  —  CI  N  EM  AT  [QUE  DES  MILIEUX  CONTINCf.  a<)3 

debarrassees  du  temps  et  £tre  ecrites 

dx  dy  dz 

elles  sont  identiques  a  celles  des  lignes  de  courant  (17). 

Dans  le  cas  general,  quand  le  mouvement  n'est  pas  permanent, 
ies  trajectoires  forment  un  systeme  de  cotirbes  dont  les  equations 
dependent  de  trois  constantcs  arbitraires,  a  savoir  les  coordonnees 
initiales  a,  6,  c  des  divers  points  P0  du  fluide ;  c'cst  ce  qu'on  appelle 
uu  systeme  triplemenl  infini  de  cotirbes.  Mais,  lorsque  le  mouve- 
ment est  permanent,  les  trajectoires  se  confondent  avec  les  lignes 
de  courant,  et  leurs  equations  ne  dependent  plus  que  de  deux 
constantes  arbitraires;  elles  forment  an  systeme  de  courbes 
doublement  infini.  Gela  tient  a  ce  qu'une  m£me  trajectoire  est 
alors  suivie  par  une  infinite  simple  de  points  mat^riels,  car  les 
points  qui,  a  un  certain  instant,  se  trouvenl  sur  une  trajectoire 
determinee,  suivent  tous  celte  trajectoire. 

Nous  avons  pris  tout  a  I'heure,  comme  exemple,  un  corps  solide 
en  mouvement;  le  mouvement  d'un  corps  solide  est  permanent 
quand  c'est  le  mouvement  d'une  vis  dans  un  ecrou  fixe;  tousles 
points  du  corps  decrivent  alors  des  helices  de  m£mc  pas  qui  se 
confondent  avec  les  lignes  de  courant.  Au  point  de  vue  analylique, 
le  mouvement  d'un  corps  solide  est  permanent  quand  les  valeurs 
de  u,  ^,  tv  donnees  par  les  formules  (18)  sont  ind^pendantes  de  t, 
c'est- a- dire  quand  a,  [3,  y,  p,  q,  r  sont  des  constantes. 

Nous  reviendrons  sur  la  question  du  mouvement  permanent 
dans  la  dynamique  des  milieux  conlinus. 


705.  Rotation  moyenne  ou  tourbillon  en  un  point,  a  un  instant. 

—  En  adoptant  les  variables  d'Euler,  on  appelle  notation  moyenne 
en  un  point  P  a  J'inslant  £,  on  encore  tourbillon  au  point  P  a 
l'instant  t,  le  vecleur  Q  ayant  pour  origine  le  point  P  et  pour  pro- 
jections sur  les  axes  les  quantires         s  definies  par  les  formules 

.       dw      dv  du      dw  dv  du 


Les  vitesses  W(m,  vy  <v)  a  l'instant  t  forment  un  champ  de 
vecteurs  appliques  aux  divers  points  P  pris  dans  la  masse  fluide: 
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les  vecteurs  tourbillons  Q  forment,  au  m^me  instant,  un  nouveau 
champ  de  vecteurs  que  nous  avons  deja  consider^  d'une  maniere 
generate  dans  le  premier  Ghapitre  de  ce  Volume. 

Voici  la  raison  de  cetle  denomination  de  rotation  moyenne  ou 
tourbillon  donnee  au  vecteur  1). 

Considerons  la  deformation  infiniment  petite  par  laquelle  on 
passe,  des  positions  des  points  du  milieu  a  l'instant  f,  aux  posi- 
tions des  memes  points  a  l'instant  tt  =  t  -f-  dt.  Si  x,  y,  z  sont  les 
coordonn^es  d'un  point  du  milieu  place  en  P  a  l'instant  t,  ce  m£nie 
point  materiel  a  l'instant  t{  —  t  -f-  dt  occupe  une  position  infini- 
ment voisine  P,  de  coordonnees 

xx  =  x  -4-  u  dt, 

/i  =  r  +  "  dt, 

Z\  —  z  -+-  w  dt. 

Ces  formules  definissent  une  deformation  infiniment  petite  du 
systeme  des  points  P  dans  le  systeme  des  points  P,  :  les  fonctions 
U,  v,  w  definissant  cetle  deformation  (n°  683)  sont  ici 

(20)  u  =  udt,       v=n>dt,       w  =  «■  dt. 

D'apres  ce  que  nous  avons  vu  dans  l'etude  d'une  deformation 
infiniment  petite,  si  I  on  prend  un  element  fluide  dm  entourant 
le  point  P  a  l'instant  /,  eel  element,  a  l'instant  =  /  -4—  dt>  prend 
une  nouvelle  forme  et  une  nouvelle  position  dm{  entourant  P4,  et 
Ton  peut  paser  de  dm  a  dmt,  en  faisant  subir  a  dm  : 

i°  Une  translation  PP,  ; 

a°  Une  rotation  elementaire  ellecluee  autour  d'un  axe  Pw  issu 
de  P  el  obtenue  en  faisant  tourner  l'element  des  angles  infiniment 
petils 

1  I <?w      e/v \  1  / On      (hjv \  1  / dy  du\ 

autour  des  paralleles  aux  axes  issues  de  P; 

3°  Une  deformation  pure,  composee  de  trois  dilatations  rectan- 
gulaires  suivant  les  trois  directions  principales  en  P. 

Dans  le  cas  actuel,  d'apres  les  valeurs  (20)  de  u,  V,  W,  les  angles 
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ele^nentaires  de  rotation  /;,,  p>,  pn  sont 


Comme  ces  diverses  transformations,  dont  est  composee  la 
transformation  totale,  se  font  dans  le  temps  dt,  on  peut  dire  que 
I'element  dm  possede  a  l'instant  t  : 

i°  Une  vitesse  de  translation  £gale  a  la  grandeur  PP<  de  la 
translation  divis^e  par  dt,  c'est-a-dire  a  W(m,  c,  w); 

afl  Une  oitesse  angulaire  de  rotation  PQ  dont  les  composantes 
suivant  les  axes  sont  les  angles  elementaires  de  rotation  p{,  p2, 
divis^s  par  dt,  c'est-a-dire,  d'apres  (21),  les  quantites 

1  (dw  dv\  1  /  du  dw\  1  Idv  du\ 
■i\dy       dz/'     2\dz       dx  /      'i\0x      dy  J 

ou  encore  £,  *l>  S> 

3a  Une  vitesse  de  deformation  caracterisee  par  trois  vitesses  de 
dilatation  rectangulaires  dirigees  suivant  les  directions  principales 
en  P,  et  egales  aux  quotients  des  coefficients  de  dilatation  princi- 
paux  par  dt;  nous  ne  calculerons  pas  actuellement  ces  dernieres 
vitesses.  (Voir  aux  Exercices.) 

Ces  considerations  justifient  les  noms  de  rotation  moyenne  au 
point  P  a  V instant  t  ou  de  vecteur  tourbillon  en  P  donnes  au 
vecteur  PQ  de  projection  Y), 

Nous  appliquerons  plus  loin  ces  resultats  au  mouvement  des 
fluides.  Prenons  ici,  comme  exemple  elementaire,  le  cas  d'un  corps 
solide  en  mouvement.  Aiors,  le  vecteur  tourbillon  en  chaque 
point  a  V instant  t  est  egal  a  la  rotation  instantanee  du  corps. 
Gela  requite  de  ce  qu'un  element  dm  du  corps  a  l'instant  t  peut 
eHre  amend  dans  sa  nouvelle  position  dm{  a  l'instant  t -\- dt  par 
une  translation  suivie  d'une  rotation  egale  a  la  rotation  instan- 
tanee. Analytiquement,  les  formules  (18)  qui  donnent  les  projec- 
tions, sur  les  axes,  de  la  vitesse  d'un  point  x,  y,  z  d'un  corps  solide 
montrent  dgalement  que  le  vecteur  tourbillon  (S,  en  chaque 


'296  RQUILIBRK  ET  MOUVEMENT  DR8  MILIEUX  CONTINU8. 

point  est  egal  a  la  rotation  instantanee  (/>,  q,  r).  On  a,  en  eflet, 
d'apres  ces  formules, 


dw  dv  _ 

dy  ==P'        dz  ~~P' 


rl'ou 


1  /         -  dp  \ 


on  trouve  de  meme 

Tj  =  9,      £  = 

706.  Definition  cinematique  et  definition  mecanique  du  tour- 
billon  en  un  point.  —  1 0  Definition  cinematique  de  M.  Boussinesq . 
—  La  rotation  PO  est  la  rotation  instantanee  do  triedre  trirec- 
tangle  fluide  forme  par  les  directions  principales  en  P;  cela  resulle 
de  ce  que  la  translation  PP,  et  la  rotation  ele'mentaire  de  compo- 
santes /?i,/>2?  P*  oni  pour  efTet  d'amener  les  trois  elements  fluides 
diriges  suivant  les  trois  directions  principales  rectangulaires  en  P 
sur  trois  directions  rectangulaires  en  P, . 

Definition  mecanique  du  tourbillon  en  un  point  d'apres 
Stokes.  —  Soit  un  point  P(.r,  y,  z)  a  l'instant  t  :  considerons  la 
portion  de  matiere  contenue  dans  une  sphere  infiniment  petite  s 
de  centre  P  et  supposons  qu'a  l'instant  t  toule  la  matiere  exte- 
rieure  a  cette  sphere  soit  aneantie  et  la  matiere  interieure  brus- 
([uemcnt  solidijiee.  Aiors,  la  rotation  instantanee  initiale  que 
prendra  cette  sphere  solide  sera  precisement  le  tourbillon  au 
point  considere.  [Stokes,  On  the  friction  of  fluids  in  motion 
( Transactions  of  the  Cambridge  Philosophical  Society, 
Vol.  VIII).] 

En  elfet,  soient,  avant  la  solidification,  u,  v,  w  les  projections 
de  la  vitesse  du  point  materiel  place  en  P(x,  y,  z)  et  u',  v\  iv' 
celles  de  la  vitesse  d'un  point  infiniment  voisin  P' de  coordonnees 
x  -H  x\  y  -+-,)'',  5  +  3',  les  quanlites  infiniment  petiles  x\  >  ',  z1 
etant  les  coordonnees  de  P'  par  rapport  a  des  axes  Par',  Pj',  V  z1 
menes  par  P  parallelement  aux  axes  fixes.  On  aura 

u'  =  u(x  -+■  x',  y  -+- y' ',  z  -+-  z',  t), 

 > 

e'est-a-dire,  en  developpant  par  la  formule  de  Taylor  et  se  bornant 
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aux  ternies  du  premier  ordre 


(22) 


u'  — 

du 

u  -+-  —  X 
dx 

-+• 

du    .  du 

V  = 

dv  , 

V  -h  3-  x 

ox 

•4- 

dv     .  dv 

w  — 

aw 
w  ■+■  —  X 
ox 

dw    .  di\> 
—y  -f-  — —  z 
dyJ  dz 

Soient,  d'autre  partj  imm^diatement  apres  la  solidification, 
if  1,  (P,  les  projections  de  la  vitesse  du  centre  P  de  la  sphere 
solide  s  et  jo,  </,  r  les  composantes  de  la  rotation  instantanee  de 
cette  sphere;  les  projections  uti  p',,  w't  de  la  vitesse  du  point  de 
cette  sphere  qui  est  en  P'  sont 

i  a\  =  ux  -h  qz'—ry', 

(23)  J  v\  =  vi  -h  rx'  —  pz', 
'  w\  =  w,  -t-  py' —  qx' . 

Au  moment  ou  la  solidification  a  lieu,  le  milieu  exterieur  etanl 
supprime,  des  percussions  se  produisent  entre  les  divers  points 
materieis  qui  constituent  la  sphere.  Mais  ces  percussions  sont 
toutes  inlerieures  a  la  sphere. 

Or  on  sait  que,  si  un  systeme  materiel  subit  des  percussions 
interieures,  la  somme  des  projections  des  quantites  de  mouvement 
sur  un  axe  est  la  meine  apres  et  avant  la  percussion,  ainsi  que  la 
somme  des  moments  des  quantites  de  mouvement  par  rapport  a  un 
axe.  Appliquons  ces  th^oremes  a  la  sphere  infiniment  petite  s  en 
remarquant  que  cette  sphere  etant  homogene  et  ayantpour  densite* 
la  densite  en  P,  on  a,  par  raison  de  symetrie, 

'  Lmx'    —  'Liny*    —  X  m  z     =  o, 

(24)  <  2m/:'=  Lmz'x'  =  2  mx'y'=  o, 

f  Zmx'*  =  2 my'2  —  Lmz'2   =  MA-2, 

ces  sommes  elant  Vendues  a  tous  les  points  materieis  P'  de  masse  m 
qui  forment  la  sphere,  et  M  d£signant  la  masse  totale  2ra  de  cette 
sphere. 

D'abord,  en  ecrivant  que  la  somme  des  projections  des  quan- 
tity de  mouvement  sur  l'axe  des  x  est  la  meme  apres  et  avant  la 
solidification,  on  a 

Zmu'f  =  Zmu'y 
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ou 

_  Ou 
u.Im  -\-  qZmz  — . .  .  =  uILm  -\  2  m x  -+-..., 

'  dX 

cest-a-dire,  d'apres  (2^), 

ll\  =  u. 

On  trouve  de  meme 

l>,  —  V,  iVj  =  w. 

Ainsi  la  vitesse  du  point  P,  centre  de  la  sphere,  ne  change  pas. 

Ecrivons  ensuite  que  la  somme  des  moments  des  quantites  de 
mouvement  reste  la  m£me  par  rapport  a  l'axe  Vx'  ]  nous  aurons 

Zm(y'w\  —  z'v\)  =  Z(y'w—  sV), 
ou,  d'apres  les  expressions  (22)  et  (23), 


wx  £  my  —  vx  Zmz' p1Lm(y't-\-  z'*) 
dw  „      „  dv 


=  w  1  m  y J  —  v  I  mz  -4     —  X  my'2  —  ^-  £  mz"1  -+- . 


en  vertu  des  relations  (24),  celte  equation  se  r^duit  a 
d'ou 


1  /  dw  dv 


dv  \ 

to)1 


on  irouverait  de  meme 

du  dw 


1  /  du 

_  l(  dv 

2  \dx 


dx 
du\ 


La  rotation  instantanee  de  la  sphere,  immediatement  apres  la 
/solidification,  est  done  egale  au  tourhillon  au  point  P. 

707.  Lignes  de  tourbillon.  —  A  un  instant  determine  les 
tourbillons  Q  formenl  un  champ  de  vecleurs  determine  dans  toute 
Pfctendue  du  fluide  en  mouvement  :  on  appelle  lignes  de  tour- 
bilion  a  linslant  t  les  lignes  de  vecteurs  de  ce  champ,  e'est-a-dire 
les  lignes  telles  que  la  tangeute  en  chacun  de  leurs  points  coincide 
avec  le  tourbillon  en  ce  point. 

Les  equations  dilferentielles  des  lignes  de  tourbillon  a  Finstant  t 
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sont  done 

oil  Y|,  £  sont  les  quantites  (19),  <  ayant  une  valeirr  determinee. 
/.'integration  de  ces  Equations  donne  les  equations  des  lignes  de 
tourbillon  sous  forme  finie 

f,(v,i,0«c, 

avec  deux  constantes  arbitraires  C,  et  C2.  Ces  equations  con- 
tiennent  la  lettre  t,  qui  figure  dans  les  Equations  differcntielles  (25), 
mais  qui  est  trait^e  comme  une  conslante  :  quand  on  fait  varier  t, 
les  lignes  de  tourbillon  cbangent. 

Par  exemple,  dans  un  corps  solide  en  mouvement,  les  lignes  de 
tourbillon  a  I'inslant  t  sont  les  droites  paralleles  a  l'axe  instantane  : 
cela  reunite  de  ce  que  tous  les  vecteurs  tourbillons  sont  paralleles 
a  cet  axe. 

Lorsque  le  mouvement  est  permanent,  w,  vs  iv  et,  par  suite, 
5,  v,,  ^  sont  independants  du  temps;  dans  ce  cas,  les  lignes  de 
tourbillon  ne  varient  pas  avec  /. 

11  peut  arriver  exceptionnellement  que  les  lignes  de  tourbillon 
se  ferment.  Mais  e'est  la  un  cas  ires  particular.  En  g&i^ral,  leur 
disposition,  comme  celle  de  touies  les  lignes  definies  par  des 
equations  dillerentielles,  est  beaucoup  plus  complique*e.  Si  une 
ligne  de  tourbillon,  partanl  d'un  point  A,  n'est  pas  arretee  par  une 
paroi,  elle  se  poursuit,  en  general,  indefiniment  dans  lefluide,  en 
repassanl  une  infinite  de  fois  dans  le  voisinage  du  point  A,  et  cela 
aussi  pres  qu'on  le  veut  de  A,  mais  sans  jamais  repasser  exactement 
par  ce  point  ( 1 ). 

708.  Potentiel  des  vitesses ;  mouvement  irrotationnel  ou  non 
tourbillonnaire.  —  Portons  notre  attention  sur  une  portion  con* 
tinue  du  milieu  materiel  en  mouvement.  A  un  instant  *,  les  vi- 
tesses W  des  divers  points  de  cette  portion  du  milieu  forme.nt  un 
champ  continu  de  vecteurs  :  on  dit  qu'il  existe  a  I'inslant  t,  pour 
cette  portion  du  milieu,  un  potentiel  des  vitesses,  ou  une  fonction 


(')  Hadamahd,  Lecons  sur  la  propagation  </r  -?  .     tes  p.  79. 
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des  vitesses  quand  ce  champ  de  vecteurs  derive  d'une  fonction. 
Analytiquement,  il  exisle,  a  l'instant  t,  un  potentiel  des  vitesses 
quand  on  a  identiquement  a  cet  instant 

ds  do  do 

dx  dy  dz 

cp  £tant  une  Fonction  de  x,  y1  z  pour  tous  les  points  considered. 
Cette  propria  est  sp^ciale  u  un  instant  :  il  peut  se  faire  qu'elle 
ait  lieu  a  un  instant  t  sans  avoir  lieu  apres  on  avant.  Pour  que 
cette  circonstance  se  pr^senre  a  un  instant  il  faut  et  il  suffit  qu'a 
cet  instant 

<  26  )  u  dx  -+-  v  dy  -+-  w  dz 

soit  une  diflferentielle  exacte  dans  la  portion  considered  du  milieu, 
c'est-a-dire  que  la  rotation  moyenne  Q  de  projections  £,  r\,  £  soit 
nulle  a  cet  instant  en  tous  les  points  de  cette  partie  du  milieu 
continu.  Cela  tient  a  ce  que  les  conditions,  pour  que  I'expres- 
sion  (26)  soit  differentielle  totale,  sont  precis^ment 

dw  dv 

dy      dz  ~  1 

II  existe  des  cas  e tend  us,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  011 
il  y  a,  pour  une  portion  determined  du  milieu,  un  potentiel  des 
vitesses  a  chaque  instant  pendant  toute  la  duree  du  mo u ce- 
ment. Dans  ce  cas,  la  rotation  moyenne  Q,  de  projections  £,  ttj ,  £, 
est  nulle,  quel  que  soit  t  \  on  dit  que  le  mouvement  de  la  portion 
considered  du  milieu  est  irrotationncl  (')  ou  non  tourbillon- 
naire.  Les  composantes  w,  v ,  w  sont  alors,  a  chaque  instant  £,  les 
deYtvees  partielles  par  rapport  a  x}yyz  d'une  fonction  o(x,y,z,  t) 
qui  contient  en  general  le  temps  :  quand  le  mouvement  irrota- 
tionnel  est  permanent,  u,  w,  etant  independants  du  temps, 
pourront  £tre  considered  comme  les  deriveds  partielles  d'une  fonc- 
tion o(.r,  y,  z),  ^galement  independante  de  t. 

A  chaque  instant  t,  la  vitesse  W  en  un  point  P  est  normale  a 
la  surface  equipotentielle 

o  =  const. 


(»)  Nous  empruntons  cette  expression  aux  cxceltents  Trailed  de  Basset  (Cam- 
ridge,  1888  et  1890). 
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dirigee  par  rapport  a  cette  surface  du  c6l6  ou  ©  croit  et  £gale 
a  la  derivee  £tant  prise  suivant  la  normale  a  la  surface  equi- 
potenlielle. 

709.  Flux  a  travers  une  surface  dans  le  cas  d'un  potentiel  de 
vitesses.  — -  Quand  les  vitesses  W  de>ivent  d'un  potentiel  ©,  la 
composante 

de  la  vitesse  d'un  element  situe^  en  P,  suivant  une  droite  PD  de 
cosinus  direcleurs  a,  ^,  y,  est  egale  a  la  derivee  de  o  prise  sui- 
vant PD  (Chap.  IV).  En  parliculier,  si  Ton  prend  un  element 
superficiel  dv  place  en  P  et  la  normale  PN  a  cet  element  dans  un 
certain  sens,  la  composante  W7/  de  la  vitesse  suivant  PN  est  la 

derivee  ^  de  ©  suivant  cette  normale,  et  le  flux  de  ma  tie  re  a 
an  1 

travers  cet  element  pendant  le  temps  dt  est 

p  ^  da  dt. 
r  dn 


Le  flux  dM.y  a  travers  une  surface  S  pendant  le  m£me  temps, 


est 


Equation  de  continuite.  —  Si  t',  w  sont  les  derivees  par- 
tielles  d'une  fonction  ©(#,y,  5,  t)  par  rapport  a  x,y,  z,  liquation 
de  continuite  (10)  s'ecrit 


do        /d*o      d2»  d*o\ 


ou,  d'apres  la  notation  deja  employee  dans  la  theorie  de  l'at- 
traction, 

_  d*o      c)«<p  0*-* 

A?  ~~     ~*~  dp* +  71* 9 

dp 

(27)  —  -hpAo^o. 

Si  le  milieu  en  mouvement  est  un  liquide  incompressible  a 
temperature  constante,  p  est  constant  et  I'equation  de  continuite 
s'ecrit 

lag)  =  o. 
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710.  Flux  et  circulation  le  long  d  une  courbe  donnee  a  l'instant  /. 
—  £tant  traced  dans  le  milieu  a  l'instant  t  une  courbe  C  d'extre- 
mit^s  A  et  6,-  on  appelle  flux  le  long  de  cetle  courbe  1'integrale 

'      {u  dx  -\-  v  dy     w  d z ), 

( h\ 

prise  le  long  de  la  courbe,  ou  encore  1'integralc 

J  WdscosWds, 

prise  le  long  de  la  courbe.  Dans  lc  calcul  de  cette  integrale,  I  a 
une  valeur  constante,  correspondant  a  l'instant  considered  Cette 
integrale  est  analogue  a  un  travail  :  ce  serait  le  travail  d'une  force 
Active  W  de  projections  ti,  c,  (V  agissant  sur  un  point  materiel 
fictif  qui  suivrait  la  courbe  d'une  extremite  \  a  l'auire  B. 

Quand,  a  l'instant  il  existe  un  potentiel  cp  des  vitesses,  cette 
integrate  est 


cpB  et  cpA  d^signantles  valeurs  de  cp  aux  deux  points  Aet  B.  On  peul 
repeter  sur  cette  integrale  tout  ce  qu'on  a  dit  du  travail,  dans  le  cas 
ou  il  existe  une  fonction  des  forces  uniforme  ou  non. 

Si  les  points  A  et  B  coincident,  1'integrale  donne  la  circulation 
le  long  de  la  courbe  fermee  G.  Deux  cas  sont  a  distinguer  :  i°  si 
la  fonction  cp,  suivie  par  continuity,  n'a  qu'une  valeur  en  chaque 
point  du  fluide,  la  circulation  le  long  d  une  courbe  fermee  quel- 
conque  est  nulle,  car  A  coincidant  avec  B,  on  a  <pD;  2°  si  1° 

fonction  o  est  a  determinations  multiples,  la  valeur  de  la  circu- 
lation le  long  d'une  courbe  fermee  depend  de  la  position  de  la 
courbe  :  elle  peut  etre  nulle  pour  cerlaines  courbes,  diflerenle  de 
zero  pour  d'autres. 

Dans  le  premier  cas,  le  mouvement  irrotalionnel  est  dit  acy- 
clique;  clans  le  deuxieme,  il  est  cyclique. 

711.  Un  liquide  incompressible  ne  peut  pas  prendre  un  mou- 
vement irrotationnel  acyclique  dans  un  vase  fixe  et  compl&teinent 
clos  qu'il  remplit  entierement.  —  En  efTet,  si  un  pareil  inouvement 
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existait,  le  potentiel  <p  des  vitesses  devrait,  a  I'inlerieur  du  vase  S, 
verifier  1'equation  de  Laplace  (equation  de  continuity 

—  o; 

il  devrait,  en  tous  les  points  de  la  surface  S  du  vase,  verifier  la 
condition 

do 

In  derivee  etant  prise  suivant  la  normale  a  cette  surface ;  cela  reunite 
de  ce  que  le  flux  a  travers  un  element  quelconque  de  la  surface  du 
vase  est  evidemment  nul.  En  outre  v  serait  uniforme. 

Mais  nous  avons  vu,  dans  le  Chapitre  XXIX,  n°  594,  que,  si 
ces  conditions  sont  remplies,  cp  est  constant  dans  tout  l'interieur 
de  la  surface  S ;  on  a  done  alors 

do  do  do 

dx  dy  dz  ' 

et  le  liquide  est  immobile. 

Dans  les  memes  conditions,  il  peut  exister  un  mouvement 
c^clique  :  par  exemple,  dans  un  tore  de  revolution  autour  de  O  z, 
un  liquide  peut  prendre  un  mouvement  irrotationnel  dans  lequel 

sp  =  arc  tang      Dans  ce  mouvement,  la  circulation  le  long  dVune 

courbe  fermee  entourant  une  fois  Oz  serait  2tz. 


Ill  -  SUR  LA  PROPAGATION  DES  ONDES;  DISCONTINUITES 
DANS  LE  MOUVEMENT  DES  FLUIDES. 

712.  Indications  bibliographiques.  —  Nous  nous  proposons 
dexposer,  dans  ce  paragraplie,  la  tlieorie  de  la  propagation  des 
ondes  a  laquelle  s'attaclie  le  nom  de  Hugoniot.  Ce  savant  a,  le 
premier,  delini  et  etudie  la  propagation  d'un  mouvement  dans  un 
autre,  et  cela  non  seulement  pour  les  mouvements  infiniment 
pelits,  mais  pour  les  mouvements  d'amplitude  quelconque.  II  a, 
le  premier,  introduit  explicitement  la  notion  de  compatibilite  de 
deux  mouvements,  et  en  a  memc  donne  une  definition  precise 
pour  le  cas  du  mouvement  rectiligne.  Dans  le  cas  du  mouvement 
a  Irois  dimensions,  an  contraire,  cette  notion  est  beaucoup  moins 
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completement  degagee;  aussi  1'autenr  se  place-t-il  des  l'abord 
dans  l'hypothese  oil  il  y  a  compatibility,  sans  rechercher  les  condi- 
tions pour  qu'il  en  soil:  ainsi.  (Voir  Comptes  rendus,  t.  CI,  1 885 ; 
Journal  de  VEcole  Poly  technique,  Cahiers  Vll  et  VIII,  1887; 
et  Journal  de  Malliematiques  pures  et  appliquees,  /\c  serie, 
1.  Ill  et  IV.  Voir  aussi  Duhem,  Hydrodynamique ,  Elasticity, 
Acoustiquc,  1891 .) 

A  la  veritd,  l'origine  de  cette  theorie  doit  etre  cherchee  un 
peu  plus  haul;  il  faut,  semble-t-il,  la  faire  remonter  a  deux 
M^moires  de  Christofi'el,  insere  aux  Annali  di  Matematica  (•), 
el  dans  lesquels  I'auteur  prend  pour  point  de  depart  le  Memoire 
de  Riemann  :  Ueber  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  von 
endlicher  Schwingungsweite.  Getle  circonstance  se  Irouve,  en 
l'espece,  avoir  un  inconvenient  :  ChristolTel  s'attache,  en  eflet, 
aux  ondes  de  choc  (ondes  du  premier  ordie),  dont  1'existence  a 
ete*  d^couverte  par  Riemann.  Or  celles-ci  constituent  un  cas  sin- 
gulier  dont  l'etude  doit  logiquement  suivre  et  non  preceder  celle 
des  ondes  deceleration.  En  raison  meme  de  la  difficulte  particu- 
liere  oirerte  par  le  cas  qu'il  traite,  I'auteur  est  conduit  a  se  limiter 
aux  discontinuity  infiniment  petites,  ce  qui  diminue  la  portee  de 
son  analyse.  Par  contre,  ChristofTel  se  preoccupe  de  la  signifi- 
cation geometrique  des  resultats,  laquelie  a  ete  laissee  de  cote  par 
Hugoniot.  Mais  une  notion  fondamentale  appartient  a  ce  dernier  : 
c'est  celle  de  compatibilite,  dont  la  necessilc  ne  parait  pas  avoir 
ete*  apercue  par  ChristolTel  (2).  Seulement  Hugoniot  s'etait  borne, 
pour  etudier  les  conditions  completes  de  compatibilite,  au  cas  des 
ondes  planes. 

C'est  a  M.  Hadainard  que  Ton  doit  l'extension  de  ces  resultats 
au  mouvement  a  trois  dimensions;  dans  le  cours  que  M.  Hada- 
mard  a  professe  au  College  de  France,  en  1898-1899  et  1899-1900, 
il  a  nettement  separe  les  faits  d'ordre  dynamique  des  faits  d'origine 
cinematique.  Ce  sont  ces  derniers  que  nous  exposons  ici  :  nous 
montrerons  comment  M.  Hadamard  a  ctabli  les  conditions  de 
compatibilite  et  en  a  donne  une  interpretation  geometrique  remar- 


( ')  2«  serie,  t.  VIII,  1877. 

(J)  Notice  sur  les  travaux  scientijiques  de  M.  Hadamard,  p.  i5  cl  41  :  1901 
(Gauthicr-Villars). 
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quable.  Les  reclierches  de  M.  Hadamard  sont  resumees  dans  une 
Note  Sur  la  propagation  des  ondes,  inseree  dans  le  Bulletin  de 
la  Societe  mathematique  (ier  fascicule  190 1) ;  elles  sont  develop- 
pe>s  dans  un  Ouvrage  intitule  :  Lecons  sur  la  propagation  des 
ondes  et  les  equations  de  V Hydrodynamique  (Hermann,  1903). 

713.  Discontinuit6  des  divers  ordres.  —  Jusqu'a  present,  nous 
avons  suppose  que  les  coordonn^es  xy  y,  z  d'un  ei^ment  materiel 
du  milieu  a  I'instant  I  eHaient,  ainsi  que  leurs  d^riv^es  premieres 
et  deuxiemes,  des  fonclions  continues  des  coordonn^es  initiales  a, 
b,  c  et  du  temps  t.  Nous  continuerons  a  supposer  que  y,  z  sont 
des  fonclions  continues  de  a,  b,  c,  £,  mais  nous  admettrons  que 
cerlaines  de  leurs  derivees,  tout  en  restant  finies,  sont  discontinues 
dans  les  conditions  suivanies  : 

Jmaginons  qu'a  Tinstant  t  i\  exisle,  dans  le  milieu  continu  en 
mouvement,  une  surface  S  divisant  le  milieu  en  deux  regions  que 
nous  appellerons  les  regions  1  et  2.  Nous  supposons  :  i°  que, 
dans  chacune  des  regions  1  et  2,  les  coordonnees  x,  y>  z  soient 
des  fonclions  continues,  tant  des  coordonne"es  initiales  a,  b,  c  que 
du  temps  J,  et  qu'il  en  est  de  meme  de  leurs  derivees  jusqu'a  un 
ordre  determine'  71;  20  que,  au  contraire,  lorsqu'on  traverse  S, 
Tune  au  moins  des  deViv^es  d'ordre  n  eprouve  une  variation 
brusque,  toutes  les  derivees  d'ordre  inferieur  a  n  restant  d'ailleurs 
continues. 

Nous  dirons  alors  que  la  surface  S  est  une  surface  de  disconti- 
nuity de  V ordre  n. 

Dans  cette  definition,  il  est  entendu  qu'on  appelle  ordre  d'une 
derivee  quelconque  Yordre  total  de  derivation  par  rapport  a  a, 
b(  c  et  t  indistinctement.  Nous  nommerons,  par  exemple,  derivees 
du  second  ordre  les  derivees  des  trois  categories  suivantes  : 

i°  Derivees  du  second  ordre  par  rapport  a  a,  b,  c, 

d*x       d*x  d2y  d*z 

da*'    aa  Ob'  da*'      '"'     ~0c^-  '* 

2°  Derivees  du  premier  ordre  par  rapport  a  a,  u  ou  c  et  du  pre- 
mier ordre  par  rapport  a  ^, 

da\dt '"'    dc\dt  /  ' 
A.  —  III.  ^> 
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.>"  DCrivees  du  second  ordre  par  rapport  a  /, 

d*x  (fry  d*i 
lis'    'eft*'  dl* 

(la  premiere  categoric  comprenant  18  denvees,  la  seconde  9,  la 
troisieme  <\  settlement). 

D  une  maniere  gene>ale,  les  derivces  d  ordre  n  se  distribueront 
en  n  -f-  i  categories  analogues  aux  precedentes. 

Cette  surface  S  change  de  forme  et  de  position  avec  le  temps, 
non  seulement  dans  l'espace  absolu,  mais  aussi  dans  le  fluide,  de 
sorte  que  cc  sont,  a  chaque  instant,  de  nouvelles  particules  lluides 
qui  se  trouvent  sur  la  surface  de  discontinuity  S;  l'equalion  de 
cette  surface  est  done  de  la  forme 

(S)  «i>0, 7,     t)  =  o. 

Soient  a,  b,  c  les  coordonnees  initiates  des  particules  qui,  a 
I'instant  /,  se  trouvent  sur  la  surface  de  discontinuity  S;  ces  parti- 
cules forment,  dans  le  milieu  initial,  une  surface  S0  dont  Tequation 

(S0)  F(a.  6,  c,  t  )  —  0 

depend  aussi  du  temps,  car  ce  sont  a  cliaque  instant  de  nouvelles 
particules  (jui  se  trouvent  sur  S  et,  par  suite,  sur  S0. 

Ces  deux,  surfaces  se  correspondent  point  par  point  a  I'instant  t 
en  verlu  des  relations  c|ui  cxpriment  .r,  y,  z  en  fonction  de  <?,  b, 

t  (n°(>JH).  Kn  outre,  S0  divise  I'ensemble  des  particules  dans 
leurs  positions  initiales  en  deux  regions  1  et  2  qui  correspondent 
point  par  point,  aux  deux  regions  dans  lesquelles  S  divise  I'en- 
semble  des  particules  dans  leurs  positions  a  I'instant  /.  Nous  ad- 
metlrons  que  les  coordonnees  r,  -  et  leurs  derivees  existent  el 
sont  continues  dans  cliacune  des  regions  1  et  2,  du  inoius  dans  le 
voisinage  de  la  surface  de  discontinuity  considerce  et  jusqu'a  la 
rencontre  d'une  autre  surface  de  discontinuity 

A  I'instant  initial  <  lu>i^i ,  1 ,  )  ,  z  sont  identiques  a  a,  b,  r,  les 
deux  surfaces  S„  et  S  se  confondent,  <$>(x,y ,  z,  t )  devient  iden- 
Mque  a  V{  /,  A»,  r,  /). 

71 1.  Vitesse  de  propagation  de  l'onde  mesuree  sur  letat  initial 
considere.       La  surface  de  discontinuity  S0,  representative  de  S 
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dans  le  milieu  initial,  forme  une  onde  qui  se  propage  dans  ce 
milieu  en  chacun  de  ses  points,  a  chaque  instant,  avec  une  certaine 
vitesse. 

Prenons  un  point  P  de  coordonnees  a,  b,  cr  sur  la  surface  S0, 
a  l'instant  menons,  en  re  point,  la  normale  PN  a  S0,  et  appe- 
lons  P'(a\  b' ,  c')  le  point  ou  cette  normale  rencontre  la  position  St', 
de  la  surface  a  l'instant  infiniment  voisin  t  -f-  dt;  designons  par  dn 
le  segment  de  normale  PP'  compte  positivement  dans  la  region  2 
et  ndgativement  dans  la  region  1  :  la  vitesse  de  propagation  G  de 
l'onde  rapportee  a  l'e'tat  initial,  au  point  P,  a  l'instant  /,  est  egale, 
en  grandeur,  direction  et  sens,  au  segment  PP  divise  par  dt, 

dt 

II  est  aise  d'evaluer  cette  vitesse,  connaissant  l'equation  de  la 
surface  S0.  £n  appelant  ol,  £J,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
en  P  a  la  surface 

(S)  F(a,6,c,0  =  o, 

du  cote  de  la  region  2,  on  a 

%~  hlhi1        P  ~"  h  db1       7  ~  ft  dc' 


-V(£)' 


(OFV  /dF 


\db  /  \dc 


le  radical  e'tant  pris  avec  le  signe  de  V  dans  la  region  2. 
Les  coordonnees  du  point  P'  sont  alors 

a'  —.  a  -h  a  dn,       b'  =  b      $  dn,       c=c  dn, 

el,  en  ecrivant  que  ce  point  est  sur  la  surface  S0  de  l'onde  a 
l'instant  t  4-  dt, 

F(a',  b',  c',  t-T-  dt)  —  o, 

on  a 

F(«  +  arf/i,  b  -h  (3  dn,  c  ■+■  7  dn,  t  -i-  a7)  =  o. 

Developpons  par  la  formule  de  Taylor,  en  remarquant  que 
F(  a,  6,  c,/)  est  nul,  et  conservons,  dans  le  developpenient,  les 
seuls  termes  du  premier  ordre;  nous  aurons 

^      j  &  a  _r  dF      ^  ^F  / 

—  a  dn  -+-  -r  p  dn  -+-  —  7  dn  -+■  —  dt  =  o ; 
da  db  dc  1  dt 

d'npres  les  valeurs  de  a,  ft;  y,  //,  on  lire  de  la,  pour  la  vilesse  G, 
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1'expression 

G:r7  ~h  Tt 

On  a  ainsi  la  valeur  de  la  vitesse  de  propagation  (Jo  I'onde  rap- 
portee  a  I'ctat  initial  clioisi. 

Getle  vitesse  G  depend  du  clioix  de  I'etat  initial  et,  lorsqu'on 
modilie  ce  choix,  elle  est  alteree  evidemment  dans  le  memc  rap- 
port  que  les  distances  normales  a  la  surface  de  discontinuity. 

La  vitesse  de  propagation  rapportee  d  I'etat  actuel  du  flu ide 
a  un  instant  determine  t0,  est  celle  que  l'on  obtiendrait,  d'apres 
les  memes  formules,  en  prenant  pour  variables  independantes  le 
temps  t  et  les  valeurs  x0,  )'0,  z0  de  x,  y\  z  a  I'instant  considere  ta: 

715.  Vitesse  de  emplacement  de  I'onde.  —  La  vitesse  de  depla- 
cement  de  I'onde  est  la  vitesse  avec  laquelle  celle-ci  se  meut  reelle- 
ment  dans  l'espace  par  rapport  aux  axes  regardes  cornme  fixes. 
Soit,  comme  dans  les  numeros  precedents, 

(S)  4»(£r,  y.  zy  t)=  <>, 

I'equalion  de  la  surface  de  discontinuite  dans  l'espace  actuel  a 
I'instant     $  etant  ce  que  devient  F  quand  on  y  remplace  a,  b,  c 

Fig,  3:»8. 

s 


CZ 

2 

do  Js 

1 

parlours  valeurs  en  x,  y,  z  et  /.  A  I'instant  t  cette  surface  occupe 
une  position  S,  a  I'instant  /  4-  r//,  elle  occupe  une  positon  S'.  La 
vitesse  de  doplacement  T  de  I'onde  au  point  P  de  S,  a  I'instant  t, 
est  le  quotient  par  tit  du  segment  do  normale  PP'  a  S  compris 
entre  S  et  S\  ce  segment  etant  compte  positivement  dans  la 
region  2  {fig*  328).  Un  calcul  idenlique  au  precedent  donne 


T  = 


le  signc  du  radical  ctant  choisi  comme  dans  lo  calcul  de  G 
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La  vitesse  T  est  distincte  de  la  vitesse  de  propagation  G,  meme 
lorsque  celle-ci  est  comptee  sur  l'elat  initial  identique  a  l'^tal 
actuel  a  l'instant  t.  Dans  ce  cas,  en  elTet,  S0  coincide  avec  S, 
mais  S0  ne  coincide  pas  avec  S'.  La  surface  S'0  est  le  lieu  des 
positions  qu'occupaient,  dans  le  milieu  a  Vinsiant  t,  les  parti- 
cules  qui,  a  l'instanl  t     dt,  forment  la  surface  S'* 

La  vitesse  de  deplacement  en  P  est  la  resultante  dela  vitesse  de 
propagation  en  Pet  de  la  vitesse  du  milieu  au  meme  point  estime*e 
suivant  la  normale  a  la  surface  de  l'onde.  C'est  ainsi  que,  dans 
l'air  en  mouvement,  la  vitesse  de  deplacement  d'une  onde  sonore 
par  rapport  a  la  Terrc  resulte  de  la  vitesse  de  propagation  du  son 
dans  Tair  et  de  la  vitesse  de  l'air  par  rapport  a  la  Terre. 

716.  Conditions  de  compatibility.  —  L'existence  meme,  a  un 
instant  t,  d'une  discontinuity  affectant  la  forme  d'une  surface, 
entraine  certaines  relations  qu'on  peut  appeler,  avec  M.  Hada- 
mard,  conditions  identiques ;  le  fait  que  cette  discontinuity 
persiste,  quand  t  varie,  sous  la  forme  d'une  surface  unique, 
entraine  d'autres  conditions  qui  sont  les  conditions  cinematiques 
de  compatibility.  Nous  allons  etablir  ces  conditions  pour  les  dis- 
continues du  premier  et  du  deuxieme  ordre. 

Nous  aurons  a  nous  appuyer  sur  la  remarque  suivante  :  Si  une 
fonction  des  coordonnees  est  definie  d'un  cdte  d'une  surface 
et.  sur  la  surface,  on  peut  lui  appliquer,  sur  la  surface,  les 
regies  de  derivation  des  fonctions  composees  ('). 

717.  Discontinuity  du  premier  ordre.  —  Soit  S  la  surface  de 
discontinuity  a  l'instant  t  :  les  particules  qui  sont  sur  cette  surface 
se  trouvaient,  a  l'instant  initial,  sur  la  surface  correspondante 

(S0 ;  b,      l)  =  o- 

Par  lvypothese,  r,  y,  z  sont  des  fonctions  continues  de  a,  b, 

.    ,       ,  ,  ,  .    ,  dx   dx    Ox  dx 

c,  ts  mais  les  douze  denvees  premieres  telles  que  ^>  -^j 

subissenL  des  variations  brusques  quand  le  point  a,  b,  c  traverse 


(')  Pour  la  demonstration  rigoureuse  de  cette  proposition,  voir  Hadamard, 
Lemons  sur  la  propagation  des  ondes,  n°  72. 
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la  surface  vS0  de  la  region  1  a  la  region  2  ou,  ce  qui  revient  au 
meme,  quand  le  point  correspondant  x,  y,  z  traverse  S  de  la 
region  1  a  la  region  2. 

Pour  designer  ces  variations  brusques  nous  emploierons  la  nota- 
tion suivante.  Si  une  fonction  >\i  prend  a  l'instant  t  la  valeur  -i;,  en 
un  point  de  la  region  1  infiniment  voisin  de  la  surface  de  discon- 
tinuity et  la  valeur  <!>a  au  point  de  la  region  2  infiniment  voisin 
du  premier,  nous  poserons 

(2)  8i>  =  4/2—^1' 

Si  4*2  et  sont  continus  et  admetlent  des  d^rivees  dans  les  mi- 
lieux 1  et  2,  regarde  comme  fonction  de  a,  6,  c  sera  continu 
sur  la  surface  S0  et  pourra  elre  diftdrentie  sur  cette  surface. 

Remarquons,  au  sujet  de  ces  differentiations,  que  Ton  a  iden- 
tiquement 

(3,  -.i 

da  da 

en  eflfet,  le  premier  membre  est  egal  a  ^  —  ^>  et  le  deuxieme  a 
la  meme  signification. 

Conditions  identiques.  —  Par  hypothese,  a  l'instant  t,  Tab- 
scisse  x  est  une  fonction  de  a,  6,  c  continue  quand  on  traverse  la 
surface  S0  :  on  a  done,  le  long  de  cette  surface, 

ox  =  XX —  X\  =  o. 

La  difterentielle  tolale  de  8#  le  long  de  la  surface  S0,  dans  la 
position  qu'elle  occupe  a  l'instant  t,  est  done  nulle,  et  Ton  a,  en 

d dx 
remarquanl  que        =  o  ~  »  •  •  •  > 

/  /  j  dx  .       ^  dx  p  dx  , 

(4 )  <>  t~  "a  +  0  -77  "b  -4-  5  —  dc  =  o, 

da  db  dc 

pour  tons  les  displacements  da,  db,  dc  elFectues  sur  S0,  c'esl- 
a-dirc  verifiant  la  condition 

(5  )  -T-  da  -{-  —  db  -h  —  dc  =  o. 

oa  db  dc 


Les  deux  relations  (4)  et  (5)  devant  etre  verifiees  pour  les 
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monies  valeurs  do  da,  db,  dc,  les  coefficients  de  ces  quantites, 

dans  les  deux  equations,  doivenl  elre  proportionnels. 

Gcomelriquement,  cela  revienl  a  dire  que  le  vecleur  ayant  pour 

»  dx    <n  dx   -s  dx  ,  ,  .         r       -     i  i 

projections  o  —  >  o        o  —  est  normal  a  la  surlace  S0.  Appelons, 

coinme  plus  fiaut  a,  (3,  y  les  cosinus  directcurs  dc  celte  uormale, 
evaluee  positiveinent  du  cole  dc  la  region  2;  nous  aurons,  en 


/     1    V  dc 


i  dV         .      i  <*F  .  c)F 


hxprinions  mamtenanl  que  le  vecteur  o  — ,  o  -p,  o  —  est  normal 
1  n  da      db  dc 

a  la  surlace  :  nous  aurons,  en  designant  par  A  un  faclenr  de  pro 

porlionnalite, 

a  dx      .  *  dx      ,rj        j  d.r 

d  —  =  Act,       o       =  A3,       6  —  =  Ay, 
da  db        r  dc 


ou 


R  dx  _  A  e)F  ^  dx  _  A  <>F  ^  dx  _  A  ')F 
°  c)<7       h  da'  ob       h  db '  dc       h  dc 

On  Irouve,  de  meme,  en  designant  par  p.  et  v  deux  autres  fac- 
Leurs, 

I   ^  dy       \x  dV  ^  dy       \x  dV  „  dy       p.  c*F 


7)' 


da       h  da'  db       h  db  '  dc       h  dc  ' 

dz  _  v  rfF  „        _  v  dF         ?       _  v  dF 

da  ~  h  da'  db       h  oh '  dc      h  dc. 


Da  pre  s  cela,  il  sulfirail  en  chaque  point  de  S0  de  connaitre  les 
Irois  quantites  A,  p.,  v,  ou  le  vecleur  ayant  pour  projections  A,  u, 
v.  pour  eonnaitre  les  variations  des  netif  deriveos  partielles  de  xy 
y.  z  par  rapport  a  a,  b.  c. 

Conditions  cinematiques  dc  compatibility.  —  Les  relations 
precedentes  s'appliquent  a  un  instant  determine  t  \  si  muintenant 
on  admel  (jue,  I  variant,  cellc  discontinuity  se  pro  page,  en  nafFec- 
inni  jamais  que  les  points  d'uiie  surface  unique  variable  avec  /, 
<>n  nhtiendrn  dc  nouvellcs  conditions. 

Les  valeurs  ./ ,  el  r2  de  x  en  deux  points  a,  b,  c  infinimenf. 
voisins  I'un  dc  I'autre,  places  de  pari  el  d'aulrc  de  la  surface  S„, 


Cit2  EQUIUBRK  ET  MOUVF.MKNT  DBS  MILIEUX  CONTINU8. 

restent  egales,  par  Irypotfiese,  quand  t  varie;  cela  veut  dire,  ana*- 
lytiquement,  que  Ton  a 

OX  =  0 

pour  loutes  Ies  valeurs  de  a,  6,  c,  £  verifianl  la  relation 

F(a,  6,  c,  n's*o. 

Si  done  on  fait  varier  a,  c,  £  de  da,  db,  dc,  dt,  ces  accrois- 
sements  etant  assujettis a  la  seule  condition  de  laisser  la  fonction  F 
nulle, 

(8)  —  da  n — rr  do  ■+■  ——  dc  -+■  —  dt  —  o, 

v  y  da  Ob  dc  dt 


on  devra  avoir  aussi 
e'est-a-dire 


ou 

(9) 


ox  =  o, 

=  o, 


d  ox 
~da 

da  -4- 

c*8x 
"^T 

db-i 

dtx 
dc 

dc  -+- 

ox 

da 

■s  dx 
°56 

db-i 

dx 
dc 

„  dx 

"Si 

Dans  cette  derniere  equation,  pour  nous  conformer  aux  con- 
ventions faites  plus  haut  pour  les  derivees  partielles,  nous  desi- 

gnons  par        ou  5      la  derived  partielle  de       par  rapport  a  t, 

prise  en  regardant  a,  b,  c  comme  constants. 

Les  deux  relations  (8)  et  (9)  devant  etre  verifies  par  les  memes 
valeurs  de  da,  db,  dc,  dt,  les  coefficients  de  ces  quantites,  dans 
les  deux  relations,  doivent  etre  proportionnels.  II  faudra  done 
joindre,  aux  conditions  (7)  deja  ecriles,  la  suivante  : 

^  dx     \  dF 

(,o)  *dI  =  kTt- 

On  peut  appliquer  le  meme  raisonnement  ky  et  z,  et  l'on  trouve 
a  cote  des  conditions  (^V  les  deux  suivantes  : 

*  iH.  —  £  f^E  *  dz  _  v  dF 
°  dt  ~~  h  dt'      °~dt  ~  h~dl 


Four  que  C"s  nouvelles  equations  soient  compatibles  avec  les 
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precedentes,  il  faut  que  le  vecteur  X,  u,,  v  prec^demment  defini  et 

le  vecteur  8  ^>  8        8  ~i  aient  meme  direction.  Ge  dernier 
a£        a£  a/ 

vecteur  represente  la  variation  g^om^triquc  de  la  vitesse  d'un 
element  quand  on  traverse  la  surface  :  en  effet,  les  projections  w, 

ji-  j)       » i  »  dx    dy    dz  . 

*\  w  de  la  vitesse  d  un  element  sont  -r->  -t->  -r :  on  a  done 

at     at  at 

,  dx  *  dy      .         j  dz  - 

dt  }  dt         '  «ft 

Le  rapport  des  longueurs  des  deux  vecteurs  est  egale  a  ^- 
on  pent  loujours  supposer  que  l'instant  consider^  a  ^te  pris  pour 
instant  initial,  on  a  alors  pour  expression  de  ce  rapport  la  quan- 
tine  G  definie  au  n°  714,  com  me  etant  la  vitesse  de  propagation 
de  Vonde. 

La  direction  commune  de  ces  deux  vecteurs  s'appelle  la  direc- 
tion de  la  discontinuity  :  la  discontinuity  du  premier  ordre  sera 
appelee  longitudinale  ou  transversale,  suivant  que  cette  direc- 
tion est  normale  ou  tangente  a  la  surface  de  l'onde  S. 

Si  les  deux  vecteurs  (X,  ^,  v),  (oa,  8t>,  ow)  n'avaient  pas  la 
meme  direction,  la  propagation  d'ine  discontinuite  unique  du 
premier  ordre  serait  cinematiquement  impossible  :  la  disconti- 
nuite, a  partir  de  l'instant  considere,  cesserait  alors  d'affecter  une 
surface  unique  et  devrait,  pour  le  moins,  se  dedoubler  en  deux 
discontinuity  distinctes. 

En  general,  au  cours  d'un  mouvement  determine,  les  conditions 
de  compatibility  seront  evidemment  v^rifiees,  car  il  ne  peut  j 
avoir  constamment  dedoublement  de  la  discontinuite  :  on  aurait 
alors,  non  des  discontinuity  isolees,  mais  des  tranches  de  discon- 
tinuite, ce  que  nous  ne  supposons  pas. 

En  resume,  une  discontinuite  du  premier  ordre  est  caracterise'e, 
en  chacun  de  ses  points  a  chaque  instant,  par  un  vecteur  X,  u,  v 
et  par  un  nombre  G  qui  est  la  vitesse  de  propagation. 

Variation  de  densite  dans  une  discontinuite  du  premier 
ordre.  —  II  existe  une  relation  simple  entre  le  saut  de  vitesse 
normale,  le  saut  de  densite  en  un  point  de  la  surface  S  et  la  vitesse 
de  deplacement  T  de  la  discontinuite  en  ce  point.  Pour  l'obtenir, 
considerons  une  position  S  de  la  surface  aPinstant  t,  et  la  posi- 
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lion  S'  de  la  surface  a  I'instant  i \  -\-  dt ;  puis  construisons  (  fig.  328  j 
le  cjlindre  droit  ajant  pour  base  un  element  dv  de  S  et  limile  a  S'. 
La  hauteur  PI"  de  cc  cjlindre  est  T  dl,  d'apres  la  definition  rn^mc 
de  la  vitesse  de  deplacemenl  T  (n°  715);  son  volume  est  T dttlv. 

Nous  allons  evaluer  de  deux  fa  cons  la  variation  que  subit,  pen- 
dant le  temps  dt,  la  masse  totale  de  matiere  contenue  dans  ce 
cjlindre  : 

i°  Appelons  p,  la  densile  au-dessous  de  S  et  p2  au-dessus. 
dans  le  voisinage  immediat  de  S.  A  I'instant  /,  la  matiere  qui  rem- 
plit  le  cjlindre  a  pour  densile  pa,  sa  masse  est  p2Trf/^;  a  I'in- 
stant/ -\-dt,  la  matiere  qui  remplit  le  cjlindre  a  pour  densile  pf1 
car,  la  discontinuity  etant  venue  en  S',  le  cjlindre  est  au-dessous 
de  S';  la  masse  contenue  dans  le  cvlindre  est  done  c^T  dt  dz. 
D'ou  une  premiere  expression  de  la  variation  de  masse 

(ll)  (pi  —  pa)  T  dt  da. 

2°  Appelons  W,  la  vitesse  des  particules  fiuides  au-dessous 
de  S,  et  W,  la  vitesse  au-dessus,  dans  le  voisinage  immediat  de  S. 
La  variation  de  la  masse  contenue  dans  le  cjlindre  esl  egale  a 
I'exces  des  masses  entrees  sur  les  masses  sorties  dans  le  temps  <//. 
Appelons  W,w  el  W2/l  les  projections  de  W«  et  W2  sur  la  nor- 
male  PP'  a  la  surface  S,  et  W,,,  W2,  leurs  projections  sur  le  plan 
tangent  a  S  :  ce  soul  les  vilesses  normales  et  langenlielles  des 
particules  sur  les  deux  coles  de  la  disconlinuite. 

Pour  evaluer  les  masses  lluides  entrant  dans  le  cjlindre  ou  en 
sortanl  par  la  surface  lalerale,  il  fant  tenir  compte  de  la  vitesse 
tangenlielle ;  pour  evaluer  les  masses  Iraversant  les  bases,  il  faut. 
au  conlraire,,  tenir  compte  dc  la  vitesse  norma  le.  Les  vilesses 
langenlielles,  a  chaque  instant,  different  inlinimenl  pen  les  urn  s 
des  autres  sur  une  meme  section  droile  du  cjlindre;  la  masse 
lluide  qui  enlre  par  la  surface  lalerale  esl  done  egale  a  celle  qui 
sort  par  cette  surface.  Mais  il  n'en  est  pas  de  meme  pour  les  bases; 
par  la  base  inferieure  il  enlre,  pendant  le  lemps  dt.  une  masse 
lluide  piWindtd<r;  par  la  base  superieure  i!  sort,  pendant  le 
meme  temps,  une  masse  lluide  p 2  W-2n  dt  dz.  En  diet,  pendant 
que  la  disconlinuite  se  Iransporle  de  S  en  S\  le  cvlindre  reslanl 
immobile,  la  base  inferieure  du  cvlindre  esl  plongee  dan-  le 
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milieu  1  et  la  superieure  dans  le  milieu  2.  On  a  done  une  seconde 
expression  de  la  variation  de  la  masse  contenue  dans  le  cylindre 

(■a)  (piW,„— ptWln)rf/<fo. 

Egalant  ces  deux  expressions,  on  a 

(«3)  T(p,  —  pi)  =  piW|,t—  p2Wt„, 

Pt(T- WlB)  =  Pl(T-WIB). 

On  peut  dire  que  T  —  W2/»  esl  la  vitesse  de  propagation  G2  de 
la  discontinuity  par  rapport  au  milieu  2,  et  que  T  —  W,„  est  la 
Vitesse  de  propagation  G,  par  rapport  au  milieu  1  :  la  relation 
s'ecril  alors 

p2Gt  =  pi  Gj. 

C as  dun  fluide  incompressible.  —  Si  le  milieu  materiel  est 
un  lluide  incompressible,  on  a  p2  =  pi?  el<  'a  relation  (i3)  montre 
que  Ton  a  aussi 

W2„=  W,» 

Done,  dans  un  fluide  incompressible,  la  variation  brusque 
vitesse  aff'ecte  settlement  la  composante  tangentielle-;  la 
composante  normale  ne  subit  pas  de  saut  brusque.  Ce  fair 
para i I  dailleurs  Evident  :  si  dans  un  fluide  incompressible,  il  se 
produisait  un  saut  brusque  de  vitesse  normale,  les  elements  fluides 
primili\ement  en  contact  se  separeraient. 

Inversement,  si  la  discontinuite  est  tangentielle,  e'est-a-dire 
si  YV2/I — W,„  est  nul,  la  densite  ne  varie  pas  d'un  cote  a  l'aulre 
d'j  S;  ona  p  2  =  p , . 

718.  Discontinuite  du  deuxieme  ordre.  —  Supposons  mainte- 
ii a n t  qufi  les  d'erivecs  premieres  de  )\  z  par  rapport  a  b,  e,  t 
Soienl  continues  quand  on  traverse  la  surface  S  lormee,  a  1  ins- 
tant /,  par  les  molecules  qui,  a  ['instant  initial,  tHaient  sur  la 
surface  S0 

F(a,  k,  c,  t )  —  o. 


Alors,  en  employntit  la  meme  notation  que  plus  haul,  on  a 
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et 

05)  *£=o, 

avec  des  conditions  analogues  pour     et  z. 

Conditions  identiques.  —  Donnons  a  t  une  valeur  numerique; 

comme  les  quantites  8  ~,  •  •  •  sont  nulles  tout  le  long  de  S,  leurs 

difle'rentielles  totales  prises  le  long  de  S  sont  nulles.  Done,  en 
de'signant  par  da,  db,  dc  un  deplacement  arbitraire  sur  Sft,  on  a, 
par  differentiation  totale  des  relations  (i4)> 


(16) 


da  -t-  8 

d*x 
da  db 

db  + 

^  d*x 

■  6   

da  dc 

dc 

=  o, 

%  d-x 

d*x 

db  + 

^  dix 

dc 

da  db 

db* 

°  db  dc 

=  o, 

.  d*x 

o   ~- 

da  dc 

d*x 
db  dc 

db  -v- 

.  d*x 
*dc^ 

dc 

=  o. 

Nous  ecrivons  ces  relations  en  nous  appuyant  sur  ce  que 

d  fxdx\  d  /*dx\     *  d*x 

da-Vda)  =  6da-*'        db  \* '35 )  =  ^Td6' 

Chacune  de  ces  relations  (16)  devant  avoir  lieu  pour  tous  les 
deplacements  da,  db,  dc  verifiant  la  condition 

(<7)  -t—  da  -+-  37*  db  h — —  dc  =  or 

da  db  dc  y 

les  coefficients  de  da,  db,  dc  dans  chacune  des  trois  relations  (16) 

i  •      .  *,  4-        i    ,  dF         dF   „     .    .  *  d^x 

doivent  etre  proportionncls  a—,  — »  -r—  En  eenvant  que  o—> 
r     r  da    db     dc  "  das 

°  da~db'  §  mTc  S°nt  e^UX  a  d7/      '  dc"  mu,tlPh^  Par  1*  iac^ur  de 

X  dF 

proportionnalite  ^  — >  on  voit  que  les  coefficients  des  deux  autres 

relations  (16)  sont  egaux  a  ces  memes  quantites  multipliees  res- 

X  dF      X  dF 

pectivement  par  —  —  et  —  — ,  et  Ton  a  les  relations 


(18) 


d«*         h*\da)  '       6  db*     ~  h*\db)  9  dc~?     ~~  Ji*  \  dc  /  ' 

3  <*2x  =  A  £E  ^E,       8  °*x  _  A  ^1  ^        &  d**  _  X  dF  dF 
d&  dc      /i*  d6  dc  '         deda  ~  h*  dc  ~da*  dadb  ~  h*  da  ~db 
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On  trouve,  pour  la  variation  brusque  des  derives  secondes 
de  y  et  z  par  rapport  a  a,  by  c,  des  expressions  analogues  dans 
lesquelles  le  facteur  A  serait  r-em place  par  p.,  puis  par  v  ; 

d*y  _  [x 


(18) 


5  d2z 

da* 

A* 

•  •  •  > 

,  d2* 

°  do~* 

■  •  • , 

Ob  Oc  /»*  db  Oc 
&  d*z        v  dF  dF 


d£dc      /t*  db  dc 


Dans  ces  relations  h  designe  la  meme  quantile  +■  •  • 

que  plus  haut,  de  fagon  a  meltre  en  evidence  les  cosinus  directeurs 
de  la  normale  a  la  surface  de  discontinuity. 

On  peut  done  dire  que  les  variations  des  de>ivees  secondes  par 
rapport  a  a.  b,  c  sont  definies  par  un  certain  vecteur  de  projec- 
tions A,  v. 

Passons  maintenant.  aux  variations  des  derive*es  de^?>^r->$ 

at    at  at 

ou  de  w,  r,  w  par  rapport  a  a,  b,  c.  Comme  par  hjpothese  §u,  8^, 
sont  mils  le  long  de  S,  leurs  differentielles  totales  le  sont.  On 
en  conclut  qu'en  appelant  A,,  ti.M  v,  trois  facteurs  de  proportion- 
nalite,  on  a 


('9) 


Ces  variations  sont  done  encore  definies  par  un  certain  vec- 
leur  (A,  p.,,  Vi)". 

Enfin,  les  trois  derivees  secondes  de  x%  y,  z  par  rapport  au 

d'-x    diy    d*z       du    dv    dw      •  -  , 
temps       ,  ou  —  y  ~*  —  subissent,  quand  on  traverse 

la  surface,  des  variations  que  nous  appellerons  X2j  p,2,  v2, 

.  „  dl  x      .  n  d*  y  s  d*z 


^  du 

h 

dF 

^  da 

A,  dF 

*  dw 

dF 

da 

h 

da  ' 

°dT 

~  li  Ob' 

dc"' 

«£- 

dF 

a,  dF 

dF 

h 

da  ' 

°db 

~  h  db  ' 

dc 

dc"' 

*  dw 

dF 

dw 

v,  dF 

*  dw 

dF 

da 

h 

dir 

h7b 

db' 

*  dc"  = 

h 

dc  * 

on  peut  dcrire  aussi 
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ces  variations  sont  definies  par  le  vecteur  [^a,  va)  qui  est  la 
variation  g^ometrique  de  l'acce^ration  d'un  cote  a  l'autre  de  S. 

Conditions  de  compatibility  cinematique.  —  Faisons  mainte- 
nant  varier  t,  et  ecrivons  que  la  discontinuite  subsiste  sous  forme 
de  surface. 

<s  dx 

La  quantity  o  —  est  une  fonction  de  a,  b,  c,  t  qui  reste  nulle 
quand  a,  b,  c,  t  varient  de  facon  a  verifier  l'equation 

F(«,  b,  c,  t)  —  o. 

Faisons  varier  a,  b,  c,  t  de  da,  db,  dc,  dt,  on  aura  done 

dx 


e'est-a-dire 


■(•£-» 


*  d*x  ,        ^  dix  .   d*x    ,       „  du  . 

(21)  o  -— •  da,  ~f-  o  - — — .  db  -+-  6  - — -dc-rO-d/=o. 

v  da*  dado  dadc  da 

sous  la  condition 

dF  .      d¥         dF  .      ar  , 
( 12 )  --  t/a  +  —  d6  +  —  dc  +  —  dt  =  o. 

7  da  db  dc  dt 

En  ecrivanl  celte  relation  (21)  nous  nous  appuyons  sur  ce  que 

_i  /$  —\  —  g  f!l£ 

da  \    da  /        da1  ' 

dt  \    da  J        \dt  da)        \da  dt  J  da 

Les  relations  (21)  et  (22)  devant  avoir  lieu  pour  les  menus 
valeurs  de  da,  db,  dc,  dt,  les  coefficients  de  ces  quantity?  dans 
les  deux  relations  doivent  etre  proporlionnels  : 

^  dix  „  du 

6   0  — 

da2  da 


dF  aF 
da  dt 

Mais,  d'apres  {18),  les  trois  premiers  rapports  sont  egaux 

dF 

&  ^  ^  et,  d'apres  (19),  le  dernier  est  ~  -^r-  On  a  done 

<>3>  *-iS- 
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On  trouve  de  m£me 

Prenons  maintenant  la  relation 


et  differeutions-la  totalement  en  y  faisant  varier  a,  b,  c,  t  sous  la 
condition  F(a,  b.  c,  t)~  o.  Nous  aurons 

.  du  ,       „  du  .  du   .       .  du  , 

( 24 )  6  —  rfa  -+-  8  -r  ote  -+-  8  —  dc  -+-  8  —  dt  =  o 
w  da  ob  dc  dt 

sous  la  condition 

OF  ■        dF  dF  ,  dF 

—  da  -+-  -j-  a7>  -h  —  dc  4-  —  «7  =0. 

da  do  dc  d£ 

Les  coefficients  de  da,  db,  dc,  dt  dans  ces  deux  relations  sont 
done  proportionnels .  En  ecrivant  ce  fait  et  tenant  compte  des 
relations  (19)  et  (20)',  on  a 

,       X,  dF 

On  trouve  de  meme 

,  cv,  pt,  dF  v,  dF 

(25)  ^=Td7'  ^TTdT 

\ous  avons  ainsi  elabli  les  conditions  (23)  el  (23)'  d'une  part, 
(25)  et  (25)'  d'autre  part,  qui  exprimenl  la  compatibilite.  Ces  con- 
ditions out  une  interpretation  geometrique  simple  :  elles  montrent 
que  les  trois  vecteurs  (X,  u,  v),  ( A, ,  u.,  ,  v,),  (X2,  [a2,  v2)  ont  a  chaque 
instant,  en  chaque  point  de  la  discontinuite,  la  meme  direction 
et  que  (ears  longueurs  jorment  une  progression  geometrique 

dc  raison  ^  ~>  Comme  on  pent  loujours  supposer  qu'on  a  pris 

I'instant  actuel  pour  instant  initial,  on  voit  que  cette  raison  est 
alors  cgale  a  la  vitesse  de  propagation  G  de  la  discontinuite. 

Kn  resume,  quand  la  compatibilite  existe,  el  e'est  ce  qu'on  doit 
adinettre  comme  le  cas  general  pour  un  mouvement  determine 
quelconque,  une  discontinuite  du  second  ordre  est  caraclerisee 
par  un  vecleur  (a,  u,  v)  et  un  nr  nbre  (i,  la  vitesse  de  propaga- 
tion :  les  deux  autres  vecteurs  (  A,,  p.,,  v,),  (a2,  u.21  v_>)  ont  meme 
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direction  que  le  premier  (X,  u.,  v)  et  sont  egaux  au  premier  mul- 
tiplie  respectivement  par  G  et  G2.  On  peat  appeler  la  direction 
commune  de  ces  trois  vecteurs  la  direction  de  la  discontinuity . 

On  peut,  en  particulier,  classer  les  discontinuity  en  disconti- 
nuity purement  longiludinales  dans  lesquelles  la  direction  de  la 
discontinuity  est,  en  chaque  point,  normale  a  la  surface  S,  et  en 
discontinuity  purement  transversales  dans  lesquelles  la  direction 
de  la  discontinuite  est,  en  chaque  point,  tangente  a  la  surface  S. 

Gomme  Fa  montre  M.  Hadamard,  les  m£mes  propriety  s'etendent 
aux  discontinuity  d'ordre  n.  (Voyez  aux  exercices.) 

719.  Variation  des  derivees  de  la  density  dans  une  discontinuity 
du  deuxiftme  ordre.  —  Nous  avons  indique  (n°  717)  la  methode 
directe  par  laquelle  M.  Hadamard  trouve  la  variation  de  densite 
dans  une  discontinuite  du  premier  ordre.  Pour  resoudre  le  meme 
probleme,  dans  les  discontinuity  d'ordre  superieur,  M.  Hadamard 
emploie  la  methode  anaiytique  suivante  : 

Partons  de  l'6quation  de  eontinuite 

P  D  =  Pe, 

ou  D  designe  le  determinant  fonctionnel  du  n°  694,  de  x,  r,  z 
par  rapport  a  a,  6,  c, 

Prenons  les  logarithmes  neperiens 

Lp  —  Lp0  =  —  1>D, 
puis  les  derivees  des  deux  membres  par  rapport  a  a, 

,  n  dLp      dLp9  i  dD 

{     }  da        da  I)  da ' 

A  Tinstant  t,  la  surface  de  discontinuite  S  a  pour  equation  dans 
le  milieu  primitif 

(S0)  F(a,  b,  c,  t)  —  o; 

quand  on  passe  d'un  cdte  a  l'autre  de  cette  surface,  p0  varie  d'une 
maniere  continue  ainsi  que  ses  derivees,  car  les  discontinuity 
de  p0  afFectent  une  autre  surface.  Les  derivees  premieres  de 
y,  z  etant  continues,  p  varie  d'une  maniere  continue  d'un  cote 
a  l'autre  de  S.  Mais,  quand  on  traverse  cette  surface  S,  la 
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derivee  ^  subit  une  variation  brusque  qui,  d'apres  (26),  est 
donnee  par  la  formule 

*»  ■ 

dans  le  deuxieme  meinbre  de  celte  formule,  nous  faisons  sortir  le 
determinant  D  du  signe  8,  car  les  derivees  premieres  de  y,  z 
par  rapport  a  a,  b,  c  sont  continues  d'un  c6te  a  l'autre  de  la  sur- 
face  S.  Calculous  ■ —    lNous  trauveraos 

da 

dD  _      d*x     /dy  dz      dz  dy\ 

d~a  ~~     da*     [db  dc  ~  db  7c  )     '  " 


d-y  /  dz  o.r  dx  dz  \ 

da  db  \  dc  d<i  dc  da  /     '  '  ' 

d*z   /dx  dy  dy  dx\ 

da  dc  \  da  db  da  db  /      *  '  ' ' 

ou  il  y  a  neuf  termes  analogues  a  ceux  qui  son!  ccrits.  Quand  on 
traverse  ia  surface,  les  derivees  premieres  de  x,  )',  z  ne  varient 

pas;  les  seuls  termes  •••  subissent  des  variations  que 

nous  avons  calculees  plus  haiit  [equations  (18)  et  (i8);]. 
On  a  done 

°\da)~     li*\da)  \0b  dc  ~  db  dc  )  ' 
1  jx  dF  d¥^(dz  ^  _  dx  dz^\ 

j  +  A*  da  db  \dc  da  ~  dc  da)'*'"' 

v  dF  dF  /dx  dy  dy  dx 
/}'*  da  dc  \da  db      da  db 

En  portant  cetle  expression  dans  la  relation  (2-)  nous  aurons 
la  variation  de  la  derivee  de  Lp  par  rapport  a  a.  Mais  on  peut 
simplifier  la  formule  en  imaginant  que  l'instant  actuel  ait  ete  pris 
pour  instant  initial   Alors      y,  z  se  reduisent  identiquement  a 

a,  b)  c  :  le*  ddrivees  partielles       j^'  ^~  deviennent  egales  a  i  et 

les  autres  derivees  du  premier  ordre  deviennent  nulles.  Dans  ces 
conditions,  tons  les  termes  non  ecrits  dans  (28 )  deviennent  mils 
et  Ton  trouve 

i2-}>  da   ~bda\'h  da  + %  lb  "*~  h  dc  ) 

A.  -  111 
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Comme,  d'autre  part,  D  =  i  quand  ou  est  a  l'instant  initial,  la 
formule  (27)  devient 

(     }  ~  h  da  \h  da^  h  db       h  dc) 

On  trouvera,  dc  m£me, 

\  db  /         h  db  \  h  da  ^  h  db  ^  h  dc  )  ' 

Ces  trois  variations  sont  proportionnelles  aux  cosinus  direc- 
teurs  de  la  normale  a  la  surface  de  discontinuity,  le  facteur  de 
proportionnalile" 

_  /X  dF  11  dF  v  dV_\ 
~\h  da      h  db       k  dc  ) 

represenlant,  au  signe  pres,  la  projection  du  vecteur  caracteris- 
tique  (X,  u.,  v)  sur  la  normale  a  la  discontinuity.  Les  variations  des 
derivees  de  la  density  dependent  done  seulement  de  la  composante 
normale  du  vecteur  A,  u,  v.  Si  la  discontinuity  etait  purement 
tangentielle,  les  trois  variations  (3o)  et  (3o)'  seraient  nulles. 
Reciproquement,  si  ces  variations  sont  nulles,  la  discontinuity  est 
tangentielle  :  e'est  ce  qui  a  lieu,  en  particulier,  pour  un  liquide 
incompressible. 

On  a  ainsi,  pour  le  second  ordre,  des  resultals  analogues  a  ceux 
du  n°717.  Ces  rcsultats  s  etendent,  avec  les  memes  conclusions, 
comme  Ta  montre  M.  Hadainard,  aux  discontinuity's  d'ordre  supe- 
rieur.  {Voyez  aux  exercices.) 

720.  Variation  de  la  rotation  moleculaire  instantange  dans  une 
discontinuity  du  second  ordre.  —  Soil  comme  plus  haul  12  la 
rotation  instantanee  en  un  point  :  cette  rotation  est  un  vecteur 
ajant  pour  projections  les  quantites 

,  _  1  /  dw  dv\ 
*\oJ  ~  d~z/' 

qui  dependent  des  derivees  du  second  ordre  des  coordonnees. 
Voyons  quel  est  le  saul  brusque  que  subil  cette  rotation  quand 
on  traverse  la  surface  S.  Pour  simplifier,  nous  pouvons  loujours 
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supposer  que  i'instant  actuel  a  die'  pris  comme  instant  initial; 
alors  x,  y,  z  sont  egaux  a  a,  6,  c,  et  Ton  a 

lb)1 

Mais  les  formules  du  nume'ro  precedent  donnent 

i  df? 

en  appelant  G  la  vitesse  de  propagation  ^      et  (3  le  cosinus  de 

i  <)F 

Faogie  de  la  normale  a  la  surface  avec  Ox,  p  ==  ^        On  a  pour 

les  autres  variations  des  expressions  analogues,  et  Ton  trouve 
finalement 

6-n=  VG(AY-va), 
8C  =  {G(,ua  —  Xp>. 

Done  le  vecteur  8£,  8?  representant  la  variation  brusque  de 
la  rotation  mole'culaire  instantanee  est  le  demi-moment  de  la 
vitesse  de  propagation  portee  sur  la  normale  par  rapport  d 
Vextremite  du  segment  (X,  p.,  v)  representatif  de  la  disconti- 
nuity. 

On  peul  remarquer,  d'apres  la  definition  meme  du  moment, 
que  la  composante  tangentielle  du  vecteur  (\,  p,,  v)  intervient 
seule  ici  :  en  laissant  a  cette  composante  la  meme  valeur  et  faisant 
varier  la  composante  normale,  on  n'altererait  pas  81;,  8r),  8£. 

Au  contraire,  comme  nous  Pavons  vu  dans  le  numdro  precedent, 
la  composante  normale  du  vecteur  (X,  ja,  v)  intervient  seule  dans 
la  variation  brusque  de  la  densite  d'un  c6te*  a  l'autre  de  la  surface 
de  I'onde. 

EXERCICES. 

i.  Verifier  efTectivemeni  par  le  calcul  que  si  Ton  prend  la  derivee  de  p  D  par 
rapport  au  temps,  en  suivant  un  e^ment  dans  son  roouTemeot,  on  obtient  liqua- 
tion de  continuite  d'Euler  (n*  701). 

Reporue.  —  De\eloppanl  D  et  appelant         |es  mineurs  tels  que 

dy  dz  dz  dy 
da  db      da  db  ■ 
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on  ii 

dD  _     du  dyz  du  dyz  du  dyz 

dt  ~     da  dbc  db  dca  dc  dab 

dv  dzx  dv   dzx  <>v  dzx 

da  dbc  db  dca  dc  dab 

da>  dxy  dw  dxy  dw  dxy 

da  dbc  db  dca  dc  dab  ' 


d  ~ 

da  du 


car 


dt  da 

Mais  u  etant  suppose  exprimc  en  x,  y,  z  devient  une  function  de  a,  6,  c  par 
I'intermcdiaire  de  x,  y,  z  (formules  i  du  n°  691);  done 

du  _  du  dx      du  dy      du  dz 
da  ~  dx  da      dy  da      dz  da* 

on  calcule  de  meme  ^>  ~t  — >  ••  •  On  a  alors,  apres  reductions, 
db    dc    da  r 


d\y  _  ,  du  <)v  thv\  , 
lit.  ~  \  dx  ~*~  dy      ~dz  J 


et  I'equalion  -|— (pD)  =  o  donne  bien  (equation  de  continuity  d'Euler. 

2.  Verifier  anatyliqucinenl  que,  dans  un  corps  solide  en  mouvement,  les  lignes 
de  courant  a  un  instant  t  sont  les  helices  que  riecriraient  les  points  du  corps 
dans  le  mouvement  helicoidal  tangent. 

fteponse.  —  Prenant  comme  axe  Oz  1'axe  du  mouvement  helicoidal  tangent  a 
I'instant  considere  /,  on  a,  pour  les  projections  u,  t>,  \v  de  la  vitesse  d'un  pointer, 
y,  z  du  corps,  u  —  —  ry,  v  —  rx,  w  =  y,  r  clant  la  rotation  instantanee  aulour 
de  Oz  a  I'instant  considere  et  y  la  vitesse  de  glissement  le  long  dc  ();.  Les  equa- 
tions des  lignes  de  courant  a  I'instant  t  sont  alors 


dx        dy  dz 


—  ry       rx  y 

r  dx  ■+-  y  dy  =  o, 
^      y  x  dy  --  y  dx 
r      x"1  -+-  y"1 

x--hy-=z  C, 

v  y 
z  —  -  arc  tang  —  =  C.. 
/■  x  1 

Ces  equations  definissent  un  systeme  d'helices  loutes  de  mdme  pas,  autour 
de  Oz. 


On  peut  les  ecrin 


et,  en  integrant, 


3.  Discontinuites  d'ordre  sunerieur.  —  Soil  une  discontinuity  d'ordre  n  : 
rangenns  les  derivees  niim,»  de  eliacune  des  coordonnees,  de  x,  par  exemplc,  sur 
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i  lignes  d'apres  I'ordre  de  derivation  par  rapport  it  t  : 


'/  X 

Oa" 

da*-1  do 

dc" 

0"~xx' 

0"lx' 

d*-'a?' 

da—1  ' 

da"-5  do' 

'     dc-'  ' 

d'-'x' 

o"~  -x" ' 

da"-"  ' 

'     dc— '  ' 

da?(— «> 

d«(— •) 

•  i   i 

da?*"-1) 

da  ' 

do    '  " 

"  dc 

X" 

oil  a;',  a;",  sont  les  derivees  premieres,  secondes,  n!*n",,  de  x  par 

rapport  a  t. 

Chacune  de  ces  lignes  delinit  un  facteur  de  proportionnalite,  la  premiere  X,  la 
deuxiemc  X,,  . . .,  la  (n  ■+-\)lim*\n.  On  aura  un  Tableau  analogue  poury  et  z  avec 
n -+- 1  facteurs  corresponds  uts  jx,  et  v,.  On  a  ainsi,  en  definitive,  n-4- 1  vecteurs 
t\  H>  v)>  (\»      v.)»  *  •  •  i  (*.,  H-„»  v((). 

Les  conditions  de  compatibility  cinematiquc  exigent  que  tous  ces  vecteurs  aient 
nieme  direction  et  que  leurs  longueurs  forment  une  progression  geometrique  dont 
la  raison  est  la  vitesse  G.  (Hadamard.) 


4.  Variation  de  la  densite  dans  une  discontinuite  d'ordre  n.  —  En  employant 
la  ineihode  du  n°  719,  on  d^montrera  que  les  variations  brusques  des  derivees 
d'ordre  n  — i  de  logp  par  rapport  a  a,  b,  c  sont  proportionnelles  aux  termes  du 
developpement  de 

i     /dF      dF  <jFV—> 
A*-'  V da  ~*~  db  +  0c)  ' 

le  facteur  de  proportionnalite  etant 

X  dF      u,  OF      v  dF 
Ti  Oa      h  Ob      h  dc  ' 


c'est-a-dire  la  projection  du  vecteur  caracteristique  de  la  discontinuite 
(X,  51,  v)  sur  la  normate  d  la  surface.  (Hadamard.) 

5.  Dilatations  principales  dans  une  deformation  infiniment  petite.  —  D£mon- 
trer  que  les  coefficients  des  dilatations  principales  en  un  point  pour  une  defor- 
mation infiniment  petite  ( n"  685)  sont  les  racines  de  l'equation  du  troisieme 
degre  en  5  ( n"  670 ) 


—  ->8 

dv 

<ru 

du 

dw 

Ox 

Ox 

+  Ty 

Tz  + 

Ox 

dv 

OU 

dv 

-  *8 

<>W 

dv 

Ox 

sp  - 

Oz 

rni 

dw 

(>W 

dv 

dw 

1 6 

Oz 

+  ~x 

~0j 

1  IT' 

6  Vitesse*  de  dilatations  principales  en  un  point  dans  un  fluide  en  tnou~ 
vement  ( n"  705).  —  Remplacant,  dans  la  formule  precedente,  u,  ▼,  w  par  udt. 
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v  dt,  w  dt,  et  faisant  —  s,  on  obtient  une  Equation  de  troisieme  degrl  en  s 
dont  les  racines  sont  les  vitesses  demanded. 

7.  Theoreme  de  Bertrand.  -  En  lout  point  d'une  masse  fluide  en  mouvement, 
il  y  a  au  moins  un  6l£ment  superficiel  fluide  dont  le  plan  reate  parallele  a  lui- 
m£me  pendant  le  temps  dt  :  il  peut  en  exister  trois  (J.  Bkrtrand,  Complex 
rendus,  1868,  1"  semestre,  p.  1227;  Appei.l,  Bulletin  des  Sciences  mathema- 
tiques,  1916). 

8.  Generalisation  du  the'ordme  de  Stokes  relatif  a  la  definition  mecanique  du 
tourbillon.  —  Si,  a.  Tinstant  t,  on  solid i fie  une  portion  infiniment  petite  de  fluide 
enlourant  un  point  P,  la  rotation  instantanee  initiate  de  celte  portion  solidifiee 
se  confond  avec  le  tourbillon  en  P,  puurvu  que  les  axes  principaux  de  la  portion 
solidifiee  coincident  avec  les  trois  directions  principales  en  P.  [Beltrami,  Prin- 
cipi  deir  Idrodinamica  razionale  {Mem.  de  I'Acad.  de  Bologne.  3*  serie,  1871, 
t.  I,  p.  4*8-459).] 
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CHAPITRE  XXXIV. 

DYNAMIQUE  DES  FLUIDES  PARFAITS. 
THEORIES  GENERAUX. 


721.  Objet  du  Chapitre.  —  Nous  nous  occuperons,  dans  ce 
Chapitre,  des  ^quafions  du  mouvement  des  fluides  dits  par f aits. 
Ces  equations  doivent  etre  modifiees  quand  on  tient  compte  de  la 
viscosile. 

I.  -  FLUIDES  PARFAITS.  -  EQUATIONS. 

722.  Definition;  pression  en  un  point.  —  Un  lluide  est parfait 
quand  sa  viscosite  est  nulle,  c'est-a-dire  quand  il  n'existe  aucune 
resistance  an  glissement  des  partictiles  ttuides  les  nnes  sur  les 
aulres.  D'apres  cela,  dans  un  fluidc  parfait  en  mouvement  tous 
les  efforts  sont  des  pressions  norm  ales  au.r  elements  plans  sur 
lesquels  its  s'exercent.  Les  efl'orts  sont  normaux  pour  qu'il  ny 
ail  pas  de  resistance  an  glissement;  ce  sont  des  pressions  pour  que 
les  molecules  lluides  au  contact  ne  se  separent  pas. 

Si  nous  appliquons  a  un  lluide  parent  en  mouvement  les  for- 
mules  generales  du  Chapitre  XXX,  applicables  a  I'cquilihre  et  au 
mouvement  d'un  milieu  continu  quelconque,  nous  obtiendrons  les 
resultats  suivants  : 

A  un  instant  t,  en  chaque  point  l>(x,  ) z)  du  Pluide  parfait,  les 
composanles  tangenlielles  de  I'efTort  T,,  Ta,  T:,  sont  /tulles  :  les 
projections  Tx,  Tr,  T-  de  Peflfort,  rapporte  a  ('unite  de  surface, 
s'exercant  sur  la  face  negative  d'un  element  quelconque  d<j.  sont 
alors 
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Cet  effort  devant  £tre  normal  a  l'el^ment  da,  on  doit  avoir 


ce  qui  exige 


TV 

■t 


N,s  N,=  Nj 


En  outre,  TefTort  devani  toujours  £tre  une  pression,  les  projec- 
tions Tj,  Tr,  T3  doivent  etre  de  meme  signe  que  a,  !3,  y;  la  valeur 
commune  de  N,,  N2,  N3  est  done  une  quantity  positive  /?,  que  Ton 
appelle  pression  au  point  P  a  Vinstant  I.  Cetie  quantity  est  une 
fonction  uniforme  p  des  coordonnees  x,  y,  z  du  point  P  et  du 
temps  t.  Sur  tout  element  ds  passant  par  P  s'exerce  un  effort  qui 
est  une  pression  normale  p  dv. 

D'apres  cela,  dans  un  fluide  parfait  en  mouvemenl,  la  quadrique 
directrice  et  I'ellipsoide  des  efforts  sont,  en  chaque  point,  a  chaque 
instant,  des  spheres. 

II  faut  bien  remarquer  qu'il  n'existe  pas  de  fluides  parfaits;  les 
lluides  les  plus  mobiles  ont  une  certaine  viscosite.  Ainsi  l'eau  est 
un  liquide  visqueux  :  e'est  ce  qui  resulte  de  ce  fait  que  de  l'eau 
coulant,  sous  Faction  de  la  pesanteur,  dans  un  canal  rectiligne  de 
pente  conslanle  prend  un  mouvement  qui  est  loin  d'etre  un  mou- 
vemenl uniform^ment  accelere,  coinme  il  devrait  arriver  evidem- 
ment  si  les  molecules  d'eau  coulaient  sans  resistance  les  unes  sur 
les  autres. 

iNeanmoins,  quand  il  s'agil  de  fluides  tres  mobiles,  on  peuf, 
comme  premiere  approximation,  les  traiter  comme  des  fluides 
parfaits. 

723.  Equations  du  mouvement  d'un  fluide  parfait.  —  Soienl, 
comme  dans  le  Cliapitre  XXX,  X,  Y,  Z  les  projeclions  des  forces, 
rapportees  a  I' unite  de  masse,  agissant  sur  les  elements  de  volume 
du  fluide;  p  la  densite  du  fluide  et  J  l'acceleration  de  l'element 
fluide  place  a  l'instant  t  au  point 

les  equations  generales  du  n°  616,  dans  lesquelles  on  fait 
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deviennent 

Telles  sont  les  equations  du  mouvement  des  fluides  parfaits. 
Dans  ces  equations  X,  V,  Z,  p  et  p  sont  des  fonctions  uniformeset 
finies  de  x,  v,  z  et  t  dans  toute  l'&endue  du  fluide.  La  fpnction  p 
est  assujettie  a  etre  continue  en  tons  les  points  du  fluide,  puisque 
ses  derivees  partielles  sont  finies,  d'apres  les  equations  (i);  en 
outre,  cetle  fonction  doit  rester  positive  ou  nulle  dans  le  fluide. 
La  densite  p  est  ^galement  positive,  mais  peut-&tre  discontinue.il 
faudra  adjoindre  a  ces  trois  equations  (i)  V  equation  caracteris- 
tique  du  fluide 

(it)  §{p,  p,  t)  =  0 

entre  la  pression,  la  densite  etla  temperature  x  (  n" 627),  el  1' equa- 
tion de  continuite.  On  devra  demander  a  une  hj'pothese  nouvelle 
une  autre  relation  entre  t  et  les  aulres  fonctionsinconnues,(  Voyez 
Duhevi,  Hydrody  namiq  ue ,  Eiasticite\  Acoustique,  t.  I,  p.  99.) 

724.  Equation  caracteristique.  —  Nous signalerons  pour  l  equa- 
tipn  caracteristique  trois  cas  simples,  tres  important*  au  point  de 
vue  des  applications  . 

Premier  cas.  —  Le  fluide  est  un  liquide  incompressible  a  tem- 
perature conslante;  alors  on  a 

p  ==  const. 

Deuxieme  cas.  —  Le  fluide  est  un  gaz  parfait  suivant  les  iois  de 
Mario  tie  el  de  Guv-Lussac  :  alors 

p 

— - —   =  const., 

p  ( 1H-  at ) 

%  elant  ei»al  au  coefficient  de  dilatation  des  gaz  — 

Troisiemecas.  —  T rans formation  adiabatique  d'  un  gaz,  — 
Si  le  mouvement  d'un  gaz  est  tel  que  les  elements  en  mouvement 
sont  subitement  dilates  ou  comprimes,  leur  temperature  change; 
mais  si  Ton  admct,  comme  il  arrive,  par  exemple,  dans  la  propa- 
gation du  son,  que  oette  dilatation  ou  celte  compression  sont  suf- 
fisamment  rapides  pour  que  cbaque  element  fluide  ne  perde  ni  ne 
gygne  de  chaleur,  la  transformation  de  chaque  eM^ment  dm  est 
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dite  adiabalique  et  la  relation  entre  la  densite*  et  la  pression  de 
l'e*lement  est  de  la  forme 

P  -  k?\ 

k  et  y  designant  des  constantes  dont  la  seconde,  y,  est  le  rapport 
de  la  chaleur  specifique  du  gaz  sous  pression  constante  a  sa  cha- 
lenr  specifique  sous  volume  constant,  y  =  1,408. 

Pour  1'^tude  des  difficult^  qui  se  pr^senlent  dans  des  cas  plus 
gene>aux,  nous  renverrons  a  une  Note  de  Duhein  (Comptes 
rendus,  21  janvier  1901,  p.  117). 

725.  Discontinuity  dans  le  mouvement  d'un  fluide.  —  A  cliaque 
instant  t,  la  pression  est  une  fonction  uniforme;  continue  et  posi- 
tive dans  toute  I'etendue  du  fluide. 

Les  autres  elements  peuvent  subir  des  discontinuites.  Le  cas  le 
plus  simple  est  le  cas  ou  la  discontinuity  affecte  la  forme  d'une 
surface  S  variable  avec  t.  La  discontinuity  est  alors  une  onde  qui 
se  propage  dans  le  fluide. 

Nous  avons,  a  la  fin  du  Chapitre  precedent,  etudie  en  detail  ce 
genre  de  discontinuites  et  nous  les  avons  classees  en  discontinues 
des  divers  ordres,  d'apres  ML  Hadamard  (4). 

En  particulier,  pour  les  discontinuites  du  premier  et  du 
deuxieme  ordre,  nous  avons  etudie  les  variations  brusques  de  la 
densite,  de  la  vitesse,  de  1'acceleration,  du  tourbillon,  quand  on 
passe  d'un  cote  a  I'aulre  de  la  surface  S. 

II  -  EQUATIONS  DU  MOUVEMENT  AVEC  LES  VARIABLES 
DE  LAGRANGE. 

726.  Equations  du  mouvement.  —  Soient  a,  b,  c  les  coordon- 
nees  initiates  d'un  element  fluide  a  I'instant  / .  =  o,  et  x,  y,  z,  ses 
coordonnees  a  I'instant  t;  pour  connaitre  le  mouvement,  il  fau- 
drait  connaitre  x,  y,  3,  p  et  p  en  fonction  de  «,  6,  c,  t. 

t  x  —  f  (a,  b,  c,  t ), 
(3)  )  V=ft(a,  b,  r,  0, 

)  3  =  /2<«,  b,  c,  /), 


(')  Voir  H adam Ahn,  Lemons  stir  la  propagation  des  ondes  et  les  equations 
de  I'Hydrodynamique.  Hermann,  ediieur. 
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Les  projections  de  la  vitcsse  sont  alors 

dx  dy  dz 

dt  dt  dt 

et  celles  de  I'acceleration 

_  d*x  _  d*y  d*z 

Sx-~dF^      •,y-"^-,  s-~=dF" 
Les  equations  du  mouvement  ( i  )  s'ecrivent  done 

m   -  ^  =  \  —  —        1  ^  ~  y  1  dp  =  /  d*z 

{*}    p  dx  dt*'        p  dy  '  dt*'        p  dz       '  at1' 

II  faut  joindre  a  ces  equations  I'equation  de  continuite  et  l'equa- 
tion  caracterisiique 

!pD  ==  p0, 
3(p,  p,  •=)  =  »• 

On  a  ainsi  cinq  equations  pour  determiner  .r,  y,  /?  et  p  en 
fonction  de      6,  c  et  t. 

Dans  les  equations  (4),  p  et  p  sont  supposes  exprimes  en  fonc- 
tion de  x,  y,  z,  I.  Si  Ton  veut  mettre  en  evidence  les  variables 
independantes  de  Lagrange  a,  6,  c,  il  suffit  de  remarquer  que  p 
el  p,  etani  fonctions  de  x,  y,  z,  deviennent  fonctions  de  «,  6,  c 
par  l'intermediaire  de  x,  y,  z  qui,  d'apres  (3),  sont  des  fonctions 
de  a,  6,  c.  On  a  done,  en  particulier,  pour  />, 

(J/>  dx  dp  dy  dp  dz 
da  dx  da  dy  da  dz  da 
dp      dp  dx      dp  dy      dp  dz 

db  ~  dx  db  ^ '  dy  db '  '  dz  db' 

dp  dp  dr  dp  dy  dp  dz 
dc  ~  dx  dr       dy  dc       dz  dc 


(6) 


n  ii-  .  I  i  dp    dp  op 

Ln  multi pliant  ces  equations  par  -  et  remplacant  -~»  ^>  ~  par 

lenrs  expressions  tirees  des  equations  du  mouvement,  on  a  les  trois 


equations 

I  dp 
I  P  ^ 

3  0l> 


V         rff*  /  ry«       \  dl*  )  da^  \         dt*  ) 


j  p  t/" 


/x      f#£\  dx 


p  0C 
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qui,  jointes  a  Inequation  de  continuity  et  a  liquation  caracteris- 
tique  (5),  d£terminent  les  cinq  fonctions  .r,  r'f  z,  p  et  p  des 
variables  independantes  e/,  A,  c,  t. 

727.  Conditions  initiales  et  conditions  aux  limites.  Disconti- 
nues. —  Dans  l'integration ,  il  faudra  tenir  compte  de  deux 
especes  de  conditions  :  les  conditions  initiales  ayant  lieu  pour 
/  —  o,  el  les  conditions  aux  limites  ayant  lieu  aux  limites  du 
fluide,  quel  que  soit  t. 

l°  Conditions  initiales.  —  On  donne  a  I'instant  t  =  o  la  re- 
gion R0  de  1'espace  occupee  par  le  fluide,  la  pres*ion  et  la  den- 
site  p0  et  p0  en  chaque  point  tf,  b,  c  du  fluide  et  les  projeciions 
des  vitesses  initiales  n0,  p0,  h0  de  chaque  element.  Done,  pour 
f==o,  /70,  poi  "01  ^o)  (Vn  sont  des  fonctions  donnees  de  a,  c 
dans  la  region  R0. 

a"  Conditions  aux  limites.  —  D'autres  conditions  sont  impo- 
ses au  fluide  pendant  son  mouvement :  ce  sont  les  conditions  aux 
limites  ou  a  la  surface. 

Le  cas  le  plus  simple  est  le  cas  ou  le  fluide  est  assujetti  a  rester 
dans  un  espacelimite  par  des  surfaces  fixes  donnees;  e'est  le  cas 
d'un  gaz  ou  d'un  liquide  assujetti  a  rester  dans  un  vase  fixe  qu'il 
remplit.  entierement,  ou  a  couler  dans  un  tube  fixe  dont  il  touche 
les  parois.  11  faudra  alors  exprimer  qu'a  un  instant  quelconque  / 
les  elements  fluides  qui  touchent  la  surface  fixe  donne'e  ont  une 
vitesse  tangente  a  cette  surface.  Soit  W  (x<  y,  z)  =  o  Tequation 
de  la  surface  fixe;  il  faul  que  Ton  ait  identiquemenl ,  quel  que 
soit  /, 

d*V        dW  dW 

II  h  V  h  KV  — —  —  o 

ax         oy  az 

pour  tous  les  elements  liquides  pour  lesquels  W(x,  y,  z)  est  nul. 

Plus  generalement  il  pourrait  arriver  qu'un  liquide  lut  assujetti 
a  rester  en  contact  avec  une  surface  materielle  dont  la  forme  et  la 
position  dependent  du  temps, 

(8)  lV(.r,  r,  z,  0  =  6; 

tel  serait  le  cas  d'un  fluide  contenu  dans  un  vase  anime  d'un 
mouvement  donne.  II  faut  alors  ecrire  que  l'6le*ment  fluide  dm  de 
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coordonnees  a?,  /,  z,  qui,  a  l'instant  t,  est  sur  la  surface  (8), 
glisse  le  longde  ceile  surface,  c'est-a-dire  que  sa  position  x  -+-  dx, 
y  -\-  dy,  z  dz  a  l'instant  t  dt  est  encore  sur  la  surface;  on  a 
ainsi  la  condition 

W(x  -+-  dx,  y  -+-  rfj',  a  ■+■  dz,  t  -+-  <//)  —  o. 

Developpant  et  tenant  compte  de  W  =  o,  011  a 

(XVj       <W  ,        dV  .       dW  , 

—  dx~h  — —  dy  h — - —  dz  h — 7—  dt  —  o: 

dx  dy  J       dz  dt 

mais  <£r,  dy,  d*,  £tant  les  projections  du  deplacement  de  1Y16- 
ment  dm  pendant  le  temps  dt,  sont  egaux  respeclivement  a  u  dt, 
vdt,  w  dt  et  la  condition  devient 

<W       dW        d*F  dW 

(9)  Mj  HP-  HW-  h         =  o. 

Quand  il  s'agit  d'un  liquide,  il  peut  exister  une  surface  Jibre  : 
si  cette  surface  Ubre  confine  au  vide,  la  pression  sur  la  surface  libre 
devra  etre  nulle ;  si  la  surface  libre  est  en  contact  avec  l'air  re- 
garde  comme  immobile,  la  pression  sur  cette  surface  est  constante 
et  e'gale  a  la  pression  atmospherique.  La  surface  libre  a  alors  pour 
Equation  p  —  pa  =  o,  pa  etant  constant ;  en  outre,  comine  les  pa r- 
licules  qui  sont  a  la  surface  libre  restent  en  contact  avec  cette 
surface  pendant  le  temps  dt,  on  a,  sur  cette  surface,  d'apres  (9), 

dp  dp  dp  dp 
dx        dy         dz  dt 

Dans  certains  cas,  les  deux  sortes  de  conditions  aux  li mites 
existent  a  la  fois  pour  un  liquide  :  par  exemple,  un  liquide  coulant 
dans  un  canal  tixe  a  ciel  onvert  est  assujetti  a  resler  en  contact 
avec  des  surfaces  (ixes  el  en  meme  temps  a  avoir  sa  pression  con- 
stante sur  la  surface  libre. 

11  peut  arriver  que,  pour  satisfaire  a  ces  diverses  conditions  aux 
limites,  il  faille  admettre  dans  le  lluide  l'existence  de  certaines 
disconi inuite's  du  genre  de  celles  (juc  nous  avons  signalees  a  la  (in 
du  Chapilre  precedent. 


728.  Cas  oil  la  densite  est  fonction  de  la  pression.  — 


Les  equa- 
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tions  se  simplifient  quand  ia  densite  est  fonction  de  la  seule  pres- 
ston 

P  =/(/>)• 

Ce  cas  se  presenterait  en  particulier  si  la  temperature  t  restait 
constante  en  tous  les  points  et  pendant  toute  la  duree  du  mouve- 
ment ;  car,  dans  celte  hypothese,  liquation  caracteristique  entre />, 
p  et  t  deviendrait  une  relation  entre p  et  p. 

II  se  pr£sente  aussi  quand  chaque  element  subit  une  transfor- 
mation adiabatique  (724). 

Supposons  done  p  =  f(p)  et  introduisons,  au  lieu  de  la  pres- 
sion,  la  fonction 

P_  CPfiP  _  f  dP 

ou  p0  est  une  constante  quelconque  :  P  est  une  fonction  uniform? 
de  p  deTinie  a  une  constante  pres,  car  la  limite  inferieure  de  l'in- 
l^grale  pQ  est  arbitraire. 

Gomme  p  est  une  fonction  des  coordonnees  x,  y,  z  de  Tene- 
ment dm  et  du  temps  £,  il  en  est  de  meme  de  P,  el  Ton  a  £vi- 
demment 

<W  _  i  dp  ^  _  I  °P  0^  i  dp 
dx      p  dx*        dy       p  dy'        dz       p  Oz 

Les  equations  sonlalors 

(,0)     dt*  ~  A  "     '      1F-X~dy'      ~dF -L~  Tz> 

on  a  ainsi,  avec  liquation  de  continuite,  quatre  Equations  d^finis- 
sant  x,  y,  z,  P  en  fonciion  de  a,  b,  c,  t. 

Les  equations  sont  ecrites  en  regardant  P  comme  une  fonciion 
de  x,y,  z,  t  ;  mais  y,  z  £tant  des  fonctions  de  a,  b,  c,  P  est 
fonction  de  a,  6,  c  par  l'intermediaire  de      y,  z  et  Ton  a 

dP  _  dP  dx      dP  dy      dP  dz 

da      dx  da      dy  (fa      dz  da  * 

dP      dP  dx 

db  ~  die  db^~  " ' ' ' 

dP  _  dP  dx 

dc      dx  dc 
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Remplacant,  dans  ces  identity,  ~>  ^>  ^  par  leurs  valeurs 

tirees  de  ( 10),  on  aurait  les  quatre  equations  du  mouvement  sous 
la  forme 

IdP  _  /y      d'x\dx^fv     d*r\dr     I-,  d*z\dz 
IF)  IF)  fa*\L~~dF)  ^' 

-(*-&) 

dP  _  /  _  d*x\ 
dc  ~  \        dt*  ) 


(ii) 


_  /        d*  x  \  dx 
db  ~  \         dl*  )  db  ~h"'i 
dP      /„  d*x\dx 


ou  les  variables  independantes  a,  6,  c,  *  sonl  mises  en  Evidence. 


729.  Cas  ou,  la  density  etant  fonction  de  la  pression,  il  existe 
en  outre  une  fonction  des  forces.  —  Soil,  comme  dans  le  numero 
precedent,  p=  /(/>),  mais  supposons,  en  oulre,  que  la  force  X, 
Y,  Z,  rapport^e  a  Tunite  de  masse,  derive  d'une  fonction  de  forces 
U(x,y,z)  ou,  plus  g^neralement,  que  X,  Y,  Z  soient  les  dlrivles 
pariielles,  par  rapport  a  a*,  y,  z,  d'une  fonction  U  (a?,  y,  z,  t) 
pouvanl  contenir  le  temps  : 

Y      M  dV  dV 

A  =  - — >  I  =  — —  >  L,  =  — —  , 

dx  dy  dz 

les  equations  (  10)  du  mouvement  peuvent  alors  etre  ecrites  sous 
une  forme  encore  plus  simple,  si  l'on  introduit  la  fonction  de 
z,  t 

Q(:r,r,  z,  t)  =  \)-P  =  \J-  f 

Elles  deviennent,  en  effet, 

d*x  _  dQ         d^y  _  dQ         d*z  _  dQ 
dt*  ~  die'         dt*  ~  dy'         dtl  ~  dz' 

On  peut  interpreter  ces  equations  en  disant  que,  dans  le  cas  con- 
sidered il  existe  un  potenliel  des  accelerations  ou  une  fonction 
des  accelerations. 

En  effet,  les  equations  du  mouvment  expriment  qu'a  chaque 
nistant     dans  toute  l'etendue  du  fluide,  les  projections  du  vecteur 
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acceleration  sont  lesdeVivees  partielles  par  rapport  a  x,y,  z  d'uue 
certaine  fonction  Q  de  x,y,  z,  t. 


730.  Cas  ou  il  existe  un  potentiel  des  vitesses  pour  une  partie 
de  la  masse  fluide ;  theoreme  de  Lagrange ;  demonstration  de 
Cauchy.  —  A  chaque  instant  t,  les  projections  u,  v,  w  de  la 
vitesse  d'un  element  lluide  quelconque  dm  sont  determiners  :  ce 
sont  done  des  fonctions  uniforines  du  temps  t  et  des  coordon- 
n^es  x,  y,  z  de  1'eMdment  a  l'instant  consid^re.  En  supposant  u, 
p,  w  exprim^s  de  cette  facon,  on  emploie  le  systeme  des  variables 
d'Euler. 

Comme  nous  l'avons  vu  au  n°  708,  on  d it.  qu'il  existe,  a  Pins- 
tant  t,  un  potentiel  des  vitesses  pour  une  certaine  portion  du 
fluide,  quand,  a  cet  instant,  les  valeurs  u,  v,  w  relatives  a  cette 
portion  du  fluide  sont  les  deriv^es  partielles  par  rapport  a  z 
d'une  fonction  o  de  xy.y,  z  : 

0(p  do  dc 

Ox  dy  dz 

Le  champ  des  vecteurs  vitesses  W,  reduit  a  la  portion  du  fluide 
consideree,  derive  alors  de  la  fonction  o.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
il  faut  et  il  suflit  que  le  tourhillon  Q  de  projections  (E,  7j,  soit 
nul  a  l'instant  t  en  chaque  point  de  cette  portion  du  lluide. 

Cette  propriete  des  vitesses  pent  exisler  pour  une  certaine 
valeur  numerique  de  t,  e'est-a-dire  a  un  inslant  determine.  Mais 
peut-elle  avoir  lieu  quel  que  soit  t,  e'est-a-dire  pendant  toule  la 
dure>  du  mouvement?  En  d'autres  lermes,  un  mouvement  peut-il 
etre  conslamment  irrotalionnel  pour  tous  les  elements  d'uue 
certaine  partie  du  tluide?  Le  theoreme  suivant,  du  a  Lagrange, 
donne  un  cas  ties  general  dans  lequel  il  en  est  ainsi  : 

Theoreme  de  Lagrange.  —  S upposons  que,  dans  un  fluide 
par/ait  en  mouvement,  la  force  rapportee  a  I unite  de  masse 
derive  d'une  fonction  V(x,  y,  z,  t),  et  que  la  densite  soit 
fonction  de  la  seule  pression;  alors,  si,  a  un  instant  determine, 
les  vitesses  d  une  portion  du  fluide  derive/it  d'un  potentieL  il 
en  est  de  meme  a  tout  autre  instant  pour  cette  portion  du 
fluide. 
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Pour  demontrer  ce  theoreme,  il  faul  montrer  que,  si  le  tour- 
billon  est  nul  dans  une  partie  de  la  masse  fluide  a  l'iostant  initial 
f  =  o,  il  Test  dans  cette  meme  partie  a  un  instant  quelconque  £, 
et,  reciproquement,  si  le  tourbillon  est  nul  dans  une  partie  du 
fluide  a  l'instant  t,  il  Test  dans  cette  m6me  partie,  a  l'instant 
initial. 

A  l'instant  initial,  t  =  o,  u,  v,  w  prennent  des  determina- 
tions tz0,  wQ  qui  sont  fonctions  des  coordonnees  initiales  a, 
6,  c  des  elements  fluides  dans  la  region  <ft0 ;  les  projections  £,  tq,  £ 
du  vecteur  tourbillon  il  (n°  705)  prennent  done,  pour  t  =  o,  les 
valeurs  initiales  donnees  par  les  formules 

(,3)  2f.=  w- 2r,0=  —  -— ,  2?0=_.-_. 

A  l'instant  l'element  fluide  parti  du  point  a,  ft,  c  occupe  une 
position  x,  y,  z  et  possede  une  rotation  moyenne  (ou  tourbillon) 
de  projections 

.  „      dw      dv  du      dw  J     do  du 

(i4)       25  =  3-1       y.rj  =  ,  -r—y       2  ;  =  —  • 

v    '  s      dy      d*-  dz       d.T  dx  dy 

11  faut  inonlrer  que,  si,  dans  une  partie  du  fluide,  £0>  lo?  ?o  sont 
nuls,  il  en  est  de  meme  de  £,  r,,  £  et  inversement.  G'est  ce  que 
Cauchy  a  etabli  d'une  maniere  simple  en  montrant  que  £,  Trj,  £  sont 
des  fonctions  lineaires  et  homogenes  de  £0,  7|0,  £0  et  inversement. 

Demonstration  de  Cauchy.  —  D'apres  les  hypotheses  faites 
dans  l'enonce  du  theoreme,  on  peut,  comme  nous  l'avons  vu  dans 
le  numcro  precedent,  ecrire  les  equations  du  mouvement 


du  0Q  dv  0Q  dw  _  cKJ 
dl  ~  Ox1        dt  ~  dv'        ~di  ~  dz 


en  p 


osanf 


Q  =  t  -  / 


dp 

? 


Nous  de'signerons,  pour  abreger,  par  u\  v\  w'  les  de'rivees  ~ 

dw  •  1       ■         •  1 

— ,  et  nous  eenrons  les  equations  du  mouvement 

(l5)  .  = 

A.  -  111.  i2" 
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Dans  res  equations,  O  est  regarde  comme  fonction  de  x,y,  t, 
mais  .x,  y,  z  sunt  des  functions  de  a,  b,  r,  /.  On  a  done 

dQ  _  dQ  dx  dQ  dy  ^  dQ  dz 
da       dx  da      dy  da      dz  da 

on,  d'apres  (i  5), 

dQ        ,  dx        .dy  ,dz 

t-5  =  u  —  -+-  v  -f-  -h  w'  —  ; 
da  da         da  da 


on  trou ve  de  memc 


dQ  ,dx  ,dy  ,dz 
db  =UM+*  *b+WTb 


Eliminant  O  entre  ces  deux  relations  a  1'aide  de  la  relation 

d  ldQ\  _  d  /dQ\ 
~da\db)  db\da) 

on  a  l'equatiou 

du'  dx      du'  dx      dv'  dv      dv'  dy      d%v'  dz       dw'  dz 
da  db       db  da      da  db       db  da       da  db       db  da  ~~ 

Si  maintenant  on  remarque  que,  d'apres  les  theoremes  tlemen- 
taires  sur  I'inlerversion  des  derivations  partielles,  on  a 

d  I  du\       du'  dx  _  d  /<kr\  du 

dt  \da )  =  da'  dl  ~  ~dt\da)^da^y 

on  reconnatt  sans  peine  que  le  premier  membre  de  (ifi)  est  la 
derivee  partielle,  par  rapport  a  t,  de  la  quantite 

du  dx  du  dx  dv  Oy  dv  dy  dw  dz  d\v  <);. 
da  db       db  da       da  db       db  On        da  ob       Ob  On 

Cetle  quantite.  ayaut  sa  derivee  par  rapport  a  t  nulle,  est  done 
independante  du  temps  /  :  clle  est  egale,  pendanl  toute  la  duree 
du  mouvement,  a  sa  valcur  initiale;  or,  a  l'epoque  /    -  o,  on  a 

u  —  «0,       r  ==  »'o,        w  =  «v#f       x  —  a,       y  —  b,       z  —  c 
et,  par  Miite.  loujours  pour  t  —  n, 

d.r  ox  Oy  dy 

do  ":    '         ob    '    '         iia       °'         db  —  ' ' 

la  valeur  initiate  de  la  quantite  considered  est  done 

<>V„   ^  ,lfl{, 

"<(  db 
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On  en  conclut  I'equation 

du  dx      On  Ox      Ov  dy      Ov  dy       Ow  dz      Ow  dz  _  0vn  0un 

'     Oa  Ob       Ob  da       da  db       db  da       da  db       db  da  ~  da  ~db  * 

el  deux  equations  analogues  obtenues  en  permutant  a,  by  c  et  u0r 
c0,  cv0.  i\ous  ecrivons  ces  trois  equations  en  introduisant  la  nota- 
tion des  tourbillons  (i3)  :  nous  aurons  ainsi 


Oil  Or 

On 

Ox 

dv 

dy 

Ov 

dw 

Oz 

dw 

dz 

da  db 

Ob 

d7t 

da 

db 

~  db 

Oa 

Oa 

Ob  , 

db 

Oa 

du  dx 

Oh 

Ox 

dv 

*y 

Ov 

dy 

dw 

Oz 

dw 

Oz 

db  dc 

Oc 

db 

Jo 

Oc 

~  Oc 

Ob 

Ob 

Oc  ~ 

~0c 

Ob 

du  d.r 

On 

dx 

dv 

Oy 

dv 

dw 

Oz 

Ow 

dz 

dc  da 

da 

dc 

~  dc 

da 

da 

Oc 

~0c 

Oa 

Oa 

dc 

('^)     \     .if,     .i„  .1..     ,4  A  .)/>      .J,.  A*     At.  ,\U      .1..  .4/.  *£o« 


lntroduisons  maintenanl  dans  les  premiers  membres  de  ces  equa- 
tions les  derivees  partielles  de  u,  r,  w  par  rapport  a  x,  y,  z.  Pour 
cela,  il  suflit  de  remarquer  que,  a  l'instant  t ,  ia  vitesse  de  l'ele- 
mcnt  dm  qui  est  au  point  r,  y,  z  est  Lien  determinee  :  les  pro- 
jections m,  r,  \v  de  cette  vitesse  sont  done  des  fonclions  de  ar,  y,  z  , 
d'autre  part,  on  pent  regarder  ces  projections  comme  fonctions 
de  a,  b,  c  par  Tinterme'diaire  de  x,  y,  z  qui  sont  fonctions  de  ay 
f>,  <:  :  on  a  done 

du      Ou  Ox      du  Oy      Ou  dz 
da       dx  da       dy  da       dz  da' 
du       du  Ox       Ou  Oy      du  dz  ^ 
dl>~dlcJb^dydb~dz  db' 

en  porlant  dans  la  premiere  des  formules  (18),  on  voit  que  le 
premier  lerme  de  celle  formule  devient 

du  Ox  du  Ox  On  / Or  dv  Ox  dy\  On  f  dx  Oz  dx  dz\ 
da  oh       ob  da       d  y  \  Ob  Oa      Oa  Ob  J      Oz  \  Ob  da      da  Ob  ) 

Oil  calcule  de  iiieme  les  deux  a  litres  termes  dans  la  premiere  for- 
mule (18),  en  permutant  /,  r<  "  et  t/.,  v,  ir  ' 


•  n-  dy  Ov  dy       Ov  f  dv  Oz  dy  0z\  Ov   I  Oy  Ox       Oy  dx\ 

da  '>!>  db  da  ~~  dz  \db  da  Oa  ob  J  Ox  \db  Oa      da  db ) 

thv  oz  dw  dz       dw  /Oz  Ox  Oz  Ox  dw  /  Oz  Oy  ^  dz  dy 

da  ob  db  da  ~  d~x  \db  On  On  db )  '   dy  \  0b  da      da  db  j 


Ajoulant  ces  trois  quanlitcs  pour  les  egaler  ««  2^0,  d'apres  la  pre- 
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miere  formula  (18),  on  a 


09) 


/  dw      de  \  /  dz  dy       dz  dy 
\dy  ~ "5z  )  \db  da~  0a  db 
I  du      dw  \  /  dx  dz      dx  dz  \ 
\dz  ~  dx  J  \db  da      da  db  ) 

(dv  du  \  I  dy  dx  dy  dx  \ 
dx  "  dy  )  \db  da  ~  da  db  ) 


On  transformerait  dt  m^me  la  deuxieme  et  la  troisieme  des 
equations  (>8),  et  l'on  obtiendrait  ainsi  les  trois  Equations  sui- 

vanles  dans  lesquelles  nous  remplacons  les  quanlite's 


20) 


par  2  J,  2  7i,  a  C  • 

'  t/dz  dy      dz  dy\         / dx  dz       dx  dz\ 
[;\db  da  ~  dadb)~h* \db  da  ~  da  db  ) 
y  (dz  dy      dz  dy  \         / dx,  dz       dx  dz  \  I 
;\dc  db  '~  db  Jc/      71  \  dc  db  ~  db  dc  )  +  H 


dw 


dv 
dz 


/dz  dv 
*\da  dv 


dz  dy" 
dc  da, 


(dx  dz  dje  dz\  I 
^\da  dc      dc  da)      5 \ 


/dv  dx 
Hd6  da 


d  y  dx 
dc  db 
dy  dx 
da  dc 


dy  dx 
da 


dx\  _ 
db)  ~ 
dy  dx\  _ 
db  dc  )  = 
dy  dx\  _ 
dc  da)  ~~ 


On  obtient  des  formules  ^quivalentcs  plus  simples  en  resolvant 
ces  trots  equations  du  premier  degr6  par  rapport  a  £,  tj,  Pour 

avoir  q,  on  multipliera  la  premiere  de  ces  equations  par  la 
deuxieme  par  la  troisieme  par  ^  et  Ton  ajoutera.  Le  coeffi- 
cient de  £  dans  la  somme  est  alors  le  developpement  du  deter- 
minant 

d.r  dx  dx 
da  db  dc 
dy  dy  dy 
da  db  dc 
dz  dz  dz 
da    db  dc 

par  rapport  aux  elements  de  la  premiere  ligne;  les  coefficients  de 
T)  et  £  sonl  nuls,  comme  on  le  verifie  immediatement.  On  a  done 


D  = 


(?-0 


D'==^d^H-r'<,dT 


,  dx 

!0d7; 


dy  dy 


on  trouve  de  meme,  en  multipliant  les  equations  (20)  par  ^> 
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dy  .  dz   dz    dz  .  , 

~  et  ajoutant,  puis  par  — ,  — »  ^  et  ajoutant,  les  deux  autres 

relations 


(%!') 


^  ,  dy  dy  dy 
r\y      r  dz  <*Z  dz 

^^Tb^^dB^^Tc' 


D'apres  liquation  de  continuite,  le  determinant  D  n'est  pas  nulr 
il  est  egal  a  ^;  dans  le  cas  ou  le  fluide  est  un  liquide  incompres- 
sible a  temperature  constanle,  D  =  i . 

Ces  Equations  de  Cauchy  rendent  maintenant  le  theoreme  de 
Lagrange,  Evident.  En  eflet,  si  a  l'instant  t  =  o,  pour  un  element 
fluide  determine,  le  tourbillon  ft0(£0?  "^o?  £o)  est  nuh  les  Equa- 
tions (21)  et  (21')  montrent  que,  pour  ce  m£me  element,  le  tour- 
billon Yi,  t^)  est  nul  a  un  instant  poste>ieur  quelconque  t. 
Inversement,  d'apres  les  formules  (20),  si  Q  est  nul,  Q0  Test.  Le 
theoreme  de  Lagrange  est  done  dEmontre. 

Les  relations  etablies  par  Cauchy  sont  d'une  importance  capi- 
tale  :  elles  montrent  que  le  tourbillon  est  un  element  cinEma- 
tique  qui  est  indestructible  par  les  forces  de  la  nature^  par  les 
forces  conservatives  qui  agissent  sur  le  fluide,  aussi  bien  que  par 
les  pressions  de  celui-ci.  Si  la  rotation  d'un  element  n'existe  pas, 
elle  ne  naitra  pas  et,  si  elle  est  nee,  elle  subsistera.  Elle  ne  peut 
nailre  ou  s'eteindre  que  par  I'action  du  frottement  ou  de  forces 
non  conservatives  (*). 
Le  theoreme  de  Lagrange  s'applique  en  particulier  d'une 

maniere  simple,  quand  le  liquide  en  mouvement  part  du  repos. 

A.lors  on  a  en  tous  les  points  a,  6,  c  du  liquide  dans  sa  position 

initiale 

"0=0,      ^0=0,      w0  =  o ; 
par  suite,  le  tourbillon  initial  est  nul  en  chaque  point 
$0  =  «>        iQo  =  o,        Co  =  O. 
Donr,  a  un  instant  quelconque  du  mouvement,  les  projections 


(')  Maurice  Levy,  L'hydrodynamique  moderne,  etc.  {Revue  generate  des 
Sciences,  1890,  p.  724). 
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5,  rn  ^  (iu  tourbillon  sont  nulles,  et  les  vitesses  derivent  d  un 
potentiel. 

731 .  Interpretation  des  equations  de  Cauchy.  Generalisation  du 
theoreme  de  Lagrange.  Equations  de  Weber.  Les  equations  de 
Cauchy  ont  evidemment  une  portee  plus  generale  que  la  conclu- 
sion speciale  que  nous  en  avons  tiree.  Nous  y  reviendrons  a 
propos  de  la  theorie  des  tourbillons.  On  peut  les. interpreter  de  la 
Jfacon  suivanle  : 

Considerons  l'expression  diflferentielle 

(  22)  u  dx  -h  v  dy  -h  w  dz  —  ( //.0  da  -f-  v0  db  -4-  w0  dc), 

oii  t  est  regarde  conime  une  constante,  et  xy  y,  z  cemme  des 
fonctions  de  a,  6,  c,  I  correspondant  au  mouvement  du  fluide. 
Les  equations  de  Cauchy  telles  que  (18)  signifient  que,  pour 
chaque  valeur  de  t,  I'expression  (22)  est  une  differentielle 
totale  exacle. 

En  effel,  I  etant  regarde  comme  une  constante,  on  a 


dx  — 

dx 
da 

da  -h 

dx  , 
—  ab 
db 

dc, 

dy  = 

dy 
da 

da  -+- 

dc 

dc, 

dz  = 

dz 
da 

da  4- 

%<*> 

dz 

dc. 

L'expression  (22)  s'ecrit  alors 

I    dx        dy         dz         \  /    dx        dy         dz         \  „ 

I     dr         dy  dz  \  , 

expression  de  la  forme 

A  da  +  B  db  -+-  G  dc, 

et  les  relations  telles  que  (18)  signifient,  comme  on  le  verra  imnie- 
diatement, 

dB  _  d\        dC  _  dK        d\  dC 
da       db  *        db       dc'        dc      da ' 


la  quantitc  consideree  est  done  bien  une  diflereni  ielle  exacle  d  une 
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fonetinu 

F(a,  b,  c,  /) 
et  1  on  a  pendant  loul  le  mouvement, 


a 


dx 
da 

dy 

■+■  V  — 
da 

■+■  \v 

dz 
da 

—  u0  = 

dF 
to' 

dx 
db 

dy 
ob 

-T-  W 

dz 
db 

—  f  0  = 

dF 

w 

dx 

dy 

-\-  H' 

dz 

—  w0  = 

dF 

~dc 

dc 

Tc 

Tc> 

(»3) 


equations  qu'on  peut  resumer  dans  lequation  unique 

u  dx     v  dy  -h  iv  dz  —  (  u0  da  -f-  t>0  ^  -+■      rfc )  — -  dV. 

™  ,  ,  .         •   .     <)K    <)F   dF  . 

D  apres  ees  equations  (ao),  les  trois  denvees  — ,        —  s  an- 

nulent  pour  /  =  o,  ear  m,  <\  <v  prennent  alors  les  valeurs  w0,  r0, 
t*>0  et  x,  y\  z  les  valeurs  d,  c.  Done,  pour  t  =  o,  F  se  reduit  a 
une  constante  independante  de  a,  />,  c. 

Dans  eetle  maniere  d' interpreter  h*.  caleul  de  Cauchy,  le  tlieo- 
reme  de  Lagrange  sur  \e  potentiel  des  vitesses  devient  evident  :  si 

u0da  -+- 1  0  db      hf'o  dc 

est  une  diffeventielle  totale  exacle  d'une  foriction  cp„(a,  />,  c), 
u  dx  -f-  v  dy  -+-  w  dz 

est  egaletnent  une  di J]  even  tie  lie  exude  a  chaque  instant  t.  On 
a  en  eflet 

udx  -j-  v  dy  -t~  w  dz  =  u0  da  -f-  c0  ■+-  rfF ; 

si  done 

iifida  -h  v^db  -+-  u'1(rfc  =  </o0, 

on  n 

it  Cfo:  H-  P         +  (V        =.  d(  O0  -4-  F ), 

et  le  theorenie  de  Lagrange  est.  deniontre. 

Different  ions  la  premiere  des  equations  (aH'j  par  rapport  a  /  en 

dx        du  ■ , 

rrmarquanl  que  -j — —  =  — *  .  . .  ;  il  \  ient 
1  1      di  da  da 
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Mais,  d'apres  les  equations  du  mouvement  (12),  l'ensemble  des 
trois  premiers  termes  s'ecrit 

dQ  dx      dQ  dy      dQ  Az_ 
dx  da       dy  da       dz  da  1 

ce  qui  est  identique  a  —  •  On  a  done 


d_ 
da 


On  trouverait  de  meme 

[Q +         ^.^)- 5]- 


dc 


La  fonction  entre  crochets  est  done  independante  de  <z,  6,  c  et 
ne  depend  plus  que  de  t.  D'ou 

Q  +  l(u*  +  vl  +  —  =X(0 

Comme  jusqu'ici  la  fonction  F  a  simplement  ete  definie  par  la 
condition  que  ses  derivees  partielles  par  rapport  a  a,  6,  c  aient 
des  valeurs  donnees,  elle  n'est  determinee  qu'a  une  fonction  de  t 
pres  et  l'on  peut  faire  rentrer  J%y(t)dt  dans  F  en  remplagant  F 

par  F  -(-  J*y  (t)  dt;  on  a  done  enfin 

/\  ^      1  i   ,  dV(a,  b,  c,  t) 

24)  Q -h  -  f  a* -h     -h      )  =  —      , , — y 

'i  '  at 

ou  la  fonction  F  est  main  tenant  lompletement  determinee  a  une 
constante  additive  pres.  On  pcut  convenir  de  determiner  cette 
constante  de  facon  que  F  s'annule  avec  f ,  car,  pour  t  =  o,  F  est 
independant  de  a,  6,  c. 

Les  equations  (»3)  et  (  ont  etc  donnees  par  Weber  dans  le 
Tome  68  du  Journal  de  C relic  en  1868  ;  avec  Inequation  de  conti- 
nuity et  I'equation  p  =  /(/>),  elles  forment  un  systeme  de  six  equa- 
tions du  premier  ordre  determinant  x.  y,  z,  p,  />,  F  en  fonction 
de  a,  b,  c,  t.  Dans  ces  equations,  il  faut  imaginer  a,      tv  rem- 


places  par 


dx  dy  dz 
~diy  Hi*  dt 
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732.  Propagation  d'une  discontinuity  du  denxieme  ordre  dans 
un  gaz;  vitesse  du  son;  th6oreme  de  Hugoniot.  —  Supposons  que, 
dans  un  tluide  au  repos,  ayant  en  chaque  point  une  densite  pc  et 
une  pression  p0,  on  produise  un  ebranlement  initial  donnant  nais- 
sance  a  une  discontinuity  du  second  ordre  limitee  par  une  surface. 
Supposons  de  plus  que  cette  discontinuity  se  propage  en  conti- 
nuant a  aflfecter  la  forme  d'une  surface  S,  comme  nous  l'avons 
explique  dans  le  dernier  paragraphe  du  precedent  Ghapitre.  C'est 
ce  qui  a  lieu  pour  la  propagation  d'une  onde  sonore  dans  un  gaz  : 
en  eflet,  dans  ce  cas,  1'onde  affecte  la  forme  d'une  surface  S,  et, 
d  un  cote  a  l'autre  de  cette  surface,  les  derivees  secondes  des  coor- 
donnees  x,  y,  z  d'un  element  et  particulierement  l'accele>ation 
d'un  element  subissent  des  variations  brusques. 

II  est  tres  remarquable,  comme  l'a  montre  Hugoniot  (Comptes 
rendus,  t.  CI),  qu'on  puisse  calculer  la  vitesse  de  propagation  G 
dc  cette  onde,  en  chaque  point,  a  chaque  instant,  sans  integration, 
en  employant  simplement  les  conditions  de  compatibility  prece- 
demment  indiquees. 

Les  equations  du  mouvement  sont  de  la  forme 

I  dp   ^  du, 

p  dx  cit 

Les  forces  X,  Y,  Z  sont  supposees  quelconques,  mais  finies  et 
continues  en  tous  les  points  du  fluide,  comme,  par  exemple,  la 
pesanteur.  Nous  supposons  en  outre  qu'il  y  ait  une  relation  entre 
la  pression  p  et  la  densite  p,  relation  que  nous  ecrirons 

On  a  alors 

el  le->  trois  equations  du  mouvement  peuvent  s'ecrire 

,l"<p)^=x-^  •••• 


oil  Lp  est  le  logarithme  neperien  de  p. 

Ceci  pose,  designons,  comme  plus  haut,  par  So  la  difference  des 
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valeurs  que  prend  unc  fonclion  quelconquc  g  de  pari  el  d'autre  de 
la  surface  de  discontinuite.  La  densite  p  est  continue  a  travers 
cette  surface  :  done  sur  la  surface  elle  e*i  ♦■«••«  I  c  A  pn,  puisque,  an 
moment  ou  l'onde  arrive  dans  une  cerlaine  position,  la  panic  dn 
tluide  situee  du  cole  de  la  surface  de  discontinuite  non  encore 
atteint  par  l'onde  est  au  repos  dans  l'etat  d'equilibre  eonsidere  an 

debut.  Les  quantites  X,  Y,  Z  sont  egalement  continues,  mats 

et  ~  sont  discontinues  a  travers  S. 
at 

L'equation  du  niouvement  (A)  donnc  done,  si  Ton  c^ale  les 
variations  des  deux  membres,  d'une  face  a  1'autre  de  la  disconti- 
nuite, 

(B) 

car  8X  =  o. 

On  peut  toujours  imaginer  que  l'inslant  actuel  soil  I'instant 
initial ;  on  a  alors  x  =  a,  y  =  />,  z  —  c,  ...  et,  d'apres  les  resultats 
du  n°  719, 

*  dLp  _  „  rfL?  _       i  dF  /  I  dF      fx  dF      v  <>F\ 
dx  da  h  da  \h  da      h  db      h  dc  J 

F(a,  b<  c,  t)  =  o  etant  l'equation  de  la  surface  de  discontinuite. 
D'autre  part,  on  a,  d'apres  les  conclusions  du  n°  718, 

o  ^  —  X2  =  Xi  G  =  X  G*, 
at 

(i  designant  la  vilessc  de  propagation  de  l'onde. 

[/equation  (B) donnc  done,  puisque  p  —  p0  sur  la  surface, 

tdV/XdV      ix  dF       v  dF\ 

On  a,  de  me  me,  en  prenanl  les  deu\  autres  equations  du  mou- 
vement, 


(C) 


)  ur>,     x  1  dF         <>F       lx  dF       v  *)F\ 
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Ajoutons  ces  trois  equations,  apres  avoir  multiplie  la  premiere 

i  dF    i     i  i  dF    |         •  .,  i  dF    „  . 

par  r  — »  la  deuxieme  par  —  —j->  la  troisieme  par  -r  — .  Comme  la 
1      A  da  r     h  do  i       r     h  dc 

somnie  des  carres  de  ces  trois  multiplicateurs  est  egale  a  i ,  puisque 
ce  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  a  la  surface  de  discon- 
tinuity,  on  obtient  la  relation 

rur'/    \  dF      Y  <*F      v  dF\ 

L'un  des  deux  facteurs  de  ce  produit  doit  6tre  nul.  En  egalant  le 
deuxieme  facteur  ^  ~  -|-...  a  zero,-  on  exprime  que  la  disconti- 
nuity est  transversale  ;  mais  une  discontinuity  de  ce  genre  ne 
|>eut  pas  se  propager  dans  un  gaz,  car  les  equations  (G)  donnent 
alors  G  =  o.  G'est  done  le  premier  facteur  qui  est  nul,  et  Ton  a 

-.($)»• 

d'ou,  pour  la  vitesse  de  propagation, 

Gomme  le  remarque  M.  Hadamard  {Bulletin  de  la  Societe" 
mathematique,  190 1),  le  signe  de  G,  e'est-a-dire  le  sens  de  la  pro- 
pagation, est  defmi  par  la  connaissance  des  deux  vecteurs  X,  [a,  v, 
Xn  |An  v,  dont  le  quotient  est  G, 

La  discontinuity  est  longitudinale,  car  les  equations  (G) 
niontrent  que  \  u.,  v  sont  proportionnels  aux  cosinus  directeurs 
de  la  normale  a  la  surface  de  l'onde. 

Cas  d'un  gaz  par/ait.  —  Dans  le  cas  011  la  eonductibilite  du 
gaz  pour  la  chaleur  peut  etre  negligee,  la  transformation  subie  par 
chaque  element  du  gaz  est  adiabatique  :  si  done  le  fluide  est  un 
gaz  parfait,  la  relation  entre  p  et  p  est  (n°  724) 

P  =  kPY, 

on  k  est  une  constante  et  y  le  rapport  des  deux  chaleurs  speci- 
fiques  sous  pression  eonstante  et  sous  volume  constant.  On  a  alors 
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d'ou,  pour  la  vitesse  du  son, 

Gette  formule,  qui  attribue  a  la  vitesse  du  son  dans  Pair  une  valeur 
theorique  exactement  egale  a  celle  que  donne  l'expe>ience,  a  ete 
obtenue  par  Poisson  en  1808  par  une  methode  qui  consiste  a  int£- 
grer  les  equations  de  l'Hydrodynamique  dans  un  cas  particulier, 
en  ayant  £gard,  suivant  une  remarque  anterieurement  faite  par 
Laplace,  au  developpement  de  chaleur  qui  accompagne  la  com- 
pression de  Vaiv. 

Newton,  qui  avait  abord£  le  premier,  suivant  une  analyse  d'ail- 
leurs  obscure  et  defectueuse,  le  probleme  de  la  vitesse  du  son, 
ayant  implicitement  suppose  que  la  detente  etait  isothermique  et 
non  adiabatique,  c'est-a-dire  s'effectuait  suivant  la  loi  de  Ma- 

riotte  p  —  Arp,  avait  trouve  la  valeur  G  —  ^/ y-  qui  est,  dans  Fair, 
beau  coup  trop  faible. 

733.  Equations  du  mouvement  dans  un  systeme  quelconque  de 
coordonnees.  —  L'artifice  de  calcul  qui  permet  de  passer  des 
equations  du  mouvement  d'un  point  en  coordonnees  cartesiennes 
aux  equations  du  mouvement  en  coordonnees  quelconques  (Equa- 
tions de  Lagrange  pour  un  point  libre,  t.  I)  s'applique  identi- 
quement  a  la  transformation  des  equations  (4). 

Supposons  qu'au  lieu  de  definir  la  position  d'un  point  par  ses 
coordonnees  cartesiennes  x,  y,  z,  on  la  definisse  dans  un  systeme 
quelconque  de  coordonnees  q^  gr2,  q3  liees  a  z  par  des  for- 

mules 

x  =  £3),       y  =  ty(qu  9u  9s),       z  =  qty  q3); 

il  s'agit  d'ecrire  lcs  equations  du  mouvement  dans  le  nouveau 
systeme  de  coordonnees.  La  methode  que  nous  suivrons  s'applique 
meme  au  cas  oii  les  coordonnees  cartesiennes  seraient  des  func- 
tions donnees,  non  seulement  de  trois  nouvelles  coordonnees  qtl 
^r2,  mais  aussi  du  temps  :  cela  revient,  au  point  de  vue  geo- 
metrique,  a  dire  qu'elle  s'applique  meme  si  le  nouveau  systeme  de 
coordonnees  est  mobile  et  anime  d'un  mouvement  connu. 

Nous  supposerons  done,  pour  traiter  le  cas  le  plus  general,  que 
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y,  z  soient  des  fonctions  donnees  de  qt,  q2j  q*  et  de  t  : 
(25)  x  =  <?(?!,  ?t,  ?3,  Of       X  =  <K?i >       9*1  0»       *  =  fa,  O- 

Reprenons  les  equations  du  mouvement  (4)  sous  la  forme 


=  X  — 

I  dp 
p  dx* 

1*6) 

]  <t*y 
\  dt* 

=  Y- 

p  4r' 

I  d*z 

\  dl* 

=  Z  - 

i  <^/>< 

dans  ces  equations,  x,  y,  z  sonr  des  fonctions  de  a,  c,  t  qui  se 
reduisent  a  a,  6,  c,  pour  £  =  o;  d'apres  les  formules  (25),  on  voit 
que  gr,,  gr2,  q*  sont  de  m£me  des  fonctions  de  t  et  de  a,  6,  c;  mais, 
en  appelant  9",  grj,  les  valeurs  des  coordonnees  d'une  particule 
a  1'instant  t  —  o,  on  a,  d'apres  les  formules  (25), 

«=  ?<?i,  <7$,  *a>  <>), 

c  =  y|,  q); 

on  pourra  done  aussi  regarder  qt,  q«,  q*  conime  fonctions  de  I  el 

Gela  pose,  reproduisons  textuellement  le  calcul  employe  dans  le 
premier  Volume  pour  obtenir  les  equations  de  Lagrange  1  multi- 

plions  les  equations  (26)  respectivement  par  ~  ,  et  ajou- 
tons.  Nous  aurons 

/    s  „  dx        n  „  dz  1  dp 

<»<>  x 

en  designant  par  x\  y\  z"  les  derivees  secondes  de  a?.,  y,  z  par 
rapport  au  temps  dans  le  mouvement,  par  Q,  la  quantite 

dqi  dqi  0qx 

el  en  remarquant  qu  on  a 

dp  dx  dp  dv  dp  dz  dp 
dx  dqx       dy  dqx       dz  dqx  dqx 
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On  peut  ecrire  1'equatton  (27) 

,  _ .       d  (  ,  dx        ,dy       ,  dz 

( -28 )      —  (  x  h  y  —  -+-  z'  

;      dt\    dqx      J  0qx  d<h] 

(,  d   dx         ,  d  dy         ,  d    dz  \  1  dp 

X  dl  dq[  ~l~  ?  dt d~qx~>r '  Z  dl  ~dqx)  ~  ?  dq[' 

Or  x\  derivee  premiere  par  rapport  au  temps,  peut,  d  api  es  (  :>..r) ), 
s'ecrire 


dx    ,       dx  dx  dx 

x  = 

On  en  conclut 


dx       dx'  d   dx  dx' 

dqx       dq\  '         dt  dq ,  dqx 

et  deux  formules  analogues  poury  el  3.  Posons  alors 

T  =  -  (x"1  -+-  v'2  -+-  z'- )  =  -  (     -+-  ^;  +-  ji^  ; 
I'equalion  du  mouvement  (28  1  devient 


1  dp 


on  nbliendra  de  meme  deux  a u ires  filiations 


(29) 


jLf  —  \—*F  t  dp 

dt    dq*}       0q\    ~  ^      p  t><7? 


Mr'— N\-  —   o  ---^ 

■  dt  \dq'J       dq3       <3      p  dy, 


Ces  Irois  equations  remplaceul  Irs  trois  equations  (  >6). 

Les  quantites  Q,,  Q2,  Q3  sobliennenl  comme  nous  L'avons  \u 
dans  ie  premier  Volume.  Pour  avoir  Q,,  imaginons  le  deplacemenl 
virlud  &r,  6v,  6;,  deduil  des  formules  (a5)  en  v  supposanl  y2,  </s 
et  t  constants  el  faisanl  varies-  q{  de  0^1  :  pour  ee  deplacemenl,  le 
Iravail  de  la  force  V  Y",  /  est 

\  oar  -      ly  -  I.  oz  =  Q,  07,. 


(  )li  a  de  meme  Qa  el  (  )  ,. 

Dans  le  eas  ou   les  forces  V   V         derivent  d'une  loud  ion 
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U(x,  y,  s,  /)  pouvant  contenir  t,  on  a 


(3o) 


O  —  —  —  —  £L  dV  dz  -  dlJ 
vl       d.i:  0qx       dy  dqx       dz  dqx  ~~  dqx 


Co  mine  application,  il  serait  facile  d'ecrire  Les  equations  du 
mouvement  d'un  fluide  en  coordonnees  polaires  dans  l'espace  :  il 
suffirait  de  reprendre  les  calculs  faits  dans  le  premier  Volume 
pour  obtenir,  a  l'aide  des  equations  de  Lagrange,  le  mouvement 
d'un  point  en  coordonnees  polaires  dans  Fespace. 

Les  equations  (29)  du  second  ordre  en<y,,  <y2?  ^3  contribuent 
a  definir  ces  parametres  ainsi  que  p  et  p  en  fonction  de  t  et 
de  tf,  gl  ql 

Equation  de  continuity  analogue  4  celle  de  Lagrange.  —  II  faut 
joindre  a  ces  equations  1'equation  de  continuite  ecrite  dans  le  nouveau 
systeme  de  coordonnees.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  fa  ire  en  s'appuyant  sur 
les  proprietes  des  determinants  fonctionnels.  Employons  la  notation  clas- 
sique 

D(/,  ?i  40 
D(x,y,  z) 

pour  designer  le  determinant  fonctionnel  de  f,  c,  <l  regardes  comme  fonc- 
tions  de  x,  y,  z. 

Dans  le  calcul  precedent,  x,  y,  z  peuvent  etre  regardes  comme  des 
fonctions  de  </i,  qiy  73  et  de  t\  qu  q*,  q3  comme  des  fonctions  de  q^, 
g\,  q%  et  de  /;  enfin  q^,  </!J,  q"  comme  des  fonctions  de  a,  b,  c.  On  a 
alors,  pour  le  determinant  appele  D, 

DQ,,r,  s)        V(x,y,  ~)     r>(yf,  g,,  ya)  D(gl  g%,  g%) 
D(«,  b,  v)   -  !><//„  ?2,  q>  ,  D(?\\  D(a,  6,  c) 

Comme  le  dernier  des  trois  determinants  ci-dessus  est  constant,  1'equa- 
tion de  continuite  qui  consisle  a  ecrire  que  p  D  est  constant,  pour  une 
meme  parlicule  fluide  revient  a  ecrire  que 

,  j.2  ,  9    r>(.r,  y.  z)     r)(</,,  g*.  73) 

?  i><  '/!•     73 )        '/8<  y!J 1 

f'si  constant  pour  une  nn'me  particule  fluide. 

Par  cxemplc,  en  coordonnees  polaires  dans  I'espace  ;•.  6.  w. 

(33)  x  =  /•  sinO  cosw,       y=r  sin  8  sin  o>,       z  =  /  cosO, 
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on  a 

\)(x.  y.  z)  , 

-=  — '  =  r!  shift. 

D(r,  6,  w) 

On  aura  done  pour  1'equation  de  continuite 

(34)  pr»  sin 0  f|l)(,\f'  to)  ,  =  const. ; 

r  D(/-0,  0o,  w0) 

a  l'instant  initial  p,  /*,  0,  w  deviennent  p0,  r0,  0o,  u>0;  la  constante  est  done 


III.      VARIABLES  D'EULER. 

734.  Equations  du  mouvement.  —  En  appelant  w,  c,  w  les  pro- 
jections de  la  vitesse  de  l'element  fluide  qui,  a  l'instant  passe 
ail  point  geometrique  a?,  y,  z,  nous  avons  vu  (n°  696)  que  les  pro- 
jections de  l'acceleration  J  de  cet  element  sont 

t  du         du         du  du 

Jx—  "   ^  HP-r  h«P-  h  ~f 

<fcr         djK  d£ 


Les  equations  generates  du  mouvement  des  fluides  parfaits  (  n°  723 
deviennent  done  dans  ce  systeme  : 


(35) 


l  dp 

X  — 

du 
dx 

du 

OU 

~Wdl~ 

du 

p  dx  ~ 

~vTy 

I  dp 

pdf~ 

Y 

dv 
U  dx 

dv 

'  *y 

dv 
W  dz 

dv 
dt' 

Z  - 

dw 
dx 

)w 

dw 
—  w  

OZ 

Ow 

p  dz 

~vd~i 

01 

Ges  equations,  jointes  a  1'equation  de  continuite  ( n"  699) 

(36)  ^  +  *PfLU^  +  i^==o 

dt  dx  dv  dz 

et  a  1'equation  caracteristique 

($7)  $KP,  p,  x  >  =  o, 

forment  un  systeme  de  cinq  equations  contribuant  a  definir  a,  v} 
(v,  p  et  p  en  fonction  des  variables  independantes  x,  v.  z.  t.  Les 
conditions  initiates  et  les  conditions  aux  limiles  s'expriment 
com  me  nous  l'avons  vu  plus  haut  (n°  727 ). 
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735.  Exercice.  —  Mouvement  dun  liquide  pesant  s'ecoulant  par 
le  fond  d  un  vase  de  revolution  d'axe  vertical;  hypothese  du  mou- 
vement par  tranches  paralleles. —  Soit  un  vase  de  revolution  aulour  de 
la  verlicale  descendante  O* ;  ce  vase  est  plein  d'un  liquide  pesant  immo- 
bile jusqu'au  niveau  Ox  :  nous  prendrons  ce  niveau  pour  plan  des  xy, 
I'axe  Oz  etanl  dirige  vers  le  bas.  Supposons  qu'a  1'instant  t  =  o  on 
debouche  une  large  ouverture  circulaire  horizontale  At  B,  dans  le  fond 
du  vase  et  imaginons  que  le  vase  soit  alimente  de  facon  que  le  niveau 
resle  horizontal  et  constant.  On  demande  de  trouver  le  mouvement  du 
liquide. 

Nous  donnerons  une  solution  approchee  de  ce  probleme,  fondee  sur 
I'hypothese  du  mouvement  par  tranches  paralleles  ('). 

Le  mouvement  elant  evideinment  symetrique  autourde  Oz,  la  vitesse  W 
d  un  element  peut^lre  decomposee  en  deux  composantes,  I'une  w  parallele 
a  O^,  I'autre  s  dirigee  suivant  le  rayon  perpendiculaire  a  Oz.  Nous  admet- 
trons  que  la  forme  du  vase  est  telle  que  s  soit  negligeable  par  rapport  a  w  ; 


Kig.  328. 
Ag  0  Bp  * 


cette  hypothese  exige  que  les  parois  du  vase  soienl  peu  inclinees  sur  la 
verticale,  puisque,  sur  la  paroi,  la  viiesse  W  doit  etre  tangente  a  la  paroi. 

Nous  supposerons  done  s  nul  et  nous  admettrons  de  plus  que,  en  tousles 
points  d'une  me'me  section  S  perpendiculaire  a  I'axe,  toutes  les  vitesses  w 
sonl  les  memes.  D'apres  cela,  w  est  une  fonction  de  z  et  t.  Pour  5=0, 
w  prend  une  valeur  w0  qui  est  la  vitesse  des  points  de  la  surface 
libre  A0B0,  et,  pour  une  certaine  valeur  z  =  h  egale  a  la  profondeur  du 
vase,  w  prend  une  valeur  w>,  qui  est  la  vitesse  des  points  de  la  tranche 
AjB,  constituant  1'ouverlure,  e'est-a-dire  la  viiesse  d'ecoulement.  Appe- 
lons  S0,  S  et  Si  les  aires  des  sections  A0B0,  AB  et  AtB!  :  S0  et  Sj  sont 
constants,  S  est  fonction  de  z  {fig.  328). 

Actuellement  I'equation  de  continuile  est  remplacee  par  cette  condition 
que  le  volume  liquide  qui,  dans  le  temps  dt,  traverse  une  section  droile 


(')  Voir  Hydromechanics  de  Besant,  et  Elementary  Treatise  on  Hydro- 
dynamics de  Basset. 


A.  —  III. 


a  3 
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quelconquo  AB  est  le  meme  pour  toutes  les  sections  :  on  a  done 
(38)  S0iv0  =  Sw  =  S,  w\. 

D'aprcs  nos  hypotheses,  u,  v  sont  nuls,  w  est  une  fonction  de  z  <*t  t  :  la 
seulc  force  appliquee  est  la  pesanteur,  X  =  Y  =  o,  1  =  g.  Sur  les  trois 

dp  dp 

equations  d  Euler  (35),  les  denx  premieres  montrent  que  —  ct  —  sont 
nuh;  p  est  done  fonction  de  z  et  t  seulenicnt;  la  troisieme  donne 

i  dp  d\v  dw 

(  3q  )   —  =  f  !  w  

V  y;  p  dz       6        dt  dz 

D'apres  les  conditions  (38)  on  a 


"'  =  -s 


oil  S  est  fonction  de  3  seul  et  tv0  de  t  seul;  done 


div  _  S0  dwy 
~oT  ~  S"  dt 


L'equaiion  (39)  est  alors 


1  dp  S„  dw0  dtv 

p  dz  =  8  ~  S"    dt  ~z  ' 

Donnons  a  I  une  valeur  constante,  multiplions  par  dz  et  integrons;  nous 
a  vons 

1  fc  du'n    Cz  dz  1 

oil  F(/)  destgne  la  constante  d'integralion  qui  peut  dependre  de  /. 

Pour  z  =  o  la  pression  /?  est  la  pression  almosphei  iq ue  II  et  la  vilesse  w 
la  vitesse  w0  a  la  surface  libre  :  done 

-  n  -4- F(M. 

?  ,J> 

De  meme  pour  z  —  h,  la  pression  p  a  I'oriGce  d'ecoulement  est  sensible- 
ment  egale  a  la  pression  atmospberique  II,  et  \v  a  wx  : 


P.  .'0      ^  2 


Ketranclions  ces  deux  relations  membre  a  membre,  en  designant  par  a 
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I'integrale    J      —  qui  depend  de  la  forme  du  vase  :  nous  aurons 


c'est-a-dire ,  d'apres  (38), 


Comme  S„  est,  par  la  nature  meme  de  la  queslion,  superieur  a  S'i,  le 
coefficient  de  ivj  est  negatif,  et  I  on  peut  ecrire 


en  posant 
On  en  deduil 


^  =*U'-«-s). 

/a  b0  \  Sf        /  a    0  A" 

i    I     r/u>0  «7(v0  I 

X    rf/    =     —         ;  1-    ;   . 

'1  A  [A  —  O'o        A  -t-  WP'o  J 


D'ou,  en  integrant  et  remarquant  que,  pour  t  =  o,  »v0  =  o,  car  le  liquide 
pari  du  repos, 

X  -*-  «'o 

aAii  =  log- — : — - , 
A  —  w'o 

e\l>t  e->.A7 

Wv  =  A  eXA/H_  '  ; 

IjA  vilesse  d'inie  tranche  quelconque  tv  et  la  vitesse  d'ecoulement  ivj 
soni  ensuile  donnees  par  les  relations  (38). 

Quand    /  augmente  indcfiniment,    <v0  tend  vers  la  limite  X;  w  et  «vj 
S  S 

temlent  \eis  les  limiles  i  -g- ,  'jC  mouvcinent  tend  done  vers  un  elat 

perinanenl.  La  limite  de  la  \iie>se  d'ecoulement  est,  d'apres  les  valeurs 
de  X  et  A, 

.  So      „  .  /  -xffh 

Dans  le  cas  particulier  oil  S(  est  petit  par  rappori  a  S«.  cette  limite  est 
voisine  <l e  \J  >.gh- 

Nous  reli  ouverons  ce  rcsullat  directenient  dans  l'etude  du  mouvement 
permanent  ( n"  744). 

736.  Autre  forme  des  equations  du  mouvement.  —  On  prul 
ecrire  uutrement  les  equation*  du  mouvemenl  u3.5 1  <'n  faisant 
apparaitrc  les  coniposantes  /„  ^  Hu  vectcur  tourbillon  au  point 
( jc,  V,       a  linslant  /. 
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Pour  cela  remarquons  que,  W2  designant  1c  carre  de  la  vitesse 
d'un  element, 

on  a  idenliquemenl 

dx  \ ).       J         dx        dx  Or 

et,  par  suite, 

du        du         du       0  /  i  ,,r.\        (da      dv\          ( du  d»>\ 
u  —  -hv---*-w-  —   -  W*   =f(-  —    -+-  iv  —  ; 

dx        dy         dz       dx\i       J         \dy      dx  J  \dz       dx  J 

(Toil,  d'apres  la  notation  employee  pour  les  tourbillons  (n°  705). 

du        du  du        d  (  i  \ 

dx        dy         dz       dx  \  i  / 

Transformant  de  meme  les  quanlites  analogues  qui  figurentdans 
les  equations  du  inouvemenl  (35),  on  voit  que  ces  equations 

/  r    \  du 

2(7)  tV  —  £  V)  —  — , 

t>  dw 


peuvent  s'eerire 


(4o) 


737.  Cas  oii  p  etant  fonction  de  p  les  forces  derivent  d'un  poten- 
tiel.  — Nousavons  deja  eludie  ce  cas  aveo  les  variables  de  Lagrange 
(n°  730)  et  nous  avoirs,  pour  ce  cas,  demon  Ire  le  iheoreme  de 
Lagrange  d'apres  Caucliy.  Avec  les  variables  d'Euler,  on  peut 
retrouver  les  memes  resullals  to  mine  il  suit : 

Supposons  que  p  ==/(/))  el  posons,  comme  plus  haul, 

•V.  ? 

supposons,  en  outre,  que  Ton  ait 

Ox  Oy  ()z 


U  etant  fonction  de        r,  5,  t.  Les  equations  (4o)  pourronl 
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s'£crire 

i  du       ■  dU 
(4.)  _+,(C„  _{W)==__, 

I  ,  an 

[■3r  +  »(?«--i«)=--5i. 

ou  H  esl  la  quanlile 

(4a)  H  =  I  W'-h  l>  —  U  =  -  W*-Q, 

en  designant,  comme  plus  haut(n°730),  par  Q  la  difference  U  —  P. 

Equations  de  Helmholtz.  —  Eu  eliminanl  la  fonction  II  entre 
ces  equations,  nous  obtiendrons  trois  relations,  equivalentes  a 
celles  que,  d'apres  Cauciry,  nous  avons  deduites  de  {'elimination 
de  Q  entre  les  equations  ( i5)  du  n°  730. 

Ecrivons,  par  cxemple, 

d_(d\\\  _  d_  /m\  _ 
dy\dz)  dz\dy)-°- 

Nous  aurons 

d*w       d*v  d  .         d  ¥  . 

— —  — —  -|-2-r-($l>  —  V\U)  —  -1  —  (£tt  —  %W)  =  O. 

dt  dy      dtdz        dy  1    '  dz 

D'apres  la  valeur  de  £,  l'ensemble  des  deux  premiers  termes  esl 
egal  a  :>.       on  a  done,  en  developpant, 


dP  d\ 

-»-  V  h  \v 


dt      >/dv       dw\         du      vdu         I <h\  t)£\ 


dt  dy 
Mais  on  a  identiquement 

dl      d*  dl 
-i  -+-  -i  h-      =  o, 
(>z 

et,  d'apres  1'equation  de  continuite, 

i  dp      du      dv  dw 

 1  H  — —  =  O. 

p  a<       da:  dz 
RemplaQons  alors,  dans  l'equation  ci-dessus,       -f-      par  —  ^ 
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dv    ,    dw             du        i  do      ,,  , 
et  par  :  ,  elle  devient 

)y        dz  r  dx        p  dt 

d%         d\         t)\  d\       \  do      ,  du        du       ■  du 

Tt+nTx  +  vTy  +  wTz--ott=^T^^Ty^Tz> 

les  quatrc  premiers  termes  fornienl  la  derivee  de  \  par  rapport  au 
temps,  prise  en  suivant  ['element  lluide  dans  son  mouvement, 
d- 

c'esl-a-dire  -r  :  on  a  done 
at 


ou  encore 

(43) 


d\  <•  do  _  c  Ou  du  du 
~dl~~  ~o~dt  ~~  *  dx      ''  dy      *  dz 


d.  f\\  _  ;  du  r\  <)i.  £  du 
dt  \  p  /       rp  Ox       p  Oy       p  Oz 


(43' 


On  aurait,  par  im  caleul  analogue,  les  deux  equations 

^  (  ri  \       ^  dv       7)  dv       £  dv 
dt  \  p  /       p  <>x       p  p  dz  ' 

dt  \  p  /        p  d.i:       p  r/;'        p  <>£ 


Ces  equations  out  ete  employees  par  llelmholtz  pour  demontrer 
d'importants  theoremes  relatifs  aux  tourbillons,  sur  lesquels  nous 
reviendrons  plus  tard. 

Nous  al tons  moutrer  conunenl  on  en  deduit  facilement  le  theo- 
renie  de  Lagrange. 

Demonstration  du  theorem?,  de  Lagran  »c  deduite  des  equa- 
tions de  Helmholt  z.  —  Si  Ton  suit  line  particule  dans  son  mou- 
vement, les  coordonnees  y,  z  de  cette  parlicule  sont  des  fonc- 
tions  du  temps,  ainsi  que  w,  r,  »r,  c,  r,,  s  «t  p-  On  peut  alors 
regarder  les  equations  (43)  e'l  (4^r)  comme  un  sjsteme  de  trois 

equations  diilereutielles  lineaires  et  homogenes  definissant  -,  -  ,  - 
4  0  P   P  P 

en  ionction  du  temps,  les  coefficients  de  ces  equations  —  >  — 

. . .  elant  des  fonctions  du  temps.  Lintegration  de  ces 
equations  fournira  pour  ^>  -' »  ~  des  fonctions  de  I  dependant 
d'une  facon  lineaire  et  homogene  de  trois  constantes  arbitraires 
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qui  seront,  parexemple,  les  valeurs  — ,        -  des  trois  fonctions 

Po     po  po 

a  l'inslant  initial.  On  aura  ainsi  des  expressions  de  la  forme 

[  ;  =  j* /.(<>, 

1  P       Po  Po  po 

I  P       Po  po  Po 

1  P       Po  Po  po 

Des  lors,  si  a  l'instant  initial  la  rotation  de  la  particule  tluide 
consideree  est  nulte,  £o>  rio->  ?o  sont  nuls  et,  par  suite,  £,  r„  £  le 
sont  a  un  instant  quelconque. 

Gette  demonstration  revient  au  fond  a  celle  de  Cauchj  :  si  dans 
les  relations  (21)  etablies  au  n"  730,  d'apres  Cauchj,  on  rem- 

place  D  par  ^>  on  obtient  precisement  les  relations  (44)  dans 

lesquelles  les  fonctions  /:»(0>  •••  sont  connues  et  egales 

*        Tb'  ....  II  resulte  de  la  que  les  relations  de  Cauchj  (21)  du 

£  Y 

n°  730,  dans  lesquelles  on  considere  — ,  — ,  —  comme  des  cons- 
^  Po     po  Po 

tantes  arbitraires,  constituent  precisement  les  integrates  generates 

des  equations  de  Helmholtz  (43)  et  (43')  regardees  comme  defi- 
i  Y 

nissant  -.      -  en  fonction  du  temps.  G'est  ce  qu'on  verifiera  faci- 
p    p    p  1 

lenient  (voif  aux  Exercices). 

738.  Cas  ou  p  etant  fonction  de  p  les  forces  et  les  vitesses 
derivent  d'un  potentiel.  —  L'integration  des  equations  se  simplifie 
quand  les  trois  conditions  suivantes  sont  remplies  : 

i°  La  densite  est  fonction  de  la  pression; 

20  Les  forces  X,  Y,  Z  derivent  d'une  fonction  U(#,  y,  3,  t) 
pouvant  contenir  t\ 

3°  Les  vitesses  v,  w  derivent  d'un  potentiel  o(^,  r,  t) ;  en 
d'autres  termes  les  tourbillons  sont  tous  nuls. 

Posons  alors,  comme  plus  haut, 


0-0-/4; 
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les  Equations  (35)  du  rnouvement  prennent  la  forme 

du        du         du      du  dQ 

u  h  v  h  w  - — i —  =  o, 

dx        dy  dz       dt  dx 


En  remplac,ant  u,  v,  w  par  on  ecrit  la  premiere  de 
ces  equations 

do  d*o      do    d^o  do    d*o  d*^ 

dx  dx2      dy  dx  dy  dz  dx  dz  dx  dt      dx  ~~  ° 


ou  encore 

dx('i[\dxj       \dy)       \dz)  J  dt 
ce  qu'on  peut  ecrire 


-Q 


W2  etant  le  carre  i*4 -f- 1>2 -h  de  la  vitesse  de  l'element  place 
en  y,  z.  Les  deux  autres  equations  du  rnouvement  montrent  de 
menie  que  les  derivees  partielles  de  la  quantite  W2-h  ~  —  Q, 
par  rapport  a  jeU,  sontnulles. 

Gette  quantite  est  done  independante  des  variables  X,  y,  z  et  ne 
depend  plus  qae  de  la  quatrieme  variable  t.  On  a  ainsi  l'equation 
unique 

(.15)  iw,+  i-Q  =  t^) 

ou,  d'apres  la  definition  de  H  (eq.  42), 

(46)  H-t-$  =*<!), 

at 

qui  remplace  les  trpis  equations  du  rnouvement.  On  peut  faire 
rentrer  la  fonction  du  temps  ty(t)  dans  En  eflet,  jusqu'a  present, 
cette  fonction  o  a  ete  definie  uniquement  par  cette  propriete  que 

do  do  do 

u  =  — ^  ,         ('  =:  —i- ,  —  _l  . 

oar  dy  dz 

or,  toute  autre  fonction  o,  di  tie rant  de  ©  par  une  fonction  de  t 
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seulement,  par  exempli 

possede  evidemment  la  meme  propriete  et  peut  egalement  servir 
de  potenliel  de  vitesses,  puisque  les  derives  partielles  de  cp«  par 
rapport  a  3,  sont  identiques  a  celles  de  cp. 

Mais  alors  1'equation  (4^>)  s'ecril 

1         de  x 

En  resume,  les  equations  du  mouvement  peuvent  £tre  ramen£es 
aux  suivantes  : 

dp       d  (  du\        d   I   d<p\       d   I  d*\ 

p  =  /(*>)• 

La  deuxieme  de  ces  equations  est  1'equation  de  continuite  (36); 
la  troisieme,  1'equation  caracteristique. 

On  a  ainsi  trois  equations  pour  determiner  cp,  p  et  p  en  fonction 
de  x,  y,  z,  t  :  la  fonction  cp  n'est  determinee  qu'a  une  constante 
additive  pres,  car  cp  ne  parait  dans  toutes  les  equations  que  par 
ses  derivees  partielles.  II  faudra  distinguer  deux  cas  suivant  que  cp 
est  uniforme  ou  non  dans  le  fluide  (n°  710). 

Liquide  incompressible  a  temperature  constante.  —  Dans  le 
cas  ou  p  est  constant,  l'equalion  de  continuite,  dans  l'hypothese 
d'un  potentiel  de  vitesse,  cp,  se  reduit  a  1'equation  de  Laplace 

Acp  =  o 

que  nous  H\ons  etudiee  en  detail  a  propos  de  l'attraction.  Comme 
la  fonction  Q  est  alors  egale  a  U  —  -  il  faudra  integrer,  sous  les 
conditions  initiates  et  les  conditions  aux  limites,  les  deux  equa- 

d*<p       d2cp  r)?cp 

delinissanl  p  et  cp  en  fonction  de  x,  y,  z,  t. 
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Dans  ces  equations,  la  somme  (57)  (^)  (5?)  esL  ^ga^e 
au  carre  W2  do  la  vitesse. 

Remarque.  —  On  pent  evidemment  rattacher  les  resultats  de  ce 
numero  aux  equations  (41)-  Actuelleinent,  le  mouvement  etant 

irrotationnel,  £,      ?  sont  mils;  de  plus,  ~  =  ^  *  1  •••• 

Les  equations  (4i)  s'ecrivent  done 


ox  \  Ot  ,1 
o>\  at/ 

<>5  \  dtj 


elles  montrent  que  la  fonction  H      ~  est  independante  de  y, 
comme  nous  l'avons  vu  par  un  ealeul  direct. 

739.  Exercice  —  Une  masse  liquide  denude  de  poids  ajfecte  la 
forme  d'une  couche  spherique  de  rayon  erterieur  a  entourant  un 
noyau  spherique  solide  de  rayon  b  :  la  surface  exterieure  de  cette 
couche  est  souniise  a  une  pression  constante  II.  Dans  ces  conditions,  le 
systeme  est  en  equilibre.  A  un  instant  donne,  t  —  o,  le  noyau  solide 
interieur  est  aneanti  :  trouver  le  mouvement  du  liquide. 

C«tt  exercice  est  emprunte  a  I'Ouvrage  intitule  :  «  An  elementary 
Treatise  on  Hydrodynamics  and  Sound  »,  by  A.  B.  Basset,  M.  A., 
F.  K.  S.,  Trinity  College,  Cambridge,  1890,  p.  25. 

II  est  evident,  par  raison  de  symetrie,  que  la  vitesse  de  chaque  element 
est  dirigee  vers  le  centre  el  que,  a  chaque  instant,  les  points  qui  sont  a  la 
meme  distance  du  centre  out  la  meme  vitesse  :  les  surfaces  libres  inte- 
rieures  et  exterieures  reslent  done  spheriques. 

Le  liquide  parlant  du  repos,  le  mouvement  est  irrotationnel,  d'apres  le 
theoreme  de  Lagrange.  Les  vitesses  derivent  done  d'un  potentiel  <p.  Si  Ton 
prend  comme  origine  le  centre  commun  O  des  deux  spheres,  point  qui 
resle  fixe,  et  si  I'on  appelle  /•  la  distance  d'un  element  fluide  au  centre,  la 
fonction  cp  est,  par  raison  de  symetrie,  fonction  des  seules  variables  r  et  t. 

Kcrivons  qu'elle  verifie  l'equation  de  continuite 

c2  cp      <)2  cp      d*  o 

— -  H  1  H  -  —  o. 

Ox'-       Oy*  dz* 
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On  a,  puisque  <p  depend  dc  x,y,  z  par  1'intermediaire  de 
r  =  yj x*  -h  y%-\-  zt, 

Of       do  x 


dx      dr  r 


d*  o  _  d2  <p  a;*       dcp  /  i       :r*  \ 


d*<D    dio  . 

on  a  de  meme        »        >  d  ou  pour  ('equation  de  conlinuite 


d*  o      *i  do 

~dr*  ~*~  r  do  ~  ° ' 


ce  qu  on  pent  ecrire 
On  a  done 


dr  \  di 


-S -'<')■ 


F(0  designant  une  fonction  de  *  et 

F(/) 


H-Fi(0, 


Ft(£)  etant  une  deuxieme  fonction  de  t.  On  pent  alors  ecrire  les  compo- 
santes  u,  v,  w  de  la  vitesse  W  qui  sofct  les  derivees  parlielles  de  <p  par 
rapport  a  x,  y ,  z.  La  vitesse  elie-meme,  eslimee  positivement  suivant  le 
prolongement  du  rayon  r,  a  pour  expression 

dr 

la  derived  elant  prise  suivant  le  rayon,  e'est-a-dire 

(■19  ^ 

Com  me  le  systeme  \£irl  du  r^pos,  W  est  nul  avec  t;  la  fonction  F(t) 
s'annule  done  avec  t. 

La  premiere  des  equations  generales  (48)  donne  alors,  puisque  U  =  o, 

(5o)  P  =  nU-r,(l)-,-w. 

p         r  i 

Appelons,  a  un  instant  quelconque  t,  R0  le  rayon  de  la  sphere  exterieure, 
VV0  la  vitesse  des  elements  situes  sur  cette  sphere  :  R0  est  une  fonction  de  t 
et  I  on  a  evidemment 

d'apres  la  formule  ( 49 )  *  appelons  de  meme  Hi  le  rayon  de  la  sphere  inte- 
ricure  et  \V,  la  vitesse  des  elements  silues  sur  cette  sphere  :  nous  aurons 
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de  me  me 

dRt  F(t) 

Comme  a  cliaque  instant  la  pression  exterieure  est  n  et  la  pression  inte- 
rieure  o,  on  a,  en  faisant  successivement  r  =  R0  et  r  =  R|  dans  I'equa- 
tion  (5o), 

D'ou,  en  retranchant  et  remplacant  VV0  el  Wi  par  leurs  valeurs  (5i) 
et  (52), 

? 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  equation  par  i¥(t)dt  en  remar- 
quant  que,  d'apres  (5i)  et  (5i),  i¥(t)dl  est  egal  a  sRg  dR0  et  a  2  Rf  dl\t. 
Nous  pouvons  ecrire 

•.;«t.«.-.»(«)r(.)-.(^-^)-f(o©-®- 

Le  deuxierne  membre  est  alors  la  diflerentielle  du  produit 
d'ou  en  integrant 

C  designant  une  constante  que  Ton  determine  en  remarquanl  que,  pour 

f  =  o,  R,  =  b  el  F(//)  =  o.  Done  G  =  -         e,  |»on  a  liquation 

3  P 

(53)  |i'(R?_61)  =  ,,(0(j._J.). 

On  trouverait  de  meme 

(54)  |'I(R,_a5)  =  I,(n(jl-J-). 

Ces  deux  equations  exigent  que 

R3_R5  =  a9_^ 

condition  evidenle,  car  le  volume  liquide  compris  entre  les  deux  spheres 
limites  est  constant.  Ces  equations  permettraient  de  calculer  R0  et  R,  en 
fonction  de  t\  par  exemple,  pour  calculer  R,,  il  suffirailde  remplacer  dans 

la  premiere  R0  par(R5~i-a3 — b3)*  et  F(t)  par  Rf        •  On  aurait  ainsi 


CIIAPITRE  XXXIV.  —  DYNAMIQllE  DES  KLUIDES  PARFAITS.  365 

une  equation  diflercntielle  du  premier  ordre  donnant  Ri  en  fonction  de  t. 

Celte  equation  diflerentielle,  dans  laquelle  on  remplace  —jj-  par  W,,  donne 

la  vitesse  W,  en  fonction  de  Rj 

Kaisons  le  calcul  dans  I'hypothcse  que  le  liquide  s'etend  a  I'infini  :  alors 
a  =  oo,  R0  =  oo.  I/equation  (r>3)  devient  done 

!2f£>. 

a  p  Rt 

Un  y  remplacant  F(t)  par  RJ  on  a 


</R,  _  All  y/63-  Rf 


ou  il  faut  prendre  le  signe  — ,  car  Rt  diminue  quand  t  augmente.  En  sepa- 
rant  les  variables,  on  a  /  en  fonction  de  R|,  par  une  quadrature.  Si  Ton 
veut  calculer  le  temps  T  au  bout  duquel  la  cavite  est  pleine,  il  faut  inte- 
grer  par  rapport  a  R:  de  b  a  o;  ce  temps  est  done 

t>  .3 

/\a  / 

T 

V  aU  / 

*J  o 

ou,  en  faisanl  RJ  =  hlx, 


=  ,/i£  f  RirfR< 

V'V,  v^R?' 


L'intcgrale  definie  a  une  vaieur  purement  nu merique  :  e'est  une  integrale 
eulerienne  de  premiere  espece     (  g*  ^  )  clu'  a  P0l,r  expression  ( 1 ) 

r?5rl   ^  r; 


'1 


car  r  -  =  y/7T. 


740.  Equations  analogues  a  celles  d'Euler  dans  un  systeme  quel- 
conque  de  coordonnees.  —  Nous  avons  indique  au  n"  733  comment  on 
peut  ecrire,  dans  un  systeme  quelconque  de  coordonnees  <jrt,  qz,  q3,  les 
equations  du  second  ordre  defiiiissant  q{,  qt,  q3  en  fonction  de  /  et  de  q{\s 

Posons 

(A)  u*--jt'  u*~iu" 


(')  Voir  Elements  d' Analyse  mathe'matiqtte,  par  I*.  ArrKi.1.,  (Uiap.  XIX,  §  V. 
(  Gaulhici-Villais). 
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Ges  irois  quantites  sent  fonclions  de  t,  q\,  q\,  q\\  inais  on  peut  les 
considerer  aussi  comme  fonctions  de  t  et  de  qu  qt,  q3.  Ce  nouveau  sys- 
tfcme  de  variables  independantes  est  analogue  a  celui  d'Eulcr.  Nous  desi- 
gnerons  par  un  d  de  ronde  les  derivees  parrielles  prises  par  rapport  an 
temps  dans  ce  nonveau  sysleme.  Soit  alors  f('/\,  qi,  ^j,  t)  line  fond  ion 

des  nouvelles  variables;  on  pent  avoir  a  prendre  la  derivee  ^  par  rapport 

a  t  en  regardant  q\%  qt,  y3  comme  constants,  on  la  derivee  totale 

par  rapport  a  (  en  regardant  qu  </5,  <y3  comme  des  fonctions  du  temps. 
Cetle  derivee  totale  a  pour  expression  devcloppee,  d'aprcs  (  A). 

df      df  Of  of  <)f 

—  =  — -  II |  H  —  Hi  H  —  M3  •+-  —  ■ 

dl       dqx  <>qr  Oq*  01 

Les  equations  de  Lagrange,  ecrites  au  n"  733,  s'ecrivent  alors  immedia- 

11  i  d(J\  dffa 

lement  dans  le  nouveau  sysleme  :  pour  eela,.on  y  remplacera  — ~- »  -~  > 

—jj  >  Par        Mj,  u3,  puis  les  derivees  totales  sccon  ties  >  "••  ,,u 

du, 

it'  — 

_  =  m  +-  —  //.,-+-  — — ■ 

at         Oqi  dq7  0q3  0t 


II  restera  en  outre  a  transformer  I'equaiion  de  eontinuite. 

Equation  de  eontinuite  analogue  d  celle  d' Elder .  —  besignons,  pour 
abreger,  par  M  le  determinant  fonctionnel  de  .r,  y,  z  par  rapport  a  qlt 
7i>  «/3  el  par  K  le  determinant  fonctionnel  de  r/i,  </2)  73  par  rapport  a 

D(.r,r,s)  =  D(y,.7»-7») 

L'equation  de  eontinuite  que  nous  avons  etablie  (  n°  733)  exprime  que  le 
produil  pMK  est  constant  pour  une  me  me  pariicule  lluide.  La  derivee 
torale  de  ce  produit  par  rapport  a  t  est  done  nulle.  Nous  ecrirons,  en  pre- 
nant  la  derivee  logarilhmique , 

i  dp       i   «/M        i   dK  _ 

p  di  ~^  m  in  ^  k  ~jj  ~  °' 

Calculous  le  dernier  terme.  On  a 

dt  -  D(yy.y!|<7">  ;   D(y«.  r/-.  y")  "h  L)(7,i,^7,J'7"'' 


comme  il  resulte  de  ce  que  la  derivee  d'un  determinant  est  la  somme  des 
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determinants  obtenus  en  prenant  successivement  les  derivees  des  diverses 


[nes  ou  colonnes  el  de  ce  que 

d_  I  dg{  \  d   /  dqx  \  _  dux 

dt  \dy? /  ~~  dql{  \  dt  )  dq\ 


Mais  a,,  mj,  a3  peuvent  elre  supposes  exprimes  en  fonction  de  qx,  qt, 
qit  t\  alors 

d(mi,  7t,  93)  _  P(     9*1 73 )  D(y-i.     q-i)  _  <)"\  K 

De  meme  le  deuxieme  et  le  troisienie  determinant  de  la  forrnule(B) 

diit  _,  da, 
sont  — *K  et  — '  K. 
Oqt  dq3 
On  a  alors 

dK  _  /da  1       da2       da3\  ^ 
a*/  ~~  \dr/,       dq2  dqj 

L'equation  de  continuite  est  done  finalement 

,  _x  1  </p       1   */iV1       dat       da2  da3 

p  a7       M   a7        dq{       Oq-j,  dq$ 

bn  developpant  —  on  peut  I  ecrire 

d,Y!         <W         dYt  dM 

—  —   «i  -+-  r— as  h — ■ —  a  3  H  —  • 

dt       0qx  dgt  dq3  dl 

L'equation  (G)  pent  alors  elre  ecrite 

(V\         '  —       1  f^M"')      ^M»i>      d(Ma3)      d,Yl~|  _ 
(  j)  p   dt       M  I     dqx      ^      dq2      +      dq,      +  71]  ~  °* 

Par  exemple,  en  coordonnees  polaires  dans  lespace  r,  0,  co,  on  a 

M  =  /  2>in0. 

Posons 

dr  di)  doj 

lH=-dS         **=tt*  ">=dl' 

L'equation  de  continuite  est 

I  dp       2  da,       du%  dus 

on  peut  I 'ecrire 

i  d p       i  d(r»Kt)         i     d(a,sin0)  da3 

P  777  d7     h  sTiTo      ^       h  ~ow  ~  °' 
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Cas  particulier  des  coordonnSes  curvilignes  ortkogonale*.  —  Soient 

les  formules  de  transformaiion  :  nous  supposons  que  les  trois  families  de 
surfaces  qt  =  consl.,  qt  =  const.,  ^3  =  const,  sonl  orthogonales.  Si  Ton 
appelle  dx,  dy,  dz  les  accroissements  infiniment  petit*  de  x,y,  z  con  es 
pondant  a  des  accroissements  dqlt  dqt,  dq3,  on  a,  en  faisant  la  somme  des 
carres  de  ces  accroissements,  une  expression  de  la  forme 

ds*  =  A?  dq\ -f-  h\  dq\  -h  h\ dq\. 

Kn  prenant  le  determinant  Met  relevant  au  carre,  on  trouve  immediate- 
ment,  d'apres  les  conditions  d'orlhogonalite, 

W=*K\h\h\,       M  =  A,/t,A3. 

On  peut  alors  ecrire  les  formules  (G)  et  (E)  avec  cette  particularity 
dM 

que        est  nul. 
at 

Soit  a  partir  d'un  point  P  la  courbe  obtenue  en  supposant  qr  et  q3  con- 
stants; l  arc^i  de  cette  courbe  est  donne  par 

dsx  =  hidqr, 

de  m£me 

dst  =  A,  dqi,       ds:i  =  A3  dq* 

sont  les  arcs  des  courbes  oblenues  en  faisant  varier  seulement  q%  on  q3. 
On  introduit  ordinairement  les  composantes  de  la  vitesse  P|,  vi}  v3  suivant 
les  trois  directions  dsu  dst,  ds3  :  ces  composantes  sont 

ds  |      «  ,  , 

v\  =  -77  =  "i  "i,       vtz=zhtut,       v3=  h3u3, 
at 

et  l'equation  (E)  s'ecrit 

^  p  dt       hxhthil      dqx  dqt  dqt 

On  pourra  faire  une  application  de  cette  equation  aux  coordonnees 
polaires  dans  I'espace. 

IV.  -  MOUVEMENT  PERMANENT  EN  GENERAL. 

74-1.  Mouvement  permanent.  Filets  fluides.  —  Nous  avons  deja 
defini  le  mouvement  permanent  d'un  milieu  continu  au  point  de 
vue  cinematique  (n°  704).  Pour  que  le  mouvement  d'un  fluide  soit 
permanent  au  point  de  vue  dynamique,  il  faul  et  il  suffit  que  la 
distribution  des  vitesses,  des  pressions  et  des  densites,  aux  divers 
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points  geometriques  de  l'espace  occupe  par  le  fluide,  soit  constam- 
ment  la  meme.  En  d'autrcs  termes,  il  faut  et  ii  suffit  que  «/,  t>,  <v, 
p  et  p  dependent  uniquement  de  a?,  y,  z,  et  non  de  t. 

Les  elements  fluides  qui  passent  successivenient  en  un  point 
gdometrique  P  suivent  alors  tous  la  mdmc  trajectoire  :  de  cette 
facon,  par  chaque  point  de  l'espace  passe  une  trajectoire  et  line 
setile. 

Filet  fluide.  —  Soit,  dans  l'espace,  un  element  plan  infiniment 
petit  tf0  (voir  Jig.  329)  :  les  di verses  trajectoires  partant  du  con- 
tour de  cet  element  forment  une  sorte  de  tube,  et  les  elements 
fluides  qui  traversent  l'aire  de  l'element  <r0  se  meuvent  dans  ce 
tube  :  l'ensemble  de  ces  elements  forme  ce  qu'on  appelle  un  filet 
Jluide. 

Les  cas  ou  le  mouvement  est  sensiblement  permanent  se  pre- 
sentent  souvent  :  lorsque  le  fluide  est  soumis  a  des  conditions  qui 
ne  varient  pas  avec  le  temps,  e'est-a-dire  lorsque  les  forces  d'une 
part  et  les  conditions  aux  limites  de  l'autre  sont  invariables,  on 
admet  qu  au  bout  d  un  certain  temps  il  s'etablit  un  regime  perma- 
nent. Par  exemple,  dans  une  piece  d'eau  alimentee  regulierement, 
de  facon  que  son  niveau  reste  constant,  etdontl'eau  s'ecoule  tou- 
jours  de  la  meme  facon,  il  s'etablit  un  regime  permanent. 

742.  Mouvement  permanent  dans  le  cas  ou  les  forces  derivent 
d'une  fonction  de  forces  U(x,  y,  z)  et  ou  p  est  fonction  de  p.  — 

Thkoueme  de  Bernoulli.  —  Supposons  que  les  forces  X,  Y,  Z 
derivent  d'une  fonction  U(x,  y,  z)  ne  contenant  pas  le  temps  et 
que  la  densite  p  soit  fonction  de  la  pression  p.  En  posant,  comme 
plus  haut, 

et  remarquant  que  w,  r,  <v  et  Q  sont  independants  de  on  peut 
ecrire  les  equations  du  mouvement  (35) 

Ou        Ou         Ou  OQ 

u  he-  \-  w—  =  — , 

Ox        Oy         Oz  Ox 

Ov         dv  t/v  OQ 

u-  H'  r  +  (v  -  =  —  1 

Ox        ay         Us  Oy 

Ow        Ow         Oiv  OQ 

u  —  -f-  V  h  W       =  —  • 

0::        Oy  Oz  Oz 
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Dans  ces  equations  ne  figure  plus  le  temps,  il  est  natural  He  les 
transformer  en  ne  faisant  intervenir  que  des  elements  gcomc- 
triques;  c'esl  ee  que  nous  allons  faire  en  snivant  une  methode 
indiquee  par  M.  (iilbert  dans  sa  Mec(itii(fue  analytique  ( Parlie 
elementaire  \. 

Appelons  s  Pare  d  une  trajectoire  romptc  a  parti r  d  un  poini 
determine  P0  jusqu'a  un  point  P  de  eette  trajectoire.  LeS  coor- 
donnecs  x,  y<  5  de  P  sonl  dcs  functions  de  .9,  et  les  cosinus  de  la 
langente  en  P  a  la  trajectoire  sont 

dx  dy  (1 1 
ds       ds  ds 

La  Vitesse  en  P  etant  \V,  ses  projections  sont 

,r,  x\fdv  dz 

ds  ds  ds 

La  premiere  equation  Hn  mouvemcnl  donne  dune 

,,,/ou  dx      du  dy      on  dz\  OQ 

W  j  1  —7—  ~r-  3   —  —  , 

\  Ox  ds       Oy  ds       dz  ds  )  Ox 

on 

w  da  _  dQ  =  q 
ds  Ox 

car,  le  long  de  la  trajectoire,  u  est  fonction  de  s  pur  I'intermr- 
diairede  x,  y,  z.  On  deduit  de  meme  des  den's  an t res  equations 
du  mouvemcnt 

A„rA>       OQ  da-  c^<> 

v\  —,  -7-  =  o,  — --  —  o 

ds       dy  \* ds  dz 

■m  1    1  •   1  •  .  dx    d  y  dz 

IVlnlliplions  ces  trois  conations  respcctivemenl  par  ---  >  —  -. ,  —  > 
1  1  1  1       ds     ds  ds 

el  ajoulons-les  en  tenant  compte  des  tommies  (  r> r»  ),  nous  anions 
du        dv         dw  dQ 

{  >h)  U  —j-  -f-  V  — -  -4-  W  —r—  7-  — -  o, 

^.v 

car,  le  lung  de  la  trajectoire,  O  depend  de  5  par  linlermediaire  de 

x,  v,  3  ct  -j±  est  egal  a 
17  ds  * 

Conuiie 

\V2  =  u-  -+-  i>-  t  iv-, 
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1'equation  (  !>G)  peul  secrire 

Kile  exprime  que  la  quantite  enlre  crochets,  c'esl-a-dire  la  quan 
lite  appelee  precedemment  H  (n°  737  ),  ne  varie  pas  quand  s  varie  : 
relte  quantite  est  done  constanle  tout  le  long  du  filet  fluidt 
considere  : 

(«7)  iw«-Q  =  ©, 

ou 

H  =  3. 

Cette  relation  exprime  le  Theoteme  de  Bernoulli. 

11  faut  remarquer  que  8  est  constante  le  long  de  chaque  (ilet 
lluide;  mais  pour  chaque  lilet  G  a  une  autre  valeur.  D'une  faqon 
precise,  si  les  equations  d'une  trajectoire  sous  forme  Hnie 
son  I  (  q°  703) 

*  0,7-  *)  —  G> 

la  constante  G  est  une  fonction  des  deux  constantes  C  et  C|  dont 
les  valeurs  numeriques  definissent  la  trajectoire  d'un  element 
lluide  ou  le  lilet  lluide  considere. 

Si  i  on  emploie  le  systeme  C.  G.  S.  le  premier  membre  del'equa- 
tion  (5^)  et,  par  suite,  la  valeur  de  la  constante  G  represented 
l'energie  en  ergs  par  gramme  de  fluide. 

Considerons  un  filet  lluide  determine.  xVppclons  W0,  />„,  U0, 
Q„  1<js  valeur*  des  fonctions  "W,  p,  U,  Q  en  un  point  determine 
du  lilcl ;  en  ecrivant  que  la  fonction 

H  =  -  W*  —  Q 

2 

esl  constante  tout  1*»  long  du  filet,  on  aura,  le  long  du  lilet, 

I(VV*-\V$J^Q--Q0; 
on.  en  remplacanl  Q  par  ->a  saleur, 
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743.  Application  a  un  liquide.  Demonstration  directe.  —  Ap- 

pliquons  le  theoreme  de  Bernoulli  au  mouvement  permanent  d'un 
liquide  incompressible;  alors  p  est  constant  et 

Q..U- 

J    P  P 

/ 

Dans  ce  cas,  l'equation  (58)  s'ecrit 

(59)  Iw^U+^e, 

le  long  d'un  filet  liquide.  Si  Ton  connait  lesv  valeurs  U0,  />o>  W0, 
des  fonctions  U,  p,  W  en  un  point  determine  d'un  filet,  on  aura, 
tout  le  long  de  ce  filet, 

(60)  -W^-U  +  -P  =  -Wji-Uo-H^-0. 

2  p      a  ? 

La  constante  €,  relative  a  ce  filet,  est  alors  connue. 

Cette  formule  (  60)  donne  la  vitesse  en  Un  point  du  filet  quand 
la  pression  y  est  connue,  ou  la  pression  quand  la  vitesse  est  con- 
nue. En  resolvant  par  rapport  a  /?, 

on  Voit  que,  le  long  d'un  filet,  la  vitesse  W  ne  peut  pas  depasser 
une  certaine  limite,  sans  que  le  liquide  se  separe.  En  effet, 
p  devant  etre  positif,  il  faut  que  l'on  ail 

W*Sa(U  +c) 

en  tous  les  points  du  filet. 

On  peut,  dans  le  cas  d'un  liquide,  etablir  directement  Tequation 
de  Bernoulli  en  la  deduisant  du  theoreme  des  forces  vives. 

Demonstration  directe  pour  un  liquide.  —  Considerons  1111 
filet  liquide  determine  et  deux  sections  droites  fixes  t0  et  1 
{fig-  ^2())  :  ces  sections  sont  infiniment  petites,  d'apres  la  defi- 
nition d  un  filet  :  supposons  que  le  liquide  coule  de  <r0  vers  7  et 
appelons  W0  et  j>{)  la  vitesse  el  la  pression  en  o-0,  W  et  p  la  vitesse 
el  la  pression  en  rs.  Le  mouvement  etant  permanent,  la  masse  dm 
de  liquide  traversant  l'element  ar0  dans  le  temps  dt  est  egale  a  la 
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masse  liquide  traversant  op  dans  le  meme  temps;  or,  pendant  le 
temps  dt,  les  elements  liquides  places  sur  cr0  avancent  jusqu'en  vt 
d'une  longueur  Wdt  :  le  volume  liquide  ayant  traverse  cr0  est 

Fig.  3a9. 


\ 


done  un  cylindre  droit  de  base  <r0  et  de  hauteur  W0  dt,  la  masse 
de  ce  cylindre  est 

(61)  ^dm  =  p<70W0dl; 

de  meme,  a  l'autre  exlrcmite,  les  elements  primitivement  sur  cp  a 
l'instant  /  s'avancenl  pendant  le  temps  d£  jusqu'en  <r  et  la  masse  dm 
qui  a  traverse  cr  est 

(fa)  dm  =  piWdt. 

Ces  deux  quantites  sont  egales. 

Nous  allons  appliquer  le  theoreme  des  forces  vives  a  la  masse 
liquide  qui,  a  l'instant  t,  est  comprise  dans  le  filet  entre  les  sec- 
tions ?0  et  t  et  qui,  pendant  le  temps  dt,  prend  la  position  com- 
prise entre  les  sections  a-,  et  cp'. 

Quand  on  applique  le  theoreme  des  forces  vives  a  un  systeme, 
il  faut  tenir  compte  des  travaux  des  forces  interieures  et  exte- 
rieures. 

Acluellement  le  systeme  etant  un  liquide  parfail  incompressible, 
les  rlemenls  materiels  en  contact  sont  a  des  distances  constantes 
lev.  uns  des  a  litres  et  glissent  les  uns  sur  les  autres  sans  frotte- 
niflnt  :  les  forces  interieures  out  done  un  travail  mil.  Les  forces 
exierimires  sont  :  i°  les  pressions  du  fluide  environnant  sur  les 
pamis  latrrales  du  filet;  2°  les  pressions  />„cr0  et  pi  s'exercant 
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ftormalement  sur  les  elements  <r0  et  <y,  Tune  dans  le  sens  du  mou- 
venient,  1'autre  on  sens  contraire;  3°  les  forces  donnees. 

11  faut  orrirr  que,  pendant  le  temps  dt,  la  variation  de  la  demi- 
force  vive  de  la  masse  liquide  consideree  est  egale  a  la  somme  des 
travail*  elemenlaires  de  res  forces.  Pour  cela,  divisons  la  masse 
Huido  comprise  entre  les  sections  y9  et  u  en  n  -\-  i  tranches  infini- 
ment  petites,  avant  toutes  pour  masse  dm,  par  des  sections  droites 
intermedia  ires  a-,,  t.,,  .  .  .  ,  <t„  au  nombrc  de  n  :  numerotons  les 

tranches  o,  i ,  a  n  ;  la  vitesse  des  elements  de  la  tranche  o  a 

etc  appelee  W  „ ;  nous  appellerons  de  meme  WlT  W2,  . . .  ,  W«  les 
vitesses  des  [ranches  suivantes.  La  force  vive  totale  de  la  masse 
consideree  entre  <r0  el  7  a  linstant  t  est  alors 

rfm(W^-+-  YV?H-...-h\V;i); 

a  1'instant  t-\-dt,  chaque  tranche  a  pris  la  position  de  lasuivante, 
la  derniere  s'est  transportee  en  t<t'  oil  elle  a  acquis  la  vitesse  W  et 

la  force  vive  de  la  masse  est 

dm  ( W  *  -h  W|  ~i- . . .  ■+■  WjJ  ■+-  Wl ) ; 
la  variation  He  la  dcmi-force  est  done 

irfm(W*-  VVJ). 

Calculons  la  somme  des  travaux  elemenl aires  des  forces.  D  abord 
les  pressions  sur  les  parois  laterales  da  lilet  ont  un  travail  nul, 
car  elles  sont  normales  au\  deplacements  des  elements  sur  les- 
queL  elles  agissent;  la  pression /?0a0  est  appliquee  a  la  premiere 
tranche  qui  s'avancc,  dans  le  sens  de  cetlc  pression  de  WQdt  : 
son  travail  est  done 

Po  <Jo  W0  dt 

ou.  d'apres  ((h), 

-  P(\  dm ; 

P 

!a  pression  p?  est  appliquee  a  la  derniere  tranche  qui  s'avance, 
en  sens  contraire  de  cette  pression,  de  \\  dl  :  son  tra\ail  est  Hone 

-~p<j\Xt/f 

ou,  d'apres  (62), 

—  -  p  dm. 
P 
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Kestent  en(in  les  forces  donnees ;  par  hypothese,  la  force  \,  Y,  Z 
rapportec  a  I'unite  de  masse  derive  de  la  function  do  forces  Li; 
la  force  elcmenlaire  appliquce  a  un  clement  dm  derive  done  de  la 
function  I  dm:  si  1' element  dm  passe  d  une  position  a  une  autre, 
le  travail  dc  la  force  elrmentaire  est  e$>al  a  la  variation  corres- 
pondanle  de  Udm.  Appliquons  cette  proposition  anx  divcrses 
I  ranches,  en  appelant  U0,  U,,  .  .  .  ,  U„,  IJ  les  \aleurs  dc  LJ  dans 
les  di\erses  tranches  o,  i,  a.  .  .  n  et  dans  la  tranche  ??'  :  le  tra- 
vail des  forces  donnees  appliqucesa  la  tranche  o  est  (U|— -  U0)  dm, 
car  cette  tranche  passe  de  la  position  o  a  la  position  i ;  de  meme, 

les  lra\au\  des  forces  donnees  appliquees  auv  tranches  i,   n 

sont  (  U„  U« )  dm,  (U3—  U2)  dm,  .  .  .  ,  (U  —  {]„)  dm  :  la  somme 
dc  ccs  Iravaux  est,  apres  reduction, 

(  U  —  V0)dm. 

Le  thcoremc  de  forces  \i\es  donne  done 

I^m(\V5—  WS)=  -p0dm—±pdm  +  (l,  —U9)dm; 
•1  p  p 

en  divisanl  par  dm  et  transposant,  on  obtient  L  equation  de  Ber- 
noulli (60)  pour  un  liquide. 

7il.  Theoreme  de  Torricelli.  —  Appliquons,  en  particulier, 
ces  resultals  an  mouvemcnt  permanent  d  un  liquide  pesant,  main- 
lenu  a  un  niveau  constant  dans  un  vase  par  un  reservoir  <T alimen- 
tation et  secoulant  par  un  orifice  peree  dans  la  paroi.  f /observation 
in  on  I  re  qu'il  setabiil  un  regime  permanent.  Com  me  les  elements 
lluides  silues,  a  un  certain  instant,  sur  la  surface  iibre  finissenl 
par  s'eeoulcr  par  Lorifiee,  les  filets  lluides  partant  de  la  surface 
vonl  aboulir  a  l'orifiee  {fig>  33o). 

lVenons  pour  plan  des  xy  la  surface  librc,  pour  axe  des  2  la 
verticalc  dcscendanlc.  On  a  alors  pour  la  fonction  des  forces 
U     gz.  (/equation  de  Bernoulli  (60)  s'ecrit 

-W«- P  «  Z 
'  2  p 

tout  le  long  d'uii  filet  fluide.  Pour  determiner  la  constante  £  I*- 
lonp  d  un  lilel,  il  suflit  de  connaitre  W,  3  et  p  en  un  point  du 
lilet  :  or,  sur  la  surface  libre,  on  a 


z  —  o,  p=ptl, 
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prt  designant  la  pression  atmospherique;  quant  a  la  vitesse  W0  des 
points  de  la  surface  libre,  clle  est  negligeable  si  l'aire  de  la  sur- 
face libre  est  Ires  grande  par  rapport  aux  dimensions  de  1'orifice; 
il  est  evident,  en  diet,  que,  dans  ces  conditions,  si  l'on  supprimail 
l'alimentation  du  vase,  le  niveau  y  baisserail  tres  lentement  :  nous 
prendrons  alors 

W0=o 

sur  la  surface  libre.  Dans  ces  conditions,  la  constante  a  pour 
valeur 

p 

et  Ton  a  le  long  du  (ilet, 

<C>3)  |W'  =  ^+  l{Pa-p). 

La  constante  3  a  done  ici  la  meme  valeur  pour  tout  les  filets 
et  la  quantite 

est  constante  dans  toute  lctendue  du  fluide. 

Vitesse  d'ecoulement.  --  Soient  It  la  distance  de  Tori  lice  a  la 
surface  libre,  We  la  vitesse  d'ecoulenient  par  l'orilice  :  pour  con- 
naitre  cette  vitesse,  il  faut  connaitre  la  valeur  de  la  pression  p  a 
l'orilice  d'ecoulenient;  or  l'ecoulemenl  se  faisant  dans  l'air,  la 
pression  a  l'orilice  est  sensiblemont  egale  a  la  pression  atmosphe- 
rique  pa.  La  formule  (03)  donne  alors,  pour  z  —  h,  p  =  pa, 

(64)  \\>=--igh\ 

elle  exprime  le  theoreme  de  Torricelli  :  La  vitesse  d'ecoulement 
est  la  vitesse  que  prendrait  un  point  pesant  tombant  dans  le 
vide  de  la  hauteur  h. 

Debit.  —  Connaissant  la  vitesse  d'ecoulement  et  la  grandeur  de 
l'orifice,  on  peut  calculer  le  debit,  e'est-a-dire  la  quantite  de 
liquidc  qui  s'ecoule  pendant  I'unite  de  temps. 

Verification  experimentale.  Des  experiences  de  Poncelet 
et  Lesbros  faifes  en  1828  et  reprises  avec  une  surete  et  une  preci- 
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sion  remarquables  par  Bazin  ( ')  ont  mis  en  Evidence  les  fails  sui- 
vants  : 

Le  jet  liquide  est  compose  de  filets  lluides  qui  vont  en  conver- 
geant  vers  l'orifice  et  qui  continuent  a  converger  meme  apres  leur 
sortie  de  Forifice  {fig-  33o);  il  en  resulte  que  la  veine  se  contracte 


Fig.  33o. 


apres  sa  sortie  sur  une  petite  longueur  et  que  pour  calculer  le  debit 
il  faut  prendre  la  quantite  de  liquide  qui  passe  avec  la  vitesse  W<? 
a  travers  la  section  droite  minima  de  la  veine  ou  section  contractee, 
h  designant  la  distance  de  cette  section  a  la  surface  Fibre. 

Pour  les  orifices  verticaux  tels  que  ab,  cd,  la  vitesse  dans  la 
section  contractee  surpasse  legerement  la  valeur  theorique  \J  a gh ; 
mais  il  n'en  est  plus  de  meme  pour  les  orifices  horizontaux  tels 
que  ab,  a ' b\  ou  la  vitesse  d'ecoulement  dans  les  parties  centrales 
de  la  section  contractee  est  un  peu  moindre  que  \J 'i  gh.  Cette 
difference  s'expliqne  par  les  inegalites  que  la  pesanteur  introduit 
entre  les  vitesses  des  filets  d'un  orifice  vertical  :  elle  disparai  trait, 
par  suite,  dans  les  tres  fortes  charges. 

Dans  le  plan  meme  de  Forifice,  la  vitesse  est  minimum  au  centre 
pour  les  orifices  horizontaux  et  un  peu  au-dessus  du  centre  pour 
les  orifices  \erticaux. 

Coefficient  de  contraction.  —  On  appelle  coefficient  de  con- 
traction le  rapport  de  Faire  de  la  section  contractee  a  Faire  de 
llorifice.  Dans  le  cas  ou  Forifice  est  en  mince paroi,  ce  coefficient 
est  il  a  d'autres  valeurs  quand  Forifice  n'est  pas  en  mince 
paroi  ou  est  muni  (Fun  ajutage. 

745.  Ecoulement  d'un  gaz.  —  Imaginons  un  reservoir  de  grandes 
dimensions  qui  contient  un  gaz  sous  pression  s'echappant  par  une 
petite  ouverture  :  supposons  qu'il  s'etablisse  un  regime  permanent, 
If  reservoir  elant  aliniente  com  enablement.  On  pent  evidemment 

( 1 )  Experiences  sur  la  contraction  des  veincs  liquides  et  la  distribution  des 
ui  losses  dans  leur  inte'rieur  (JRecueil  des  savants  etrangers,  t.  XXXII).  Rapport 
fail  ;t  I  Acadcmie  par  M.  Roussinesq  (Comptes  rendus,  4  juin  i8c/j)« 
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dans  l'clude  dc  re  phenonienc  negHger  Taction  de  la  pesanleur. 
Les  Jilcts  fluides  vonl  ronvergcr  vers  l'orifice  d  ceoulement  :  en 
suivant  un  de  cos  lilets,  appelons  \\"0  et  jj0  la  \ilesse  ei  Ja  pression 
en  un  point  du  (ilel  ties  eloigne  de  1'orilice,  W  et  p  les  monies 
quantity  an  voisinage  de  1' orifice.  La  quantite  W0  sera  ties  petite 
si  les  dimensions  de  Forifice  sont  petites  par  rapport  a  celles  du 
reserv  oir.  Nous  devons  exprimcr  que  la  quantite  ^  W2  -  Q  a  la 
m£nie  valeur  le  long  du  filet.  Nous  aurons  ainsi  Inequation  (  58) 


Wo2;  -  v  -u.-J 


^  p 

Mais  Paction  de  la  pesanleur  est  ncgligcable,  la  function  de  forces  U 
peut  done  6tpe  regardec  comme  nulle  ;  en  outre  VV„  etant  ties  petit, 
regardons-Ie  conime  nui;  nous  aurons,  en  inlervertissanl  les  limilcs 
dc  Fintegrale,  la  fonnule 

(65)  W-  ,  r±. 

'  p  ? 

Dans  cetle  formule  on  ne  connail  que  d  une  faeon  approchee  la 
relat  ion  entre  p  et  p.  On  peut  faire  deu\  hypotheses  simples. 

i°  Formule  de  Zeuner.  Admetlons  qirun  element  du  lluidr 
se  transformc  adiabatiquemcnt ,  on  aura  (nM  724) 


y  etant  le  rapport  des  chaleurs  specifiques  a  pression  constante  et 
a  volume  constant  pour  le  gaz  considere.  La  formule  (65)  donne 
alors 


Appelons  G  la  Vitesse  du  son  dans  le  gaz  considere  a  la  pression p« 
et  a  la  densite  p0,  on  a  (n°  732  ) 

ri        P° . 

G2  =  T  —  ' 

P* 

la  formule  peut  done  s^crire 

-tS[-(£)¥]-  I 


CHAPlYRfi  XXXIV.  —  IWNAM1QUE  DE8  FLTJIDES  PARFAITS.  379 

I.*  coefficient  y  est  plus  grand  que  i  :  si  p  tend  vers  zero,  la 
vitesse  W  tend  vers  une  valeur  limite  G 

a"  Formate  de  Navier.  —  Admettons  que  la  temperature  est 
constante  dans  un  filet  fluide.  On  aura  alors,  d'apres  la  loi  de 
Mariotte, 


l'equation  (6f>)  donne  dans  cette  hypolhese 

(67)  W>  =  ^L^>, 

Po  P 

L  etant  la  caracteristique  d'un  logarithme  neperien. 

Comparaison  des  for  males.  —  La  formule  de  Zeuner  suppose 
nigligeables  les  eflfets  du  rayonnement  et  de  la  conductibilite; 
celle  de  Navier,  au  conlraire,  suppose  que  la  temperature  est 
constante,  c'est-a-dire  que  la  chaleur  gagnee  ou  perdue  par  rayon- 
nement et  conductibilite  compense  exactement  la  variation  de  tem- 
perature due  a  la  transformation. 

La  vraie  valeur  de  la  vitesse  doit  done  etre  comprise  entre  les 
valours  fournies  par  les  deux  formules. 

Dans  les  circonstances  habituelles  de  Fecoulement  des  gaz,  e'est 
la  formule  de  Zeuner  qui  parait  le  mieux  representer  les  resultats 
observes. 

7  i6.  Variation  de  la  section  droite  d'un  filet  gazeux;  maximum 
de  contraction;  vitesse  correspondante.  —  Gonsiderons  un  gaz 
amine  d  un  mouvenient  permanent  :  si,  dans  un  m£me  filet  fluide, 
nous  prenons  comme  au  n°  743  (fig-  ^29)  deux  sections  droites 
t  et  ff0,  la  masse  dm  de  fluide  traversant  felement  <x  dans  le  temps  dt 
est  egiile  a  la  masse  de  fluide  traversant  t0  dans  le  meme  temps. 
On  a  done,  en  appelant  W  et  W0  les  vitesses,  p  et  p0  les  densites 
Hans       sections  t  et  j,,, 

pj\V  dt  =  pp'oW0rf<. 
Cela  rexienl  a  dire  que  otW  est  constant  tout  le  long  du  filet 


\Ho  EQUJLIBRE  ET  MOUVEMENT  DE8  MILIEUX  CONTINU8. 

Le  maximum  de  contraction  du  filet,  c'est-a-dire.  le  minimum 
dc  t,  correspond  done  au  maximum  de  pW.  Or,  d'apres  la  for- 
mtile  generate  (65"),  on  a 

•I 

p 

(68)  p*W*a=  2f«  f 

La  pression  p  est  une  fonction  de  p  :  le  long  du  filet,  le  deuxieme 
membre  est  done  fonction  de  la  seule  variable  p  :  pour  trouver  la 
valeur  de  p  qui  rend  pWuu  p2W2  maximum,  il  suffit  d'egaler  a 
zero  la  diflferentielle  du  deuxieme  membre  de  {6$)  :  on  a  ainsi,  au 
point  ou  la  contraction  est  maximum, 


e'est-a-dire 

i 


pd9Jp  y-^T  =  °' 

fp'dp  _  dp 
Jo     P  ~  d9 


La  vitesse  d'ecoulement  au  point  ou  la  contraction  est  maximum 
est  done,  d'apres  la  formule  (65  ), 

on  voit  que  e'est  la  vitesse  du  son  correspondant  a  la  pression  et 
a  la  densite  en  ce  point  ( 1 )  (n°  732). 

V.  —  MOU  VEMENT  PERMANENT  IRROTATIONNEL. 

747.  Mouvement  permanent  dans  le  cas  ou  p==  f(p)  et  ou  il 

existe  un  potentiel  des  forces  et  des  vitesses.  —  Nous  avons,  dans 

les  numeros  precedents,  suppose  que  la  densite  est  fonction  de  la 

pression  et  que  les  forces  X,  Y,  Z  derivent  d'une  fonction  U; 

supposons  en  outre  que  les  vitesses  derivent  egalement  d  une 

fonction  » 
i 

do  do  do 

U  —  t»  —  -X ,  w  —  -L, 

dx  dy  dz 

( 'cst-a-dire  que  le  mouvement  est  irrotationnel . 


(')  Sarrau,  Cours  de  VEcole  Poly  technique,  iM  division,  1900,  p.  i53. 
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Le  mouvement  £tant  suppose  permanent,  w,  f,  w,  />,  p  ne  de- 
pendent pas  de  t  :  on  peut  done  supposer  que  a  ne  depend  pas 
de  t.  Dans  ces  conditions,  le  calcul  du  n°  738  nous  a  montre  que 
la  fonction 

de      2  de  x 

est  independante  de  x,  y,  z.  Actuellement  ~  est  nul,  done  la 
fonction 

H  =  i\V*—  Q 

2 

ne  depend  pas  de  a?,      -s;  mais  l'hypothese  que  le  mouvement 
est  permanent  montre  que  cette  quantite  H  ne  depend  pas  de 
car  W  et  Q  sont  independants  de  t.  Done  H  est  independant  de 
jr,  y,  z,  t,  et  Ton  a  l'equation 

±W»-Q  =  C, 

C  designant  une  constante. 

Dans  ce  cas,  on  determinera  <p,  p  et  p  par  les  trois  equations 

/   dy\      d    /  dcp\       d  (  d*\ 
P  =/(/>> 

Les  trajectoires  des  elements  fluides  coupent  orthogonalement 
les  surfaces 

©  (x,  y,  z )  —  const.; 

d'apres  les  valeurs  de  <>,  w,  ces  elements  marchent  dans  le  sens 
suivant  lcquel  cp  va  en  augmentant. 

II  faudra  integrer  les  equations  (70)  sous  les  conditions  initiates 
et  les  conditions  aux  limites.  Par  exemple,  si  le  fluide,  dans  son 
mouvement,  doit  rester  en  contact  avec  une  paroi  fixe,  la  vitesse 
en  chaque  point  de  celte  paroi  doit  lui  £tre  tangente;  la  compo- 
sante  de  la  vitesse  normale  a  la  paroi  doit  done  £tre  nulle,  ce  qui 
donne  la  condition 

dfi  =°' 


(70)  \  ± 

dx 
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tout  le  long  de  la  parol,  la  derivee  etant  prise  sui\anl  la  normale 
a  la  paroi.  On  peut  aussi  interpreter  cette  condition  vn  r*f mar- 
quant  qu  elle  exprime  que  le  flux  du  fluide  a  travcrs  un  element 
quelconque  (le  paroi  est  nul.  Les  surfaces  equipoten Utiles  des 

vitesses 

o  =  const. 

couperoni  cette  paroi  fixe  a  angle  droit. 

Comparaison  avec  le  theoreme  de  Bernoulli.  En  supposanl 
un  mouvenient  permanent  dans  lequel  p  =  f(p)  el  dans  Sequel  les 
forces  derivent  d'une  fo notion  de  forces,  nous  avons  vu  (  n"  742  ) 
que  la  quantite 

H  =  I\V*—  Q 

est  constante  le  long  d'un  filet  Jluide;  mais  cette  valeur  con- 
stante  diflere  d'un  filet  a  l'autre.  Actuellement,  nous  supposons 
de  plus  que  les  vitesses  derivent  d'un  potentiel;  nous  trouvons 
alors  (pie  cette  quantite  II  est  constante  dans  tout  le  Jluide,  ou 
encore  (pie  la  constante  est  la  menie  pour  tous  les  filets. 

II  faudra  distinguer  deux  cas,  suivant  que  o  e>t  une  fonction 
uniforme  de  x,  y,  z  dans  le  fluide  (mouvenient  irrolationnel  acy- 
clique)  ou  une  fonction  multiforme  (  mouvenient  irrolationnel 
cyclique  ;  (  voir  n°  710). 

748.  Cas  d'un  liquide  incompressible.  Si  le  lluide  est  un 
liquide  incompressible,  p  est  constant,  el  Ton  a,  pour  determiner 
c  elp  en  fonction  de  x,y,  z,  les  deux  equations 

<  71 )  < 

I  <^cp      d*o  d2c 

dont  la  deuxieme  est  l'equation  de  Laplace. 

11  faudra  dans  chaque  probleme  trouver  des  functions  3  et  p 
verifiant  ces  equations  et  remplissant  les  conditions  initiates  et  les 
conditions  aux  limites. 


Analogie  avec   1' attraction   newtonienne.    -  -   La  fonction 
y,  z ),  verifiant  lequation  de  Laplace,  esl  analogue  a  un 


CIIAPITRE  XXXIV.  —  DYNAMIQUE  DES  FLllDES  PARFAITS.  353 

potentiel  nevvloiiien  du  a  des  masses  qui  attirent  ou  repoussenl  en 
raison  inverse  du  carre  des  distances.  Les  surfaces  o=z  const,  sunt 
alors  analogues  aux  surfaces  de  niveau:  les  trajectoires  des  ele 
meats  liquides  coupant  ortiiogonalement  cos  surfaces  sont  ana- 
logues aux  lignes  de  forces,  les  filets  liquides  aux  tubes  de  forces, 
et  le  llux  de  liquide  a  travers  one  surface  est  analogue  au  (lux  de 
force  (Chap.  XXIX). 

II  va  de  soi  qu'on  pourra  appliquer  a  la  fonction  o  tons  les  thco- 
remes  etablis  dans  le  paragraphe  IV  du  Cliapitre  XXIX  sur  les 
fonctions  verifiant  l'equation  de  Laplace. 

Par  exemple,  si  Ton  trace  par  la  pensee,  dans  le  liquide,  une 
surface  fermee  S,  dans  laquelle  ?p  est  uniforme  et  continu,  le  flux 
total  de  liquide  a  travers  cette  surface  est  mil,  ce  qui  est  evident, 
car  la  masse  totale  du  liquide  contenue  dans  S  est  invariable. 

74-9.  Sources;  doublets.  —  i°  Une  source.  —  Supposons  que 
le  mouvement  permanent  d'un  liquide  soit  irrotationnel  et  entie- 
rement  synielriquc  autour  dun  point  O.  Clierchons  la  forme 
de  la  fonction  o.  Si  nous  prenons  le  point  (.)  comme  origine,  en 
appelant  r  la  distance  d'un  point  z  au  ))oint  O, 

nous  voyons  que  cp  sera  fonction  de  r  seulement  par  raison  de 
>\ metric  Cette  fonction  depend  de  ar,  y,  z  par  l'intermediaire 
jle  r,  et  Ton  a 

do       do  x  dl  o       d1  ox-       do  /  \  x* 

Ox  ~~  dr  r 1        dx-       dr~  r2       dr  \  r  rs 

on  calcule  de  meme  —  ,  4~?  (  l  eu  formanl  l'equation  dc  Laplace 

dy*    dz-  1  1 

Av      o,  on  a,  apres  des  reductions  evidentes, 


d*  (9       •>.  do  _  d_  I  ,  d<f  \ 

^  H"  r  d?  7?\r"d?) 


On  en  tire  <*u  integrant 

do 


\  designanl  une  constant e;  puis 

.  A 
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ou  il  est  inutile  d'ajouter  une  nouvelle  constante,  car  cp  intervient 
dans  toutes  les  equations  par  ses  seules  d6riv£es. 

I,e  mouvement  est  entierement  defini  par  cette  expression  (73) 
de  (o  :  les  surfaces  ©  =  const,  sont  des  spheres  de  centre  O ;  les 
trajectoires,  les  rayons  de  ces  spheres;  les  filets  fluides,  des  cdnes 
ayant  tous  leurs  sommets  au  point  O.  Ce  point  est  d'ailleurs  un 
point  singulier  ou  <p  est  inlinie. 

Dans  ce  mouvement,  la  fonction  cp  est  analogue  au  potentiel 
d'un  centre  unique  O  attirant  ou  repoussant  suivant  la  loi  de 
Newton. 

Si  A  est  positif,  les  particules  liquides  s'eioignent  du  point  0 
comnie  si  le  fluide  sortait  de  ce  point  :  on  dit  alors  que  ce  point 
est  une  source  positive.  Si  A  est  negatif,  les  particules  liquides 
se  dirigent  vers  le  point  O  pour  y  disparaitre  :  ce  point  est  une 
source  negative. 

Le  flux  de  liquide  a  travers  une  surface  fermee  simplement 
connexe  entourant  la  source  O,  de  l'interieur  vers  Pexterieur,  est 
evidemment  egal  au  flux  de  liquide  a  travers  une  sphere  s  de 
centre  O  et  de  rayon  1.  Ce  flux  est  done,  pendant  le  temps  dt, 

car  la  normale  exterieure  a  la»  sphere  s  se  cohfond  avec  le  rayon 
et 

df  dy  _  A 
dn      dr  r2 

Comnie,  sur  la  sphere,  /•=  1,  on  a,  pour  ce  flux, 
p  dt  A  J  j^dv  =  4xp  A  dt. 

Pendant  Tunite  de  temps,  ce  flux  est  done  4  ftp  A. 

Au  point  de  vue  physique,  il  faut  supposer  que  le  mouvement 
a  lieu  seulement  jusqu'a  une  certaine  distance  du  point  O,  par 
exemple  a  l'exterieur  d'une  petite  sphere  de  centre  O,  et  qu'il  soit 
modifie  dans  cette  sphere,  car  les  vitesses  ne  peuvent  pas  devenir 
infinies  comme  il  arriverait,  d'apres  notre  calcul,  si  le  mouvement 
pouvait  exister  jusquau  point  O. 


CHAP1TRE  XXXIV.  —  DYNAMIQUE  DHS  FLUIDES  PARFAITS.  385 

Le  calcul  precedent  est  identique  a  celui  que  nous  avons  fait, 
dans  la  theorie  de  1'attraction  newtonienne,  pour  calculer  le  flux 
de  force  provenant  d'un  centre  unique  a  travers  une  surface  fennee 
entourant  ce  centre. 

2°  Plusieurs  sources.  —  Imaginons  un  liquide  anime  d'u; 
mouvement  permanent  irrotationnel.  Supposons  que,  dans  une 
certaine  region  de  l'espace  occupee  par  le  liquide,  limitee  par  une 
surface  fermee,  il  existe  n  points  fixes  O,,  02,  . . . ,  On  tels  qu'en 
appelant  r,,  r2,  r„  les  distances  d'un  point  P(#,  y,  z)  aces 
points,  on  ait,  dans  cette  region,  pour  le  potentiel  des  vitesses, 
une  expression  de  la  forme 

A,      A,  A„ 

?  =  h  y(x,  y. 

A,,  A2,  . ..,  A„  designant  des  constantes  positives  ou  negatives  et 
ty(x,  y,  z)  une  fonction  harmonique,  uniforme,  finie  et  continue 
dans  la  region  consideree. 

On  dit  alors  que  les  points  04,  02,  On  sont  des  sources 
d'intensite  A,,  A2,  . . .,  An.  Le  flux  a  travers  une  surface  S  entou- 
rant tous  ces  points  et  situee  dans  la  region  consideree  est,  pen- 
dant 1' unite  de  temps,  au  facteur  p  pres, 

toutes  les  integrates  e'tant  etendues  a  la  surface  S  :  c'est  done  la 
somme  des  flux  dus  aux  diverses  sources  augmentee  de  l'integrale 

sst* 

qui  est  nulle,  d'apres  les  hypotheses  faites  sur     (n°  589). 
Le  flux  a  travers  S  est  done 

4irp(A%i-h  Aj-h...  -h  Art). 

3°  Doublets.  —  Un  doublet  est  conslitue  par  deux  sources  infi- 
nimenl  voisines  d'intensites  egalcs  et  de  signes  contraires  :  il  est 
analogue  a  un  aimant  elementaire  (n°  570). 

750.  Quelques  problemes  sur  les  sources.  —  Soit  un  vase  entie- 

A.  -  III.  25 
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rement  clos  limite  par  une  surface  S  :  ce  vase  est  entieremenl 
rempli  par  un  liquide  anime  d'un  rnouvement  irrofationnel  acv- 
clique;  on  demande  de  trouver  le  rnouvement,  sacliant  qu'ii  y  a 
n  sources  donnees  04,  0„>,  0„  cTintensites  A,,  A2,  A„ 
dans  le  vase. 

II  s'agit  de  trouver  le  potentiel  cp  des  vitesses  :  ce  potentiel  doit 
6tre,  dans  le  vase,  une  fonction  de  la  forme 

(74)  ?=  -  ~  ~  -h  <K*,.r,  z), 

^1          ^5  ' n 

etant  assujettie  a  etre  uniforme  et  finie  dans  le  vase  et  a  verifier 
l'equation  de  Laplace  A*|  =  o.  (Test  cette  fonction  qui  est  l'in- 
connue  du  probleme. 

Tout  d'abord,  pour  que  ce  probleme  soit  possible,  il  faut  que  la 
somme  A,-j-  A.2-f-. . .  -+-  A„  des  intensites  des  sources  soit  nulle  : 
en  efl'et,  le  vase  etant  clos,  le  flux,  total  a  travers  la  surface  S  est  nul. 

Gette  condition  etant  sup;  osec  remplie,  la  vitesse  de  cliaque 
element  fluid e  en  contact  avee  la  paroi  S  doit  etre  tangente  a  la 
paroi  :  on  a  done,  en  chaque  point  de  la  surface  S, 

d<p 

—L  —  o. 
dn 

Or,  d'apres  l'expression  ( 7 4  ) i  on  a 

^  =_  A  (t±  +  h  +      ^  ^1)  +.  '11. 
dn  dn  \  r{        r2       '  '  '       rtl  )  dn 

Done,  la  fonction  <L  doit,  sur  la  surface  S,  verifier  la  condition 

(75)  ^» 

dn      an  \  r,       r2  rn  J 

En  resume,  la  fonction  inconnue  ^  est  deter  mi  nee  par  les  pro- 
prietes  suivantes  :  elle  est  liarmonique,  uniforme  et  finie  dans  la 
surface  S  et,  en  chaque  point  S,  sa  derivee  normale  prend  une 
valeur  donnee  Ces  conditions  determinent      a  une  constante 

pres,  comme  nous  Tavons  vu  dans  1'etude  des  fonctions  harmo- 
niques  (ri°  594). 

On  pent  faire  effectivenieiit  le  calcul  de  la  fonction  •]>  quand  la 
surface  donnee  S  est  un  parallelepipede  rectangle,  en  introduisant 
une  fonction  liarmonique  analogue  a  la  fonction  Z  employee  pour 
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la  decomposition  des  fonctions  elliptiques  en  elements  simples 
(voyez  Acta  mathematica,  t.  VIII,  p.  265,  et  Rendi  Conti  di 
Palermo,  t.  22,  p.  36 1). 

Lorsque  Tune  des  dimensions  du  parallel pipede  devient  infinie, 
on  a  la 'solution  du  probleme  pour  un  prisme  rectangle  indefr  r 
dans  un  sens  :  des  cas  particuliers  de  ce  dernier  probleme  ont  ete 
resolus  par  MM.  Boussinesq,  de  Saint-Venant  et  Flamant  (Comptes 
rendus  de  V Academie  des  Sciences  de  Paris,  1870). 

Ces  solutions,  qu'il  serait  trop  long  d'exposer  ici,  reposent  sur  * 
le  principe  des  images  que  nous  indiquerons  sommairement,  en 
adoptant  le  mode  d'exposition  de  M.  Basset. 

751.  Principe  des  images.  —  Supposons  que,  dans  un  liquide 
indefini,  il  existe  deux  portions  distinctes  L,  et  L2  du  liquide, 
animees  chacune  d'un  mouvement  propre.  Supposons,  en  outre, 
qu'on  puisse  tracer  dans  le  fluide  une  surface  continue  fixe  S, 
separant  completement  Tune  de  1'autre  les  deux  portions  L,  et  L2, 
de  telle  facon  que,  dans  les  mouvements  de  ces  deux  portions, 
aucun  element  de  L,  ne  traverse  S,  ni  aucun  element  de  L2.  On 
dit  alors,  d'apres  Sir  William  Thomson  (Lord  Kelvin),  que  le 
mouvement  de  L2  est  V image  du  mouvement  de  L,  par  rapport  a 
la  surface  S,  et  inversement. 

Dans  ces  conditions,  on  pourrait,  sans  changer  le  mouvement 
de  L,,  supprimer  le  liquide  L2,  a  condition  de  realiser  materielle- 
ment  la  surface  S  sous  forme  de  cloison.  De  meme,  on  pourrait, 
sans  changer  le  mouvement  de  L2,  supprimer  L,  en  realisant  S 
sous  forme  de  cloison. 

Premier  exemple  :  Image  dhine  source  par  rapport  a  un 
plan.  —  Soient,  dans  un  liquide  indefini  dans  tous  les  sens  et 
anime  d'un  mouvement  permanent,  deux  sources  04  et  02  de 
m£me  intensite  A,  le  mouvement  etant  nul  a  l'infini.  Dans  ces 
conditions,  en  appelant  r,  et  r2  les  distances  d'un  point  P  aux 
deux  sources,  le  mouvement  considere  est  un  mouvement  irrota- 
tionnel  dans  lequel  le  potentiel  des  vitesses  est  de  la  for'  Tie 

A  A 

<p  =  h         7,  z), 

on  <\  est  une  function  harrnonique  uniforme  et  finie  dans  tout 
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l'espace,  telle  que  — »       —  soient  mils  a  l'infini.  Cette  fonction 

r       '  1       Ox    Oy  dz 

est  alors  une  constante  d'apres  les  theoremes  generaux  sur  les 

Fig.  33 i. 
s 


fonctions  harmoniques  (n°  591),  et  Ton  peul  prendre,  en  laissant 
de  cote  cette  constante, 

A  A 

cp  =  

r\  r2 

Par  le  milieu  O  de  0,02,  rnenons  un  plan  S  perpendiculaire 
a  0(02  :  nous  allons  montrer  que  le  flux  a  travers  un  element 
quelconque  de  S  est  nul,  e'est-a-dire  que  ^  est  nul  tout  le  long 
de  S.  En  eflet,  soient  P  un  point  de  S;  P,  et  P2  deux  points  places 
sur  la  perpendiculaire  en  P  a  S,  symetriquemcnt  par  rapport  a  ce 
plan.  La  derivee  de  cp  prise  normalcment  a  S  est  la  limite  du 
rapport 

?*-  ?» 
P.  Pa  ' 

quand  les  points  Pt  et  P2  tendent  l'un  vers  l'autre,  cp,  et  p2  etant 
les  valeurs  de  o  en  ces  points.  Mais,  par  raison  de  symetrie, 
<p2  =  co, ,  et  la  limite  est  nulle. 

Le  plan  S  divise  alors  le  liquidc  en  deux  parties,  qui  se  meuvent 
independamment  l'unede  l'autre  :  Tun  des  mouvements  estl'image 
de  l'autre  par  rapport  an  plan  S.  On  pourrait  supprimer  la  partie 
du  liquide  placee  d'un  cote  du  plan,  en  remplacant  ce  plan  par 
une  cloison;  le  mouvement  de  l'autre  partie  ne  serait  pas  altere. 
On  aurait  ainsi  la  solution  de  ce  probleme  :  Trouver  le  motive* 
ment  ir rotation  net  d'un  Liquide  inde/ini  remplissant  tout 
Vespace  situe  d'un  cote  d'un  plan  jixe  S,  sachanl  cjue  le 
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mo uve me nt  est  nul  a  Vinfini  et  quUl  y  a  une  source  dans  le 
liquide. 

Deuxieme  exemple  :  Ecoulement  permanent  irrotationnel 
dUin  iiquide  par  Le  fond  d'un  vase  indejini  limite  par  deux 
plans  paralleles.  —  Soient  Irois  axes  rcclangulaires,  l'axe  Oz 
etant  vertical  ascendant;  considerons  un  vase  indefini,  limite  par 
les  trois  plans  x  =  a,  x  —  —  a,  z  =  o;  le  fond  de  ce  vase  est 
constitue  par  le  plan  xOy;  imaginons  qu'il  soit  perce  d'une 
ouverture  circulaire  infiniment  petite  placee  en  O.  Supposons  ce 
vase  plein  d'un  liquide  pesant  qui  part  du  repos  pour  s'ecouler 
par  cctte  ouverture  :  le  mouvement  sera  irrotationnel;  supposons 
en  outre  le  regime  permanent  etabli.  Nous  admettrons  que  lou- 
verture  O  constitue  pour  le  liquide  une  source  negative. 

Des  lors,  le  potentiel  s>(.r,  r,  3)  des  vitesses  doit  verifier  les 
conditions  suivantes  : 

i°  II  doit  etre  dans  le  vase  de  la  forme 

Bfe.,<  ±^'my.  A 

A  etant  une  constante  positive,  r  la  distance  du  point  x,  y,  z  au 
point  O,  et  'I  une  fonction  harmonique  finie  et  uniforme  dans  le 
vase ; 

20  Les  derivees  partielles  ^>  — ,  —  doivent  etre  nulles  a  l'in- 

1  ax    Oy  Oz 

fini  dans  le  vase,  car  le  mouvement  y  est  nul; 

3°  Tout  le  long  des  parois,  la  derivee  normale  aux  parois 
doit  (Hre  nulle;  par  consequent,  sur  les  parois  late  rales  x—  dzay 
^  doit  etre  nul  et,  sur  le  fond,  —  doit  etre  nul;  cela  revient  a  dire 

OX  Oz  ' 

que  les  surfaces  cp  =  const,  doivent  couper  orthogonalement  les 
parois.. 

Pour  obtenir  une  fonction  3  remplissant  toutes  ces  conditions, 
prenons  les  symetriques  du  point  O  par  rapport  aux  parois,  puis 
les  symetriques  de  ces  symetriques,  etc.,  comme  si  le  point  O 
etail  un  point  lumineux  et  les  parois  des  miroirs.  Tons  ces  syme- 
Lriques  sont  places  sur  Ox  et  ont  pour  abscisses 

jzia,    ±f\a,  ±ina, 
n  etant  un  entier  positif  quelconque. 
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Prenons  alors  la  fonction  definie  par  la  serie 


(76) 


—  a  y  r        '  1  1 

■  "jfr ,     r  'i 


qui  est  convergente,  car,  pour  n  infiniment  grand,  le  terme 
general  est  de  l'ordre  de  ~-  Cette  fonction  remplit  toutes  les 
conditions  : 

i°  Les  termes  qui  suivent  ~  forment  une  fonction  <{/  harmo- 

nique  uniforme,  car  chaque  terme  de  la  serie  etant  a  une  con- 
stante  pres  l'inverse  de  la  distance  du  point  .r,  y%  z  a  un  point 
fixe,  est  une  fonction  harmonique;  cette  fonction  est  finie  dans 
le  vase; 

20  Les  derivees  partielles  de  0  sont  evidemment  nulles  a  l'infini 
dans  le  vase; 

3°  On  a  pour  ^  une  serie  qu'on  peut  ecrire 

d<?  _      A    V   x  —  lua  

~dx~~~  ~~       Zd  I' 

V  — _«  \  (x          2VO)2+/i+  22]? 


pour  x  =  a,  cette  serie  devient 


-  2 


(2V  —  I) 


[(»v  —  i)«a« 

somme  qui  est  evidemment  nulle,  car  les  termes  correspondant 
a  deux  valeurs  egales  et  de  signes  contraires  de  l'entier  impair 
2v  —  1  se  detruisent;  on  verifie  de  meme  que  ^  s'annule  pour 

x  =  —  a. 

Enfin,  ~  est  nul  pour  z  —  o  en  tous  les  points  distincts  du 

point  O  et  de  ses  images,  car  en  ecrivant  cette  derivee  on  voit  que 
chaque  terme  contient  z  en  facteur. 

La  fonction  <p  etant  trouvee,  la  pression  est  donnee  par  la  pre- 
miere des  equations  (71). 
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Remarque.  —  Si  dans  le  developpement  (76)  on  ne  prenait  pas  soin  de 
relrancher  de  chaque  terme  de  la  forme 


/( x  ±l  2  n  a  )s  -+-  y*  -t-  z* 


la  quantite  >  la  serie  serait  divergente. 

1  ana  0 

C'est  par  un  procede  analogue,  emprunle  a  la  demonstration  classique 
du  theoreme  de  M.  Mittug-Leffler,  que  Ton  arrive  a  rendre  convergentes 
les  series  auxquelles  conduit  la  methode  des  images,  dans  des  problemes 
analogues  au  precedent  relatifs  a  des  vases  ayant  la  forme  de  parallelepi- 
pedes  rectangles  (Acta  mathematical  t.  VIJIt  p.  a65)  On  trouvera  des 
indications  sur  les  developpements  en  series  trigonomclriques  des  fonc- 
lions  auxquelles  on  est  ainsi  conduit  dans  deux  Memoires  de  M.  Appell 
(Journal  de  Mathematiques  pures  et  applique'es,  de  M.  Jordan,  1887, 
fasc.  1,  et  Circolo  di  Palermo,  1906),  et  dans  un  Memoire  de  M.  Lerch 
(Ibid.,  fasc.  IV,  1899). 

EXERCICES. 

t.  Mouvement  d'un  liquide  symetrique  autour  d'un  axe;  fonction  dtt 
Stokes  —  Soil  un  liquide  aitime  d'un  mouvement  symetrique  autour  de  Oz. 
Appelons  , ,  8,  z  les  coordonnees  semi-polaires  d'un  element  :  la  vitesse  W  de 
eel  element  est,  par  hypothese,  dans  un  plan  passant  par  l'axe  Oz  et  ne  depend 
pas  de  6.  Appelons  5  la  composanle  de  W  suivanl  le  rayon  vecteur,  et  w  sa  com- 
posanle  suivant  Oz  :  s  et  w  sont  functions  de  z  et  r;  les  lignes  de  courant  sont 
dans  les  plans  passant  par  Oz  et,  dans  i'un  de  ces  plans  z  O  r,  Seur  equation 
diflerentielle  est 

dz  _  dr 
w        j  ' 

(1)  w  dr  —  sdz  =  o. 

D'auire  part,  l'equaiiou  de  continuile  est  ( n°  740) 

d(rs)  dw 
a )  — — ^  -+-/•  ■-—=  o. 

dr  dz 

Cette  equation  monlre  que  l'equation  (1)  admet  le  facteur  integrant/-,  et  Ton 
peut  ecrire 

r{w  dr  —  s  dz)  =  dty, 
<\>  etant  une  fonction  de  z  et  r.  On  a  alors 

nv  —  — I ,       rs  =  -  -I ; 
•  dr  dz 


<|/  s'appelle  la  fonction  de  Stokes. 

S  il  existe  un  potentiel  des  vilesses  'f,  ce  poientiel  est  une  fonction  de  z  et  r 
seuls  et  Ton  a  aussi 
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l'equ»tion  de  continuity est  alors 


it 


r-  [r—  1  -I-  r— 4-  = 


et  la  fonction     ve>i'fie  l'equation 


/i  d<b\      1  «P<1» 

(7  Tr)+r6?=0- 


2.  Equations  du  mouvement  des  Jluides  de'duites  du  principe  df Hamilton. 
—  Employons  les  variables  de  Lagrange  et  appelons  U  la  fonction  des  forces. 
D'apres  le  principe  d'Hamilton  (t.  II),  considerons  l'integrale  quadruple 

fJ'J%J'^l(x'*  +  y*+z'*)  -+-  uj  pdxdydz  dt, 

elendue  a  tous  les  elements  du  liquide  a  l'instant  t,  puis  aux  valeurs  de  t  de 
l'instant  t0  a  l'instant  tx,  les  positions  initiales  et  finales  du  systeme  etant 
donnees.  Cette  integrate,  sous  la  condition  de  continuity 

D(a.  b,  c)  p' 

doit  etre  un  minimum  pour  le  mouvement  reel  compare  aux  mouvements  infi- 
niment  voisins. 

On  trouvera  le  calcul  delaille  dans  Basset,  A  Treatise  on  Hydrodynamics, 

t.  I,  p.  3a. 

3.  Prouver  que  la  fonction 

r  -i  i  ii 

cp  =  f(t)  I  (■/*  +  a1—  laz)    *-+-  (r5-+-  a7-h  iaz)t  —  -    +  <J>;/) 

est  le  potentiel  des  vitesses  pour  un  liquide;  etudier  le  mouvement  correspon- 
dant.  Trouver  les  surfaces  d'egale  pression  en  supposant  le  liquide  soumis  a  la 
pesanteur  et  I'axe  des  z  vertical  ascendant.  (  Basset,  ibid.,  p.  60.) 

4.  Ecoulement  par  un  orifice  horizontal,  d'un  liquide  pesant  contenu  dans 
un  vase  dont  la  paroi  est  de  revolution  autour  de  Oz;  on  suppose  le  vase 
alimente  de  /agon  que  le  niveau  reste  constant;  on  suppose,  en  outre,  le 
mouvement  permanent  et  irrotationnel  (Rf.sal,  Mecanique  generate,  t.  II, 
p.  20^).  —  En  appelant  ?  le  polentiel  des  vilesses,  et  determinant  un  point  par 
ses  coordonnees  semi-polaires  r,  0,  z,  on  voit,  comme  le  mouvement  est  syme- 
trique  autour  de  O  z,  que  9  depend  uniquemeut  de  r  el  z;  la  vilesse  W  d  un 
clement  a  pour  composanles  : 

do 

S=Tr 


suivani  le  rayon,  et 
suivant  la  verticale. 


Tz 


CHAP1TRE  XX\IV.  —  DYNAMIQUE  DES  FLU1DBS  PAR F AITS.  3o,3 
Les  fonctions  cp  et p  sont  determiners  par  les  deux  equations  (n°  747) 


d1  <o      i  dcp  d5<p 

d7*  +  r  Tr      di7  =  °' 

dont  la  seconde  est  l'equation  de  continuity.  Les  conditions  aux  limites  sont  que, 
sur  la  paroi  laterale,  les  molecules  glissent  le  long  de  cede  paroi;  et  que  sur  la 
surface  libre  et  sur  le  pourtour  de  l'orifice  z  —  h  s'exercent  des  pressions  egales 
a  la  pression  atmospherique.  Resal  trouve  la  solution  du  probleme  pour  des 
formes  particulieres  du  vase  determiners  de  telle  facon  que  Ton  puisse  saiisfaire 
a  touies  les  conditions  en  prenant,  pour  cp,  un  polynome  en  r  ayant  pour  coeffi- 
cients des  fonctions  de  z. 

5.  Demontrer  que  les  equations  (21)  et  (21')  de  Gaucby,  page  34> »  fournissent 
les  integrates  generates  des  equations  (43)  et  (43')  de  Helmholtz,  page  358. 

Reponse.  —  Dans  les  equations  de  Cauchy,  remplacons  D  par  sa  valeur  la 
premiere  devient 

$      ^  dx      f[0  dx      Co  dx 

(  1)  -  —  —  -7—  -+-  —  -rr  -+-  —  -7-  • 

p      p0  da      p0  do      p0  dc 
Prenons  les  derives  totales  par  rapport  au  temps 

is)  £     =  !s  ^  4- ^  d-  +  ^  dn. 

?                            dt\pj      p0  da      p0  db  p0  dc 
Dans  (  p  )  faisons 

du      du  dx      du  dy  du  dz 

da  ~~  dx  ~da      dy  da  dz  da* 

ordonnons  par  rapport  a  ^>  ^>  ~  et  tenons  compte  des  equations  (a);  nous 
r         v         dx  dy  dz 

aurons  l'equation  (43)  de  Helmholtz,  page  358. 
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CHAPITRE  XXXV. 

THfiORIE  DES  TOURBILLONS. 


752.  Indications  historiques  et  bibliographiques.  —  La  theorie 
des  mouvements  tourbillonnaires  repose  sur  des  theoremes  qui 
sont  dus  a  Helmholtz  {Journal  de  Crelle,  t.  55,  1 858)  et  qui 
constituent  le  plus  grand  progres  fait  en  Hydrodynamique  depuis 
les  recherches  d'Euler,  de  Lagrange  et  de  Gauchy. 

Ges  theoremes  ne  s'appliquent  qu'aux  fluides  parfaits  dans 
lesquels  il  existe  une  relation  entre  la  densite  et  la  pression  et  qui 
sont  soumis  a  des  forces  conservatives,  c'est-a-dire  derivant  d'une 
fonction  de  forces  uniforme.  Lorsque  les  Conditions  dans  lesquelles 
est  place  un  fluide  different  tres  peu  de  ces  conditions  theoriques, 
on  peut  encore  se  servir  des  theoremes  de  Helmholtz  en  conside- 
rant  lesresultats  obtenus^  non  plus  comme  rigoureusement  exacts, 
mais  comme  representant  seulement  une  premiere  approxima- 
tion. 

Les  mouvements  tourbillonnaires  paraissent  jouer,  dans  les  phe- 
nomenes  meteorologiques,  un  role  considerable  que  Helmholtz  a 
tente  de  preciser. 

Gette  theorie  a  donne  naissance  a  de  nombreux  et  importants 
travaux  de  KirchhofT,  de  Lord  Rayleigh,  de  J.  Thomson  et  de  lord 
Kelvin  (Sir  W.  Thomson).  Ge  dernier  a  cherche,  dans  Texistence 
des  mouvements  tourbillonnaires,  une  explication  mecanique  de 
l'univers,  en  admettant  que  la  matiere  est  continue,  mais  que  cer- 
taines  portions  sont  animees  de  mouvements  tourbillonnaires 
(atonies  tourbillons)  qui,  d'apres  les  theoremes  de  Helmholtz, 
doivent  se  conserver. 

Enfin,  les  Equations  qui  servent  a  definir  les  mouvements  tour- 
billonnaires presentenl,  avec  les  equations  de  I'filectrodynamique, 


CHAPITllE  XXXV.  —  THtORIE  DBS  TO U R BILLONS.  3g5 

une  analogie  de  forme  qui  a  permis  d'6clairer  l'une  des  theories 
par  l'autre. 

On  pourra  consulter,  pour  l'expose  de  la  theorie  des  tourbillons, 
les  Ouvrages  suivants  : 

Vorlesungen  iiber  mathematische  Physik,  von  G.  Kirchhoff 
(Leipzig,  Teubner;  1 883 ). 

A  Treatise  on  Hydrodynamics,  by  Basset  (Cambridge, 
Deighton,  Bell  and  O;  1888). 

Recherches  recentes  sur  diverses  questions  d'Hydrodyna- 
mique,  par  M.  Brillouin  (Paris,  Gauthier-Villars;  1891.  Extrait 
des  Annates  de  la  Faculte  de  Toulouse). 

Theorie  des  tourbillons,  par  Poincare  (Paris,  Carre;  1893). 

I.  -  PROPRIETES  GENERALiES. 

753.  Hypotheses.  —  Nous  supposons  un  fluide  parfait  dans 
lequel  la  densite  est  fonction  de  la  pression  et  qui  est  souinis  a  des 
forces  derivant  d'une  fonction  des  forces  uniforme  U.  En  posant, 
comme  au  n°  729, 

(.)  Q  -ll-/f 

on  obtient  pour  Q  une  fonction  uniforme  de  x,  y,  2,  t  et  l'on  peut 
ecrire  les  equations  du  mouvement,  dans  le  systeme  des  variables 
de  Lagrange, 

d*x  _  dQ  _  dQ         d*z  _  dQ 

* 2  ]  ~dt*  ~~  dr  '        ~dF  ~~  dy '        df-  ~  dz  ' 

C'e"st  de  cette  forme  d'equations  que  nous  deduirons  les  theoremes; 
on  peut  done  dire  que  ces  theoremes  s'appliquent  toutes  les  lois 
que  les  accelerations  d'un  fluide  derivent  d'un  potentiel 
Q(x,y,  3,  t).  uniforme  dans  toute  Fetendue  du  fluide  a  chaque 
instant. 

754.  Lignes  et  surfaces  fluides.  —  D'apres  ce  que  nous  avons 
mi  dans  la  theorie  generale  de  la  deformation  d'un  milieu  continu, 
si  des  elements  fluides  sont,  a  un  instant  J0,  disposes  sur  une  sur- 
face S0  on  sur  une  ligne  L0,  ces  memcs  elements  sont  encore,  a 
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un  autre  instant  quelconque  t,  sur  une  surface  S  ou  sur  une 
ligne  L.  Nous  appellerons  la  surface  S  et  la  ligne  L,  qui  varient  de 
forme  et  de  position  avec  t)  une  surface  fluide  et  une  ligne  Jluide. 

Par  exemple,  si  un  liquide  se  meut  dans  un  vase^  les  elements 
fluides  qui,  a  l'instant  £0,  sont  sur  la  surface  libre  et  an  contact 
avec  les  parois  forment  une  surface  fermee  fluide;  ces  memes  ele- 
ments resteront  indefiniment  sur  une  surface  fermee  renfermant 
le  liquide  a  son  interieur.  On  peut  done  dire  que  les  memes  ele- 
ments liquides  restent  a  la  surface  libre  et  contre  les  parois. 

755.  Constance  de  la  circulation  le  long  d'une  ligne  fluide 
fermee.  —  Considerons  les  particules  lluides  (a,  b,  c)  qui,  a  l'ins- 
tanl  initial  t  —  o,  sont  situees  sur  une  ligne  fermee  L0 ;  a  l  ins- 
lant  /,  ces  memes  particules  auront  des  coordonnees  x,  y,  z  fonc- 
tions  de  a,  b,  c,  t  et  seront  disposees  sur  une  autre  ligne  fluide 
fermee  L. 

La  circulation  le  long  de  la  courbe  L  a  l'instant  t  est  definie 
(n°  710)  par  1'integralc 

ci  =  j*  u  d.c  -+-  v  dy  -4-  w  dz, 

prise  le  long  de  cette  ligne.  Dans  cette  integrate  t  est  constant 
et  dxy  dy,  dz  designent  les  projections,  sur  les  axes,  d'un  element 
d'arc  ds  de  la  courbe  L. 

Lorsque  t  varie,  la  circulation,  le  long  de  la  ligne  fermee 
fluide  L,  reste  constante.  Pour  demontrer  ce  theoreme,  nous 
mcttrons  1'integrale  ci  sous  une  forme  plus  commode.  A  l  instant 
initial,  les  eoordonnees  a,  b,  c  des  elements  fluides  places  sur  L0 
sont  des  fonetions 

a=*(X),      6  =  op,(X),      c  =  cp2()0, 

d'un  parametre  A  qu'il  faut  faire  varier  de  a  a  [3  pour  obtenir  suc- 
cessivement  tous  les  points  de  L0.  A  l'instant  t  les  coordoni;ees 
y,  z  des  elements  eorrespondants  de  la  ligne  fluide  L  sont  des 
fonetions  de  a,  6,  c  et  t,  e'est-a-dire  de  A  et  t, 

et  A  doit  varier  de  a  a  $  pour  que  le  point  x,  r,  z  deerive  la  courbe 


CHAPITRE  WW.  —  THE0R1E  DE8  T0URB1LL0NS. 

fermee  L.  Des  lors,  en  prenant),  comme  variable  dans  l'integrale  c«, 


on  a 


/  dx  dy 


Cette  integrate  depend  de    parce  que  a,  t>,  ~,  ^  dependent 

de      Calculons  la  derivee  de  ci  par  rapport  a  /,  en  remarquant 
que,  d'apres  les  equations  du  mouvement  (2),  ~  =  ^»  •  •  •>  et, 
d'apres  le  theoreme  sur  l'interversion  des  derivees  partielles, 
•  '•  Nousaurons 

dci      /*^/<*Q  dx      dQ  dv      JQ  dx        du        dv         dw\  „ 


ce  qu'on  peut  ecrire 

=7  3x(Q-  ;  J*. 


car  Q  peut  etre  regarde  comme  fonction  de  \  par  l'intermediaire 
de  x,  y,  z,  L'integrale  definie  est  alors 

el,  comme  elle  est  prise  le  long  d'une  courbe  fermee,  les  deux 
limites  a  et  {$  donnent  le  meme  point  x,  y,  c'est-a-dire  les 
memes  valeurs  aux  functions  Q,  <v  :  l'integrale  est  done 

nulle.  La  derivee  de  c«  par  rapport  a  t  etant  nulle,  ci  esl  con- 
stant. 


Autre  demonstration.  —  On  peut  rattacher  ce  theoreme  a  l'equation 
qui  a  ete  donnee  au  n°  731  comme  generalisant  le  theoreme  de  Lagrange. 
Nous  avons  vu  en  eflet  que,  t  ayanl  une  valeur  determinee  et  dx,  dy,  dz 
designant  les  variations  de  x,  y,  z  qui  correspondent  a  des  variations  da, 
db,  dc  des  coordonnees  initiales,  on  a 

u  dx  -+-  v  dy  ■+■  w  dz  —  (  u0  da  -h  v0  db      u'0  dc )  =  dF . 

Des  lors,  inlegrons  les  deux  membres  en  faisant  decrire  au  point  geome- 
Irique  ai  b,  c  une  courbe  fermee  L0  et  en  remarquant  que  le  point  corres- 
pondanl  ar,  y,  z  decrit  la  courbe  L  :  "integrale  du  deuxieme  membre  est 
nulle,  car  l'integrale  indefinie  F(a,  b,  c,  t)  prend  les  memes  valeurs  au 
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commencement  et  a  la  fin  de  ^integration,  et  Ton  a 

/u  dx  -f-  v  dy  -+-  w  dz  =   j   u0  da  -+-  v0  db  -+-  w0  dc . 

ce  qui  m  on  ire  que  la  circulation  le  long  de  L  conserve  une  valeur  cons- 
tante. 

756.  Expression  de  la  circulation  a  Paide  du  theorems  de 
Stokes.  Flux  de  tourbillon  ou  intensite  tourbillonnaire.  —  Fai- 
sons  a  l'instant  t  passer  par  la  courbe  L  une  surface  simplement 
connexe  S  dont  cette  courbe  soit  la  limite.  D'apres  le  theoreme 
du  n°  538,  dans  l'expression  duquel  on  remplace  les  fonctions  P, 
Q,  R  par  u,  v,  w,  on  a 


1 


u  dx  -+-  v  dy  •+■  w  dz 


=/X["(?-9^G-S-(S-|)]-. 

ou  Fintegrale  double  est  etendue  a  tous  les  elements  da  de  la  sur- 
face S,  a,  |S,  y  designant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
a  Felement  dv.  Comme  les  quantites  ~  —  Tz'  '  SOnt  ^£a*es  aux 
doubles  des  projections  £,  r,,  £  du  vecteur  tourbillon  ii,  on  a 

.  *(w -£)~" 

il„  designant  la  projection  du  vecteur  tourbillon  au  point  d<j  sur  la 
normale  a  la  surface  S.  On  a  done,  pour  la  circulation  le  long  de  la 
ligne  L,  la  formule 

(3)  ci  =  iJjQndts. 


L'integrale  double  du  deuxieme  membre  est  ce  que  Ton  appelle 
le  flux  de  tourbillon  a  travers  la  portion  de  surface  S,  ou  encore 
X intensite  tourbillonnaire  de  cette  portion  de  surface. 

On  peut  done  dire  que  la  circulation  le  long  d une  courbe 
ferrnee  limitant  une  />oriion  de  surface  est  egale  au  double  de 
I  intensite  tourbillonnaire  de  cette  portion  de  surface. 

Quand  t  varie,  les  particules  situees  sur  la  surface  continue  S  se 
deplacent  en  formant  une  surface  fluide  limitee  par  les  positions 
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successives  de  la  ligne  fluide  L.  Le  theoreme  sur  la  Constance  de 
la  circulation  le  long  d'une  ligne  fluide  peut  done  aussi  s'enoncer 
ainsi  : 

L integrate  double  J j  £lnda  etendue  a  une  surface  fluide 
ne  varie  pas  avec  le  temps,  ou  encore,  le  flux  de  tourbillon 
a  travers  une  surface  fluide  ne  varie  pas  avec  t,  ou  enun, 
iintensite  tourbillonnaire  dune  surface  fluide  est  constante 
dans  le  temps. 

Cas  d'une  surface  fermee.  —  11  est  aise  de  voir  que  le  flux 
de  tourbillon  a  travers  une  surface  fermee  tracee  dans  le 
fluide  est  nul.  Cela  resulte  immediatement  de  ce  que  les  compo- 
santes  rh  £  du  vecteur  Q  veriftent  identiquement,  d'apres  leurs 
expressions  memes,  a  l'aide  des  derivees  de  //,  v,  Tidentite 

d$      <h)  dX> 

(4  >  7-  H  p  H  -  =  o. 

v  dx      Of  oz 

Alors,  etant  donnee  une  surface  fermee  S  limitant  un  volume  V, 
la  formule  (i)  du  n°  533  (theoreme  de  Green),  dans  laquelle  on 
reinplace  G,  II,  K  par     rj,  C,  donne 

ou,  d'apres  (4), 


da 


757.  Lignes  et  surfaces  de  tourbillons.  —  INous  avons  deja  defini 
les  lignes  dc  tourbillons,  a  un  instant  comme.  etant  les  lignes  qui 
admettent  pour  tangente  en  chacun  de  leurs  points  le  tourbillon 
Q(£,  rn  relutif  a  ce  point  (n°  707).  Ges  lignes  forment  une 
famille  de  courbes  a  deux  parametres  telles  qu'il  en  passe  une,  et 
une  seule,  par  eliaque  point  du  fluide  a  Pinstant  t. 

Surfaces  dc  tourbillons.  —  Une  surface  de  tourbillons  a  l'ins- 
lant  /  est  une  surface  telle  qu'en  chacun  de  ses  points  elle  soit 
tangente  au  tourbillon  en  ce  point.  Sur  une  surface  de  tourbillons 
on  peuL  tracer  une  infinite  simple  de  lignes  de  tourbillons  :  il 
suflit,  en  effet,  de  tracer  sur  cette  surface  les  lignes  telles  qu'en 
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chacun  de  leurs  points  le  vecteur  tourbillon  leur  soil  tangent. 
Jnversement,  pour  obtenir  toutes  les  surfaces  de  tourbillons,  il 
suffit  de  prendre  une  surface  engendree  par  des  lignes  de  tour- 
billons :  par  exemple,  on  tracera  dans  le  fluide,  a  l'instanl  t,  une 
courbe  AB  et  Ton  prendra  la  suite  des  lignes  de  tourbillons  issues 
des  divers  points  de  AB;  ces  lignes  foment  une  surface  de  tour- 
billons. Si  la  courbe  AB  n'est  pas  fermee,  la  surface  obtenue  est 
simplement  connexe  {Jig-  33a).  Si  elle  est  fermee,  on  obtient  une 


Fig.  33i. 


surface  en  forme  de  tube  appelee  tube  tourbillon  {fig.  333)  qui 
n'est  plus  simplement  connexe.  Soient  T  une  surface,  Q  le  tour- 
billon en  un  point  de  cette  surface,  Q„  la  composante  du  tourbillon 
suivant  la  normale  a  T;  pour  que  cette  surface  soit  une  surface  de 
tourbillons,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait,  en  chaque  point  deT, 

U„  =  o; 

c'est  la,  en  efFet,  la  condition  pour  que  le  vecteur  Q  soit  tangent 
a  la  surface. 

Pour  qu'a  V instant  t  une  surface  T  soit  une  surface  de 
tourbillons,  ilfaut  et  ilsujjit  que  la  circulation  le  long  de  toute 
ligne  fermee  L,  tracee  sur  la  surface  de  facon  a  limiter  une 
aire  S  simplement  connexe,  soit  nulle 

En  effet,  tra^ons  sur  T  une  ligne  fermee  L  limitant  une  por- 
tion S  de  la  surface  {fig.  332);  la  circulation  le  long  do  L  est 
donnee  par  la  formule 

ci  =  x  J" J ~  Qn  da. 

Si  la  surface  T  est  une  surface  de  tourbillons,  ci  est  nulle  quelle 
que  soit  la  courbe  L,  car  iln  est  nul.  Reciproquement,  si  ci  est 
nulle  quelle  que  soit  L,  l'integrale  double  du  second  membre  est 
nulle  quelle  que  soit  la  portion  S  de  la  surface  T  a  laquelle  elle 
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est  etendue;  done  I'element  dillerentiel  Q„  est  nul  et  la  surface  T 
est  une  surface  de  tourbillon. 

Intersection  de  deux  surfaces  de  tourbillon.  —  Linterser- 
tion  L  de  deux  surfaces  de  tourbillon  T  et  T'  est  une  ligne  de 
tourbillon.  En  diet,  le  vecteur  tourbillon  Q,  en  un  point  de  L, 
est  tangent  a  la  fois  aux  deux  surfaces  T  et  T7;  il  est  done  tangent 
a  leur  intersection  L. 

758.  Theoreme  de  Helmholtz.  —  Les  elements  fluides  qui,  a 
un  instant  t0,  se  trouvent  sur  une  surface  ou  une  ligne  de  tour- 
billon, se  trouvent  encore,  a  un  instant  posterieur  quelconque  t, 
sur  une  surface  ou  une  ligne  de  tourbillon. 

En  efTet,  soient  des  particules  fluides  occupant  a  linstant  t„  les 
divers  points  d'une  surface  de  tourbillon  T0  {fig.  a  l'instant  t 

ces  particules  se  trouveront  sur  une  autre  surface  T;  nous  voulons 
montrer  que  T  est  encore  une  surface  de  tourbillon  a  l  instant  t. 

Pour  cela,  tracons  sur  T0  une  ligne  fermee  quelconque  L0  limi- 
tant  une  portion  Sft  de  T0  et  pouvanl  par  continuite  etre  reduite  a 
un  point;  a  rinstanl  t  la  ligne  fluide  E0  prendra  une  position  L 
situee  sur  T  et  limitant  une  portion  S  de  T.  La  circulation  a  la 
meme  valeur  le  long  des  lignes  fluides  L(,  et  E  :  elle  est  nulle  le 
long  de  L0,  car  T0  est  une  surface  de  tourbillon;  elle  est  done 
nulle  aussi  le  long  de  L.  Mais  L  est  une  ligne  quelconque  de  la 
surface  T,  assujetlie  sculement  a  li miter  une  aire  S  de  cette 
surface;  done  T  est  une  surface  de  tourbillon,  d'apres  les  theo- 
remes  du  numero  precedent.  On  peut  dire,  en  resume,  quune 
surface  de  tourbillon  est  une  surface  fluide. 

Ee  theoreme  analogue  pour  les  lignes  de  tourbillon  en  resulte 
immediatement.  En  eflet,  une  ligne  de  tourbillon  a  l  instant  t0 
peul  toujours  etre  rcgardee  comme  Intersection  de  deux  surfaces 
de  tourbillon  Tw  et  T'0  a  cet  instant.  Quand  le  temps  varie,  les 
deux  surfaces  fluides  partant  de  T0  et  T'0  varient  en  restant  des 
surfaces  de  tourbillon;  la  ligne  fluide  qui  leur  est  commune  reste 
done  une  ligne  de  tourbillon,  car,  a  un  instant  quelconque,  I'in- 
fersection  de  deux  surfaces  de  tourbillon  est  une  ligne  de  ton i- 
billon. 


759.  Tubes  de  tourbillon;  moment  ou  intensite  d'un  tube. 
Supposons  que,  par  les  divers  points  d'une  courbe  fermee  G  tracee 
A.  —  III. 
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dans  le  fluide  a  l'instanl  on  menc  les  lignes  de  tourbiilon  partant 
de  ces  points.  On  formera  ainsi  un  tube  appele  tube  de  tour- 
billon  (fig.  333).  C'est  la  une  surface  de  tourbiilon  particuliere 


Fig.  333. 


possedant  les  proprietes  que  nous  venons  d'indiquer.  Si  Ton 
trace  sur  cette  surface  une  ligne  fermee  L  limitant  a  elle  seule 
une  aire  S,  la  circulation  le  long  de  cette  ligne  est  nulle. 

Mais  on  peut  tracer  sur  la  surface  du  tube  des  lignes  fermees 
d'une  autre  nature,  par  exemple  la  ligne  C  ou  la  ligne  AB  entou- 
rant  le  tube;  une  telle  ligne  ne  limite  pas  a  elle  seule  une  aire 
sur  le  tube;  la  circulation  le  long  d'une  telle  ligne  n'est  pas  nulle. 
Dans  la  figure  333,  il  faut  supposer  les  points  a  et  b  confondus, 
pour  que  la  ligne  aABb  soit  fermee.  Nous  allons  montrer  que, 
pour  toutes  les  lignes  de  ce  genre  trace"  es  sur  an  mime  tube  de 
tourbiilon,  la  circulation  a  la  mime  valeur.  En  eflet,  soit  EF 
une  deuxieme  ligne  entourant  une  fois  le  tube.  Menons,  sur  la 
surface  du  tube,  une  ligne  ca  joignant  un  point  e  de  EF  a  un 
point  a  de  AB,  puis  une  ligne  fb  infininient  voisine  de  celle-la.  Le 
contour  aAB6/FEea  est  une  courbe  fermee  tracee  sur  le  tube  et 
limitant  a  elle  seule  une  aire.  D'apres  le  theoreme  du  n°  757, 
la  circulation  le  long  de  ce  contour  est  nulle.  Cette  circulation 
est  une  integrale  prise  le  long  de  ce  contour  :  en  la  partageant 
en  diverses  integrales  correspondant  aux  difFerentes  parties  du 
contour,  on  a 

ci(aXBb)  -f-  ci(^/)-h  ci(fFEe)  -h  ci(ea)  =  o, 

ou  ci  (...)  signifie  circulation  le  long  du  contour  entre  paren- 
theses. Mais  la  somme  des  termes  ci  (bf)  H-  ci(ea)  est  nulle,  car 
les  deux  lignes  bf  et  ea  sont  infininient  voisines  et  decrites  en 
sens  contraires  dans  1'integration.  On  a  done 


i(aABb)  -+-  ci(fFRe)  =  o; 
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on  en  d6duit,  en  remarquant  que,  la  circulation  etant  une  inte- 
grate, sa  valeur  change  de  signe  quand  on  intervertit  les  limites, 

ci(a         =  ci(eEFf'). 
Le  theoreme  est  ainsi  d^montre. 

On  peut  le  presenter  sous  une  autre  forme  en  imaginant  qu'on 
mene,  dans  le  tube,  deux  cloisons  2  et  2'  ayant  pour  contours  les 
lignes  AB  et  EF.  Ces  deux  cloisons,  avec  la  surface  late>ale  du 
tube  comprise  entre  elles,  forment  une  surface  fermee  analogue  a 

un  cylindre  de  bases  2  et  2'.  Le  flux  total  de  tourbillon J*  j*  QLnd? 

a  travers  cette  surface  fermee  est  nul  (fin  du  n°  756),  mais  le  flux 
a  travers  la  surface  laterale  du  tube  est  nul,  car  Qn  —  o  sur  les 
parois  du  tube ;  done  le  flux  a  travers  2  est  egal  en  valeur  absolue 
au  flux  a  travers  2',  ou  encore  Pintensite  tourbillonnaire  de  ,2  est 
egale  a  celle  de  2'.  D'apres  le  theoreme  de  Stokes  (n°  756),  la  cir- 
culation sur  le  contour  aXBb  de  2  est  done  egale  a  la  circulation 
sur  le  contour  eEF/de  2';  ce  qui  d^montre  le  theoreme. 

II  r^sulte  de  ce  theoreme  qu'a/i  tube  de  tourbillon  ne  peut 
pas  se  terminer  au  milieu  du  fluide  :  il  se  continue  ind^finiment 
dans  le  fluide,  ou  bien  il  aboutit  soit  a  la  paroi,  soit  aux  surfaces 
de  discontinuity;  exceptionnellement,  dans  des  cas  tres  simples, 
il  se  ferme  sur  lui-mSme  comme  un  anneau. 

Ces  dispositions  des  tubes  de  tourbillon  resultent  de  ce  que 
nous  avons  dit  au  n°  707  des  dispositions  des  lignes  de  tourbillon. 

En  resume,  a  chaque  tube  de  tourbillon  est  attache  un  nombre 
qui  est  la  circulation  le  long  d'une  courbe  fermee  quelconque 
entourant  une  fois  le  tube,  ou  encore  Vintensite  tourbillonnaire 
d'une  section  transversale  :  on  appelle  ce  ncmbre  le  moment  ou 
Vintensite  du  tube  de  tourbillon.  Quand  t  varie,  ce  tube  fluide 
change  de  forme  et  de  position,  mais  il  reste  un  tube  de  tourbillon 
et  son  moment  ne  change  pas,  car  la  circulation  le  long  d'une 
ligne  fluide  reste  constante. 

Ainsi,  l'ensemble  des  particules  fluides,  dont  les  rotations  ne 
sont  pas  nulles,  se  trouve  divise  en  tubes  de  tourbillon  qui  se  con- 
tinuent  indefiniment  dans  le  fluide  ou  se  terminentTiux  parois  et 
aux  surfaces  de  discontinuite,  ces  tubes  ayant  des  intensity 
constantes  dans  le  temps. 
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Les  anneaux  de  fumee  lances  par  un  fumeur  dans  un  air  calme 
ou  les  anneaux  produits  par  la  combustion  spontanee  du  phos- 
phure  d'hydrogene  sont,  le  plus  souvent,  des  anneaux  de  tourbillon 
qui  se  deplacent  dans  un  air  denue  de  rotation. 

760.  Tube  de  tourbillon  infiniment  delie  ( Wirbelf aden ;  filet  de 
tourbillon).  —  Soit  {jig.  334)  un  tube  de  tourbillon  infiniment 
deli£,  ou,  d'apres  l'expression  de  Helmboltz,  un  Wirbelfaden. 


Si  1'on  mene  une  section  droite  du  tube  d<r,  Tintensite  du  tube 
est,  par  definition,  la  circulation  le  long  du  contour  de  la  section, 
ou  encore  l'integrale  double 


-is 


e'tendue  a  cette  section;  mais,  actuellement,  la  section  renferme 
un  seul  element  superficiel  <fa,  et  Q,t  se  confond  avec  Q,  car  le 
tourbillon  est  normal  a  dcr,  puisqu'il  est  tangent  aux  lignes  de 
tourbillon  formant  le  tube.  L'intensite  du  tube  est  done 

(5)  \  =  iQd<j. 

On  en  conclut  que  le  produit  de  la  section  droite  d'un  tube  de 
tourbillon  infiniment  delie  par  le  tourbillon  est  constant  :  i°  a 
l'instant  t  tout  le  long  du  tube;  2°  quand  t  varie. 

II  faut  done  se  representor  un  tube  de  tourbillon  infiniment 
delie  comme  une  sorte  de  fil  fluide  qui  se  deplace  et  se  deforme, 
en  tourbillonnant  en  chaque  point  autour  de  la  tangente  en  ce 
point,  avec  une  vitesse  angulaire  inversement  proportionnelle  a  sa 
section  droite. 

Voici  une  consequence  de  ces  proprietes.  Dans  un  tube  de 
tourbillon  infiniment  delie  a  l'instant  t  {fig-  334),  menons  deux 
sections  paralleles  infiniment  voisines  AB  et  A'B',  dont  la  dis- 
tance AA'  comptee  le  long  du  tube  soit  /  :  appelons  d?  et  p  la 
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section  droite  et  la  densite  du  cylindre  elementaire  fluide  ABA'B'; 
la  masse  de  ce  cylindre  fluide  est  plda.  A  un  autre  instant  les 
elements  fluides  constituant  le  tube  se  sont  transportes  de  fagon  a 
former  un  nouveau  tube  de  tourbillon;  Felement  fluide  ABA'B' 
vient  occuper  la  nouvelle  position  A,Bt  A^B',-  constituant  un  nou- 
veau cylindre  oblique  d'ardte  A4  A\  =  /,  de  section  droite  <i<r4  et 
de  densite  p,.  En  ecrivant  que  la  masse  de  l'element  consider^  n'a 
pas  change,  on  a  la  relation  de  continuity 

p /  da  =  pt  lx  d<3t. 

D'autre  part,  l'intensite  du  tube  etant  constante  dans  le  temps, 
on  a,  d'apres  (5), 

Q  da  =  Q|  d<Ji, 

ou  Q  designe  le  tourbillon  dans  Telement  ABA'B'  et  Q,  dans  l'ele- 
ment A,B,  A',B'r  En  rapprochant  ces  deux  relations,  on  voit  que 

/fix  p/  Z, 

t  elant  une  constante  infiniment  petite  independante  de  t. 

Rapprochement  avec  les  equations  de  Helmboltz.  —  La  propriete 
enprimee  par  la  relation  (6)  est  la  traduction  geometrique  des  equations 
de  Helmholtz  etablies  dans  le  n°  737. 

Supposons,  en  eflet,  que  tx  differe  infiniment  peu  de  lt=  t  -h  dt\ 
appelons  x,  y,  z  el  x' ,  y\  z'  les  coordonnees  des  points  A  et  A',  xu  yt,  zx 
et  j',,/,,  z\  celles  des  points  kt  et  A','  {fig-  334). 

Le  segment  AA' est  egal  a  /,  c'est-a-dire,  d'apres  (6),  a  -  Q  en  grandeur, 
direction  et  sens;  les  projections  du  segment  AA'  sur  les  axes  de  coor- 

donnees  sont  done  e-»  e->  e  -  et  Ton  a 

P     ?  P 

(7)  x'=x  +  ip       /^H-e?,  + 

Un  calcul  analogue  donne 

x\  =  a?|-h  eli,   

Pi 

D'ou  Ton  conclut 

x\  —  x'  =  Xi  —  x  ■+■  e  /  —  —  -  V 
1  Pt  p/ 
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Dans  cette  equation,  on  a 


pi     p  «"\p/ 


et,  d'autre  part,  en  designant  par  a,  p,  w  et  u\  v' ,  w'  les  projections  des 
vitesses  des  deux  points  A  et  A',  on  a  evidemment 

r\—  x' =  u' dt,       X\  —  ;r=udt; 

liquation  s'ecrit  done 

(8)  tf£„^!(JJ. 

Enfin  u'  est  facile  a  calculer  d'apres  les  expressions  (7)  des  coordonnecs 
du  point  A'.  En  effet,  u(x,  y,  z,  t)  etant  la  projection  sur  O x  de  la  vitesse 
du  point  x,  y,  z  au  temps  t>  la  projection  u'  de  la  vitesse  du  point 

A'(x',  y\  zf)  au  mSme  instant  est 

u'  =  U  ( X  -+-  £->  K-+-£-> 

V      p        p        p  / 

ou  en  developpant  par  la  formule  de  Taylor,  e  etant  infiniment  petit, 

,  /  £  du      7)  du      I  du\ 

\p  dx      p  dy      p  dz/ 

Portant  cette  valeur  dans  (8)  on  a  Tequation 


dt\p)      p  dx 


r\  du  £  du 
p  dy      p  dz 


qui  est  identique  a  la  premiere  des  equations  (43)  et  (43')  etablies  dans 
le  n°  737. 


761 .  Demonstration  de  Kirchhoff;  equations  de  Cauchy.  —  Dans 
ses  Vorlesungen  iiber  mathematische  Physik,  p.  167,  Kirchhoff 
demontre  les  theoremes  de  Helmholtz  en  employant  la  m£thode 
analytique  suivante,  dont  le  point  de  depart  est  dans  les  equations 
de  Cauchj  (n°  730).  Reprenons  les  relations  de  Cauchy  entre  le 
tourbillon  (£,  7),  a  Tinstant  t  et  le  tourbillon  (£0,  *lo>  So)  »  1  ins- 
tant initial  : 


(9) 


dx  „ 

=  ^°+ 

dx 

Tb^ 

dx 
dc 

Dr, 

dy 

Tbr^ 

*y 

dc 

dz 

dbr>0  + 

dz 

de 
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ou  D  designe  le  determinant  fonctionnel  de  x,  y,  z  par  rapport 
a  a,  b,  c. 

Les  lignes  de  tourbillon  ont  pour  equations  diflferentielles  a 
l'instant  t, 

,_.  dx      dy  dz 

A  l'instant  initial  /  =  o,  elles  ont  pour  equations  diflerentielles 

...  ,  <ia      db  dc 

(To)  T- =  — =  y-' 

11  faut  d'abord  montrer  que  les  molecules  qui,  a  l'instant  initial, 
sont  sur  une  ligne  de  tourbillon  T0,  sont  a  l'instant  t  sur  une 
ligne  de  tourbillon  T.  La  molecule  qui,  a  l'instant  t  =  o,  a  pour 
coordonnees  a,  b,  c,  possede  au  temps  t  les  coordonnees  x,  y,  z 
liees  a  fl,  A,  c  par  les  relations 

x  =/(a,  6,  c,  /),       y  =fi(a,  b,c,  t),       z  =  /s(a,  6,  c,  /). 

Quand  le  point  geometrique  a,  6,  c  se  deplace  sur  T0  de  cfo, 
dc,  le  point  x,  j'.  £  subit  un  displacement  geometrique  corres- 
pondant 

[  dx  =  —  da  -7-  ^  db  -+■  ~  dc, 
\  da  00  dc 

(io)  ]  dy  =  %  da  +■  %■  db  dc, 

J       da  fib  dc 

dz  ,        dz  „      da  J 
=  —  da  -+-  —  rf6  -r-  —  dc. 
da  dc 

Le  point  a,  6,  c  se  deplacant  sur  T0,  da,  db,  dc  verifient  les 
relations  (T0)  et  Ton  a,  en  appelant  X  un  facteur  de  proportion- 
nalite, 

(u)  rfa  =  X£0,       db  =  Xtj0j       dc  =  X£0. 

Alors,  d'apres  (9)  et  (10), 
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relations  qui  montrent  que  dkr,  rf-s  sont  proportionnels  a  !;,  >l ,  £, 
cest-a-dire  que  le  point  geometrique  x,  y,  z  decrit  une  ligne  de 
tourbillon  T. 

On  peut  montrer  ensuite  que  l'intensite  d'un  tube  tourbillon- 
naire  infiniment  d£lie  se  conserve  dans  le  temps.  Soient,  en  repre- 
nant  la  figure  334  du  n°  760,  deux  positions  d'un  ni6me  tube 
tourbillonnaire  ;  on  peut  toujours  supposer  que  la  premiere  corres- 
ponde  a  l'instant  initial  et  la  seconde  a  un  autre  instant  quel- 
conque.  Appelons  a,  6,  c  les  coordonnees  du  point  A,  ko0  la  densite 
en  A,  fi0(5o?  ?o)  ^e  tourbillon  en  ce  point;  a-j-c/a,  b-\-db, 
c-\-dc  les  coordonnees  du  point  A';  l0  la  longueur  AA'  et  d<r0  la 
section  droitc  du  tube  cntre  A  et  A'.  Soient  x,  y,  z  les  coordon- 
nees du  point  A,;  p  la  densite  en  A,;  Q(<-,yj,£)  le  tourbillon  en  ce 
point;  x  -j-  dx,  y  -hdy,  z-\-dz  les  coordonnees  de  A', ;  /  la  lon- 
gueur A,  Aj  et  dz  la  section  droitc  du  second  tube  entre  A,  et  A'  . 
Les  points  A,  et  A't  sont  les  positions  des  points  A  et  A'  a  l'instant  t. 
Les  equations  (i  i)  signifient  que  les  projections  du  segment  AA' 
de  longueur  l0  sont  egales  a  celles  du  segment  QQ  multipliers  par  A; 
on  a  done 

De  meme  les  equations  (12)  donnent 

/  =  XDi}. 

On  en  conclut,  en  divisant  membre  a  membre  et  remplaganl  D 
par  sa  valeur  — , 

Qo  ■  _  Q 
/„p0  lp' 

Mais  en  ecrivant  que  la  masse  de  Telement  fluide  ABA'B'  n'a 
pas  change,  on  a 

p0    d^Q  =  p  /  d<3. 

On  a  done  enfin 

Q0  d<j0  =  O  d<r, 

formule  qui  exprime  que  l'intensite  du  tube  de  tourbillon  ne  varie 

pas  aver  le  temps. 


762.  Mouvement  permanent.  —  Dans  le  eas  d'un  mouvemenl 
permanent,  les  equations  diflerentielles  des  lignes  de  tourbillon  a 
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dx      dy  ds 

T  ~~  =  T' 

ne  contiennent  pas  t,  car  w,  t>,  w  et,  par  suite,  £,  r4,  £  sont  alors 
independantes  de  t.  Ces  lignes  forment  done,  dans  l'espace,  au 
point  de  vue  geometrique  {fig-  335),  un  sjsteme  invariable  de 


Fig.  335. 


l'instant  t, 

(i3) 


lignes  T,  T, ,  T2,  . . .  tei  qu'il  en  passe  une  et  une  seule  par  chaque 
point  occupe  par  le  fluide.  Gela  ne  veut  pas  dire  que  les  lignes  de 
tourbillon  considerees  comme  lignes  fluides  soient  /rxes  :  les  par- 
ticules  fluides  A,  A,,  A2,  ...  qui,  a  un  instant  t,  se  trouvent  sur 
la  ligne  geometrique  de  tourbillon  T  (fig-  335),  se  meuvent  en 
continuant  a  former  une  ligne  de  tourbillon  et  sont  a  un  autre 
instant  sur  une  autre  ligne  geometrique  de  tourbillon  Xi )  a  cet 
instant  d'autres  elements  fluides  sont  venus  prendre  la  place 
des  premiers  sur  la  ligne  geometrique  T. 

Dans  le  cas  du  mouvement  permanent,  les  lignes  de  courant,  a 
un  instant  t,  definies  par  les  equations  different  elles 

(u)  —  ==  it  =  — , 

'  a         v        w  9 

sont  aussi  independantes  du  temps  et  forment,  au  point  de  vue 
geometrique,  un  systeme  invariable  de  lignes  C,  C,,  G2,  ...  tel 
qu'il  en  passe  une  par  chaque  point  :  ces  lignes  se  confondent 
actuellement  avec  les  trajectoires  (n°  704-);  ce  sont  des  lignes 
fluides  fixes,  en  ce  sens  que  les  particules  fluides,  qui  se  trouvent 
au  temps  t  sur  une  de  ces  lignes,  suivent  cette  ligne  dans  leur 
mouvement.  On  a  alors  le  theoreme  suivant  : 

Si  le  mouvement  est  permanent,  il  existe  une  infinite  de 
surfaces  /ires  £  sur  lesquelles  on  petit  tracer  une  infinite  de 
lignes  de  courant  et  une  infinite  de  lignes  de  tourbillon. 
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En  eflet,  soit  une  ligne  de  tourbillon  quelconque  T  {Jig.  335), 
imaginons  les  lignes  de  courant  C,Cf,  C2,  ...  partant  des  divers 
points  A,  A,,  A2,  ...  de  T  :  ces  lignes  forment  une  surface  2 
repondant  a  la  question.  Pour  le  montrer,  considerons  les  elements 
fluides  qui,  a  un  instant  J,  se  trouvent  en  A,  A,,  A2,  ...  surT; 
ces  elements  se  meuvent  en  suivant  respectivement  les  lignes  de 
courant  C,  Ci ,  C2,  ...  et  en  formant  une  ligne  de  tourbillon  qui  se 
d^place  et  se  deforme  sur  la  surface  S  :  par  exemple,  a  l'instant 
ces  m£mes  elements  sont  en  B,  B,,  B2,  . . .  sur  une  ligne  de  tour- 
billon T,  qui  appartient  evidemment  a  la  surface  2. 

Equations  des  surfaces  S.  —  INous  avons,  dans  le  n"  737,  ecrit 
les  equations  du  mouvement  d'un  fluide  sous  la  forme  donnee  par 
Helmholtz 

/  du       .  dH 

(.5)  _  +  =~5J, 

ou  H  designe  la  fonction 

%       J  p 

Le  mouvement  etant  permanent,  u,  v,  w,  p  he  dependent  pas 
de  i  \  en  outre  t  ne  ligure  pas  dans  la  fonction  des  forces  U,  de 
sorte  que  H  est  une  fonction  de  y,  z.  Les  equations  (i5)  du 
mouvement  peuvent  alors  s'ecrire 

%(£w  —  C  l£), 
i{rku  —  \v  ). 


(16) 


Nous  allons  montrer  que  les  surfaces  2  ont  pour  equation 
(17)  H  =  const. 

Pour  cela,  nous  commencerons  par  montrer  que  H  est  constant 
le  long  d  une  ligne  de  tourbillon  et  le  long  d'une  ligne  de  courant. 

Appelons  dx,  dy,  dz  les  projections  sur  les  axes  d'un  element 
d'une  ligue  de  tourbillon  :  d'apres  les  equations  (i3),  ces  projec- 
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tions  sont  proportionnelles  a  !;,  T|,  £  et  l'on  a,  en  appelant  \  la 
valeur  commune  des  rapports  ( i3), 

dx  =  X£,       dy  =  Xtj,       dz  =  X£ ; 
d'autre  part,  la  variation  de  H  le  long  de  la  ligne  de  tourbillon  es* 

dH         dH  dH  /  dH        dH       dH  \ 

dH  =  —  dx-h  —  dy  -\-  —  (£s  =  HN  h  -ri       -h  r  —  )  • 

dx  dy    J       dz  ydx       1  dy      ^  dz  J  * 

d'apres  les  equations  (16),  cette  variation  est  6videmment  nulle 
et  H  est  constant  le  long  de  la  ligne  de  tourbillon. 

De  meme  si  Ton  appelle  dx,  dy,  dz  les  projections  d'un  ele- 
ment  d'une  ligne  de  courant  (i4),  on  a,  en  appelant  |jl  la  valeur 
commune  des  rapports  ( i4), 

dx=iiu,       dy  =  dz  =  ;x  w ; 

d'ou,  pour  la  variation  de  H  le  long  d'une  ligne  de  courant, 

,„      dH  ^       dH  .       dH  ,         (   d\\       dH  dU\ 

dH  —  — -  dx  -+■       dy  H  dz  =  a  (  u  he  h  w  —  , 

dx  dy   J       tiz  r\    dx         dy  dz ) 

quantite  nulle  d'apres  les  equations  (16);  H  est  done  constant  le 
long  d'une  ligne  de  courant.  C'est  ce  que  nous  avons  deja  vu  au 
n"  742. 

II  est  alors  aise  de  voir  que  H  a  une  valeur  constante  sur  une 
surface  2  :  en  efFet,  H  a  une  valeur  constante  sur  une  ligne  de 
tourbillon  T  tracee  sur  cette  surface  et  une  valeur  constante  sur 
une  ligne  de  courant  G  de  cette  meme  surface:  ces  deux  valeurs 
sont  egales,  car  les  deux  lignes  ont  un  point  commun  A.  Le  th6o- 
reme  est  done  demontre. 

Remarque.  —  Si  le  mouvement  permanent  etait  irrotationnel, 
le  tourbillon  £,  yj,  £  serait  nul;  alors  H  serait  constant  dans  tout 
l'espace  occupe  par  le  tluide;  e'est  le  theoreme  du  n°  747. 

763.  Cas  ou  les  lignes  de  flux  se  confondent  avec  les  lignes 
de  tourbillon.  —  Beltrami  a  cbercbe  en  1889,  Consider azioni 
idrodinamiche  (Rendiconti  del  reale  istituLo  Lombardo, 
2C  serie,  vol.  XXII,  fasc.  II),  s'il  est  possible  que,  dans  certains 
mouvements  d  un  lluide,  les  Lignes  de  flux  se  confondent  avec 
les  lignes  de  tourbillon.  A  un  instant  t,  les  lignes  de  flux  ou  de 
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courant  sont  des  lignes  admettant  pour  tangente  en  chaque  point  le 
vecteur  vitesse  W  de  projections  e,  w;  les  lignes  de  tourbillon 
sont  des  lignes  ayant  pour  tangentes  les  vecteurs  tourbillons  0  de 
projections  5,  Pour  que  ces  deux  especes  de  lignes  se  con- 
fondent, il  faut  et  il  suffit  qu'en  chaque  point  M  du  fluide  le 
vecteur  vitesse  et  le  vecteur  tourbillon  aient  m£me  direction 

Pour  que  les  lignes  de  flux  et  les  lignes  de  tourbillon  coin- 
cident non  seulement  a  un  instant  t,  mais  pendant  une  certaine 
dur£e,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  relations  (i)  aient  lieu,  dans  le 
fluide  consider^,  quel  que  soit  t. 

Beltrami  a  donne  divers  exemples  de  cetle  circonstance,  notam- 
ment  le  cas  suivant  qui  se  presente  dans  le  mouvement  dans  un 
tuyau  cylindrique.  Prenons  comme  axe  des  z  l'axe  d'un  tuyau 
ayant  la  forme  d'un  cylindre  de  revolution  ;  appelons  r  la  distance 
d'un  element  fluide  a  cet  axe,  k  une  constante,  Z  une  fonction  arbi- 
trage de  z  et  de  t.  Imaginons-nous  un  mouvement  d'un  fluide 
dans  lequel 

u  =  —  ky,        v  —  (j,        w  —  yjt  —  1 k*  r* ; 

en  calculant  £,  i\,     on  trouve 


u      s>      w      yJ'L  —  ikir* 

Cas  du  mouvement  permanent.  —  Dans  ce  cas  les  lignes  de  flux 
se  confondent  avec  les  trajectoires ;  si  de  plus  elles  se  confondent 
avec  les  lignes  de  tourbillon,  le  rapport 

entre  le  tourbillon  et  la  vitesse  varie  le  long  de  chaque  trajec- 
toire  proportionnellement  a  la  den  site.  Cette  propriete  que 
Beltrami  etablit  par  un  caicul  assez  complique  resulte  de  ce  que, 
pour  chaque  filet  lluide  ('),  on  a,  en  appelant  d*  la  section  nor- 


(')  Lecohnu,  Sur  les  tourbillons  d'une  veine  fluide  (Comptes  rendus 
Acad.  Sc.,  t.  168,  12  mai  1919,  p.  913-926). 
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male  infiniment  petite  du  filet,  p  la  densite,  W  la  vitesse  et  Q.  le 
tourbillon,  les  deux  equations 

pWrfa  =  const.       (equation  de  continuite), 

Q  do  =  const.       (propriete  des  tourbillons  n°  760), 

d'ou,  par  division,  le  theoreme  de  Beltrami. 

On  doit  egalement  a  Beltrami  la  remarque  suivante.  Supposons 
le  mouvement  permanent,  la  densite  p  fonction  de  p  et  la  force 
rapportee  a  l'unite  de  ma^se  derivant  d'une  fonction  U(.r,y,  s,). 
Nous  avons  vu  (n°  762)  que,  si  Ton  pose 


H  =  -  W«h- 

2 


la  fonction  H  est  constante  le  long  d'une  trajectoire  et  le  long  d'une 
ligne  de  tourbillon.  Mais  si  H  a  une  valeur  constante  dans  toute 
Vetendue  da  fluide  et  si  les  tourbillons  ne  sont  pas  nuhj  les 
lignes  de  tourbillon  se  confondent  avtc  les  trajectoires.  En 
eflfet  les  equations  ( 16)  du  n°  762 

donnent  immediatement,  si  l'on  j  suppose  H  independant  de 

x,.r,  z, 

U       V  w 

Com  me  exemple,  M.  Lecornu  (Comptes  rendus,  loc.  cit.,  1919) 
a  montre  que  le  genre  de  mouvement  permanent  etudie  par 
Beltrami,  doit  £tre  celui  que  possede  toute  veine  sortant  d'un 
reservoir. 

En  effet  deux  cas  sont  a  distinguer,  suivant  qu'il  s'agit  d'un 
liquide  ou  d'un  gaz. 

Pour  un  liquide,  reprenons  le  cas  du  n°  744  qui  nous  a  conduit 
au  theoreme  de  Torricelli.  Dans  ce  cas  U  =  gz  et  la  fonction 

H  =  -  W'-^z  +  £ 

•i  p 


est  constante  dans  toute  l'elendue  du  fluide  comme  nous  l'avons  vu; 
le  theoreme  est  done  demontre.  S'il  ny  avait  pas  de  tourbillons 
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dans  le  reservoir,  il  n'y  en  aurait  pas  dans  la  veine  d'ecoulement, 
d'apres  le  theoreme  de  Lagrange.  Mais,  dans  le  reservoir,  les 
vitesses  ne  sont  pas  rigoureusement  nulles,  elles  sont  seulement 
tres  voisines  de  zero  et,  des  lors,  rien  ne  s'oppose  a  ce  qu'il  existe 
egalement,  dans  le  reservoir,  des  tourbillons  tres  lenls  prenant 
ensuite,  dans  la  veine,  des  valeurs  appreciables.  Si  les  tourbillons 
ne  sont  pas  rigoureusement  nuls  dans  le  reservoir,  ils  deviennent 
importants  dans  la  veine,  au  m6me  titre  que  les  vitesses,  puisque 

le  rapport  X  =  ~  varie  le  long  de  chaque  filet  comme  la  densite, 

qui,  pour  un  liquide,  est  sensiblement  constante.  La  facilite  bien 
connue  avec  laquelle  naissent  des- tourbillons  au  contact  d'un 
fluide  avec  une  paroi,  porte  d'ailleurs  a  croire  que  l'absence 
complete  de  tourbillons  dans  le  reservoir  est,  pratiquement,  irrea- 
lisable. 

Pour  un  gaz  qui  est  comprime  dans  un  reservoir  et  qui  s'echappe 
par  une  tuyere,  on  peut  negliger  la  pesanteur  devant  la  pression,  et 
la  fonction 

a         J  p 

qui  est  constante  sur  chaque  filet,  est  sensiblement  constante  a 
Tinterieur  du  reservoir,  car  W  y  est  tres  petit  et  p  constant  : 
elle  est  alors  constante  dans  tout  le  fluide. 

Les  mSmes  considerations  sont  done  applicables  et,  dans  la 
tuyere  d'ecoulement,  les  lignes  de  flux  se  confondent  avec  les  lignes 

de  tourbillon.  Le  rapport  X.  =  ~  varie,  sur  chaque  filet,  comme 

la  density,  laquelle  demeure  superieure  a  une  limite  non  nuile. 

II  est  a  noter  que  le  rapport  X  verifie  une  equation  facile  a 
former.  Designons  par  a,  j3,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  vitesse  W 
en  un  point  x,y,  z  :  ces  trois  quantites  sont  des  fonctions  de  x,  y,  z. 
On  a 

tt  =  aW,       f  =  pW,       (v  =  TW, 

2$  =  -  —  =  W  (   )  -f-  Y   3  -— 

dy      dz  \(ty      dz  J      1  dy       '  dz 

et  deux  equations  analogues  pour  r\  et  £.  Formant  alors  la  combi- 
naison 


CHAPITRE  XXXV.  —  THEORIE  DES  TOURBILLONS.  4l5 

puis  remplacant  £,  *h  K  Par  XWa,  XW£,  XWy,  il  vient 

\dy      dz)      v\dz      dx  J      J\dx  dy) 

Cette  valeur  de  X  est  bien  independante  de  W;  elle  ne  serait  iden- 
tiquement  nulle  que  dans  le  cas  ou 

9  dx  -+-  (5  dy  -+-  y  dz 

admettrait  un  facteur  integrant;  mais  alors  £,  £  seraient  nuls 
aussi  et  le  mouvement  serait  irrotationnel. 


II.  -  P ARTIE  DU  FLUIDE  ANIMEE  D'UN  MOUVEMENT 
IRROTATIONNEL.  CONNEXION. 

764.  Circulation  dans  la  partie  irrotationnelle.  —  Nous  savons 
que,  si  un  element  d'un  fiuide  place  dans  les  conditions  admises 
dans  ce  Chapitre  tourne  a  un  certain  moment,  il  tournera  tou- 
jours;  si,  au  contraire,  il  ne  tourne  pas  a  un  moment  determine, 
il  ne  tournera  jamais.  D'apres  cela,  un  fiuide  en  mouvement  se 
trouvera  en  general,  suivant  les  conditions  initiales,  .  divis6  en 
deux  parties  :  l'une  formee  des  elements  materiels  pour  lesquels 
le  tourbillon  est  nul,  l'autre  formee  des  elements  materiels  pour 
lesquels  le  tourbillon  est  different  de  zero ;  cette  deuxieme  partie 
se  divise  en  tubes  et  anneaux  tourbillons  comme  nous  venons  de 
le  voir.  Par  exemple,  il  peut  arriver  que  la  masse  fiuide  totale  se 
compose  d'un  seul  anneau  de  tourbillon  entoure  de  fiuide  anirne 
d'un  mouvement  irrotationnel. 

Nous  porterons  ici  notre  attention  sur  la  partie  du  fiuide  anime 
d'un  mouvement  irrotationnel;  dans  cette  partie  du  fiuide,  5,  '1,  £ 
sont  nuls  et  les  vitesses  derivent  d'un  potentiel  <p  (jr,      z,  t) 

do  do  do 

dx  dy  dz 

Circulation.  —  La  circulation  le  long  d'une  ligne  fiuide 
fermee  L  est  independante  de  t  (n°  755)  :  pour  lacalculer,  il  suffit 
de  donner  a  t  une  valeur  numerique  et  d'evaluer  l'intlgrale 

ci(  L )  ™J*  u  dx  -+-  v  dy  -+-  w  dz  =  j* do 
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prise  le  long  de  la  ligne  :  cette  integrale  est  la  variation  continue 
subie  par  la  fonction  ;p  quand  le  point  geometrique  x,  y,  z  fait  le 
tour  de  la  ligne  L. 

Theoreme  fondamental.  —  Si  une  ligne  fermee  L  trctcee  dans 
la  partie  sans  rotation  peut,  par  deformation  continue  el  sans 
sortir  de  cette  partie,  4tre  reduite  d  un  point,  la  circulation 
le  long  de  cette  ligne  est  nulle  et,  par  suite,  la  variation  de  cp 
le  long  de  cette  ligne  est  nulle. 

En  efTet,  imaginons  dans  le  fluidc  sans  rotation  a  linstanl  /  une 
ligne  pouvant,  par  deformation  continue,  etre  reduite  a  un  point  : 
dans  cette  deformation,  die  engendre  une  portion  de  surface  S 
qu'elle  limite  entieremenf,  et,  d'apres  le  theoreme  de  Stokes,  on 
a  (u°  756) 

ci(  L)  =  2  J    I  1>„  dv\ 

mais  la  surface  S  £tant  tout  entiere  dans  la  partie  saus  rotation,  le 
lourbillon  il  est  mil  sur  S,  done  iln  est  mil  et  la  circulation  est 
nulle.  II  en  resulte  que  la  variation  de  la  fonction  cp,  suivie  par 
continuite  le  long  de  la  ligne  L,  est  nulle. 

Etudions  maintenant  la  circulation  le  long  des  diverses  courhes 
qu'on  peut  tracer  dans  la  partie  sans  rotation  a  un  instant  t. 

DifFerents  cas  sont  a  distinguer,  suivant  Vordre  de  connexion 
du  volume  occupe  par  cette  partie  : 

i°  La  partie  sans  rotation  occupe  un  volume  s implement 
connexe.  — -  Rappelons  qu'un  volume  est  dil  a implement  conn exe 
quand  toute  ligne  fermee  tracee  dans  ce  volume  peut,  par  conti- 
nuite et  sans  sortir  du  volume,  etre  reduite  a  un  point;  le  volume 
d'une  sphere  est  simplement  connexe;  le  volume  d'un  tore  ne  Test 
pas,  car  une  courbe  fermee  tracee  dans  I'interieur  du  tore,  de 
facon  a  faire  un  tour  autour  de  I'axe  du  tore,  ne  peut  evidemment 
pas  etre  reduite  par  continuite  a  un  point  sans  sortir  du  tore. 

II  resulte  immediatement  du  theoreme  fondamental  precedent 
que,  si  le  volume  occupe  par  le  lluide  sans  rotation  est  simplement 
connexe,  la  circulation  le  long  d  une  ligne  quelconque  de  ce  lluide 
est  nulle  et  que  le  potenliel  o  est  uniforme  dans  ce  fluide. 
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2°  La  par  tie  sans  rotation  occupe  an  volume  doublement 
connexe.  —  Un  volume  est  doublement  cpnnexe  lorsqu'cn  menant 
une  seule  cloison,  analogue  a  un  mur  de  refend  plein,  on  peut, 
sans  morcelerle  volume,  le  rendre  simplement  connexe.  L'exemple 
le  plus  simple  est  fourni  par  le  volume  interieur  a  un  tor~ 
(  fig.  336)  :  ce  volume  n'est  pas  simplement  connexe,  mais,  en 

Fig.  336. 


menant  une  cloison  telle  que  AB  suivant  un  plan  meridien  du 
tore,  on  rend  le  volume  interieur  simplement  connexe.  Avant  le 
trace  de  cetle  cloison  (ou  coupure)  on  pouvait  mencr  dans  le 
volume  deux  especes  de  lignes  fermees. 

Les  unes,  comme  L,  peuvent  se  reduire  a  un  point  par  conti- 
nuite sans  sortir  du  volume;  la  circulation  le  long  de  ces  lignes 
est  nit  lie,  ainsi  qu'il  rcsulte  du  theoreme  fondamental. 

Les  autrcs,  comme  L,,  ne  peuvent  pas  se  reduire  a  un  point  par 
continuite  :  elles  font  un  ou  plusieurs  tours  autour  de  I'axe  du 
tore.  Prenons  une  ligne  L,  faisant  un  tour  :  nous  allons  montrer 
que  la  circulation  a  la  menxc  valeur  conslante  le  long  de  toutes 
les  lignes  de  ce  genre.  Pour  cela,  considerons  deux  lignes  L,  et  L't 
faisanl  cliacune  un  tour  autour  de  laxe  :  prenons  sur  I.,  deux 
points  C  et  D  infiniment  voisins  Tun  de  l'autre,  sillies  de  part  et 
d'autre  de  la  cloison  AB;  prenons  sur  L,  deux  points  infinimehl 
voisins  C  et  D'  places  de  la  meme  facon,  et  joignons  CC  et  DD 
par  deux  lignes  infiniment  voisines,  placees  de  part  et  cPaulre  de 
la  cloison  AB.  La  ligne  CL,  DD'L',0  C  est  une  ligne  fermee  de  Li 
premiere  categoric  pouvant,  par  continuite,  etre  reduite  a  un  point 
sans  sortir  du  volume.  Done,  la  circulation  le  long  de  cette  ligne 
A.  - III.  27 
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est  nulle,  et  Ton  a 

ct(CL,D)     ci(  DD')  -+-  <*(D'L',  C)  -+-  ci'(C'C)  =  o. 
Mais  les  deux  lignes  CC  et  DD'  etant  infiniment  voisines,  on  a 
ci(DD')  =  ci(CC')  =  —  ce'(C'C); 

on  en  conclut 

ct(CL,  D)  -h  ci(D'L\  C)  =  o, 
ci(CL1D)  =  ci(C'L'1D'). 

Le  theoreme  est  done  demontre. 

Ainsi,  sur  toutes  les  lignes  L  faisant  une  fois  le  tour  de  l'axe  du 
tore,  la  circulation  a  une  merae  valeur  p,  constante  avecle  temps  : 
on  appelle  cette  constante  le  module  de  ces  lignes. 

II  est  aise  de  voir  que,  si  une  ligne  fermee  traced  dans  le  volume 
fait  deux  tours  autour  de  1'axe  du  tore,  la  circulation  le  long  de 
cette  ligne  est  2|jl,,  etc. 

On  conclut  de  ces  theoremes  que  le  polentiel  ©  des  vitesses 
n'est  plus  necessairement  uniforme  dans  le  volume  doublement 
connexe  conside>e;  en  effet,  la  circulation  le  long  d'une  ligne 
fermee  L,  de  G  en  D  est  la  variation  ©(D)  —  cp  (C)  de  la  fonction  cp 
suivie  par  continuity  de  CenD,  D  etant  infiniment  voisin  de  C; 
or  nous  venons  de  voir  que  cette  circulation  est  u,, ;  la  fonction  <p 
suivie  par  continuity  prend  done  aux  deux  points  infiniment  voi- 
sins  C  et  D  des  valeurs  differant  de  la  constante  u,.  Apres  le  trace 
de  la  cloison  AB,  le  volume  est  devenu  simplement  connexe  :  la 
fonction  cp  est  alors  uniforme  dans  ce  nouveau  volume,  mais  les 
valeurs  qu'elle  prend  en  deux  points  infiniment  voisins  Tun  de 
Fautre,  places  sur  les  deux  faces  de  cette  cloison,  different  de 

Un  autre  exemple  interessant  de  volume  doublement  connexe 
est  fourni  par  l  espace  indefini  exterieur  a  unanneau  A  (Jig-  ^7) : 


Fig.  337. 


on  peut,  dans  cet  espace,  tracer  deux  especes  de  courbes  fermees  : 
les  unes,  L,  ne  passant  pas  dans  l'anneau  etpouvant,  par  suite,  etre 
reduites  par  continuite  a  un  point  sans  sortir  du  volume;  le  long 
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de  ces  lignes,  la  circulation  est  nulle  :  les  autres,  L4,  passant  une 
ou  plusieurs  fois  dans  l'anneau;  le  long  de  toutes  les  lignes  L,  pas- 
sant une  fois  dans  l'anneau,  la  circulation  a  la  meme  valeur  con- 
stante  |x,  appelee  le  module  de  ces  lignes;  le  long  des  lignes  pas- 
sant deux  fois  dans  l'anneau,  elle  a  la  valeur  2^,  etc.  On  peut 
actuellement  rendre  le  volume  simplement  connexe  en  fermant 
louverture  de  l'anneau  par  une  cloison  :  la  fonction  cp  est  alors 
uniforme  dans  le  nouveau  volume  ainsi  obtenu,  mais  ses  valeurs 
en  deux  points  G  et  D,  inliniment  voisins  de  part  et  d'autre  de 
cette  cloison,  different  de  Ge  cas  se  presente  physiquement 
•orsqu'un  seul  anneau  de  tourbillon  A  se  meut  dans  un  fluide  inde- 
f-ni  sans  rotation  :  le  fluide  sans  rotation  occupe  alors  precise- 
merit  un  volume  comme  celui  que  nous  venons  de  considerer.  Le 
module  (jLt  est  l'intensite  de  l'anneau  de  tourbillon  A,  comme  on 
le  voit  en  considerant  une  ligne  L4  passant  dans  l'anneau,  inlini- 
ment pres  de  la  surface  de  l'anneau. 

3°  Volume  triplement  connexe.  —  Un  volume  est  triplement 
connexe  quand  on  peut  le  rendre  simplement  connexe  par  deux 
cloisons  :  tel  serait,  par  exemple,  le  volume  indelini  exterieur  a 
l'ensemble  des  deux  anneaux  A,  et  A2  (fig*  338).  On  peut  tracer 


Fig.  338. 


dans  ce  volume  trois  especes  de  lignes  fermees.  Les  premieres,  L, 
peuvent  etre  reduites  par  continuite  a  un  point  sans  sortir  du  vo- 
lume; La  circulation  le  long  de  ces  lignes  est  nulle.  Les  deuxiemes, 
L,,  passent  dans  l  interieur  de  l'un  des  anneaux:  si  elles  y  passent 
une  fois,  la  circulation  le  long  de  ces  lignes  est  une  constante  jx4, 
appelee  module  de  ces  lignes.  Les  troisiemes,  L2,  passent  dans  l'in- 
terieur  du  deuxieme  anneau;  si  elles  y  passent  une  fois,  la  circula- 
tion le  long  de  ces.  lignes  est  une  constante  [a2>  appelee  module 
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de  ces  lignes.  Une  ligne  telle  que  L'  L"  traversant  une  fois  chaque 
anneuu  donne  pour  la  circulation  la  valcur  -f-fx2;  en  effet,  en 
joignant  deux  points  AI3  de  cette  ligne  par  une  courbe  passant  a 
l'e\te>ieur  des  deux  anneaux,  on  voit  que  la  circulation  le  long  de 
la  ligne  L'  L"  est  la  sommc  des  circulations  le  long  des  lignes  BAL'B 
et  ABL'A,  car 

ct'(BA)4-  c(*(AB)  =  o; 

cette  circulation  est  done  bien 

Actuellemcnt,  on  rendrait  le  volume  indefini  simplement  con- 
nexe  a  l'aide  de  deux  cloisons  fermant  Tune  l'anneau  A,,  l'autre 
l'anneau  Aa.  La  fonction  cp  serait  uniforme  dans  cc  nouveau  vo- 
lume: la  difference  de  ses  valeurs  en  deux  points  infiniment  voisins 
de  part  et  d'autre  de  la  premiere  cloison  serait  en  deux  points 
infiniment  voisins  de  part  et  d'autre  de  la  deuxieme  cloison,  pu. 
Ce  cas  se  presente  physiquement  quand  deux  anneaux  de  tourbil- 
lons  se  meuvent  dans  un  lluide  indefini  sans  rotation. 

l)n  autre  exemple  de  volume  triplemcnt  connexe  serait  le  vo- 
lume d'une  salle  parallel£pip£dique  dont  lc  plafond  serail  supporte* 
par  deux  colonnes. 

4°  Connexion  oVordre  n.  —  On  traitera  de  memc  les  volumes 
dont  la  connexion  est  dordre  n  et  dont  les  types  sont  un  volume 
indefini  avec  n  —  i  anneaux  ou  une  salle  dont  le  plafond  est  sup- 
ports par  n  —  i  colonnes  :  a  l'aide  de  n  —  i  cloisons,  on  rendrait 
ces  volumes  simplement  connexes. 

765.  Extension  a  un  champ  quelconque  de  vecteurs  derivant 
d'une  fonction.  —  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  de  la  circula- 
tion dans  la  panic  irrotationnelle,  s'elend  evidemment  a  un  champ 
uniforme  de  vecteurs  u,  e,  w  derivant  d'une  fonction  cp.  Si  le 
volume  du  champ  est  simplement  connexe,  cp  est  uniforme  dans  le 
champ.  S'il  est  a  connexion  multiple  d'ordre  /?,  la  fonction  cp  n?est 
pas  necessairemenl  uniforme.  On  peut  rendre  le  champ  simple- 
ment connexe  a  l'aide  de  //  —  i  cloisons  :  la  fonction  cp  eSl  alorS 
uniforme  dans  ce  nouveau  champ,  mais  ses  valeurs  en  deux  points 
infiniment  voisins,  places  de  part  el  d'autre  d'une  des  cloisons. 
different  d  une  constante  ut/  relative  a  cette  cloison.  II  y  a  ainsi 
n  —  i  modules  u,,  p.2,...,  y.n_.t  correspondant  aux  n — j  cloisons. 
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THKOI\IE  DKS  TOURIIIM.ONS. 


1IL  -  DETERMINATION  DES  VITESSES  EN  FONCTION  DES 
TOURBILLONS  DANS  UN  LIQUIDE  INDEFINI;  MOUVEMENT 
DES  TOURBILLONS. 

766.  Enonce  du  probleme  general.  —  Quand,  dans  le  mouve- 
ment  d'un  fluide,  on  connait,  a  un  instant  I,  les  projections  a, 
c,  tv  de  la  vitesse  d'une  partieule  quelconque  en  fonction  de  jc,  y,  z, 
on  en  conclut  immediatement,  par  differentiations,  les  projec- 
tions £,  7),  £  du  tourbillon  pour  chaque  partieule. 

On  peut  se  poser  le  probleme  inverse,  que  nous  resoudrons 
dans  des  cas  particuliers.  Supposons  que,  (Jans  un  fluide  en  mou- 
vcment,  on  connaisse  la  distribution  des  tourbillons  a  un  instant, 
e'est-a  dire  £,  yj,  C  en  fonction  de  ar, y,  z,  et  proposons-nous  d  en 
deduire  //.  t>,  w. 

Si  nous  pouvons  resoudre  ce  probleme,  nous  pourrons  trouver 
ie  mouvement  des  tubes  et  anneaux  de  tourbillon,  car,  une  lois 
(/,  w  trouv^s,  nous  connaitrons  la  vitesse  de  chaque  element 
d'un  tube  ou  d'un  anneau  de  tourbillon.  Nous  pourrons,  en  par- 
ticulier,  determiner  la  vitesse  de  deplacement  de  la  surface  d'un 
tube  ou  anneau  de  tourbillon  en  chaque  point.  Noussupposerons, 
dans  ce  qui  suit,  w,      w  continus  dans  le  fluide. 

767.  Cas  d'un  liquide.  —  Voyons  comment  le  probleme  se  pose 
pour  un  liquide  incompressible,  contenu  dans  un  vase  li.xe  qu'il 
remplil  enticement  ou  pour  un  liquide  indefini. 

Nous  supposons  <;, 'r,,  £  donnes  en  fonction  de  y.  z  dans 
toute  l'etendue  du  liquide  a  un  instant.  Pour  les  elements  denues 
de  rotation,  ij,  C  sont  mils;  pour  les  aulres,  ces  quaiitites  sunt 
dillereiUes  de  zero.  II  faut  done,  aiusi  que  nous  Tavous  explique, 
reorder  le  liquide  com  me  constitue  par  des  tubes  el  anneaux  de 
tourbillon  dans  lesquels  q,  vj,  £  sont  des  fonctions  diflerenles 
de  zero,  enioures  (Tune  portion  de  liquide  sans  rotation  dans 
laquelle  E,  rj,  ^  sont  nu Is.  Dans  la  masse  Lotale,  vj,  £  soul 
done  des  fonctions  discontinues  de  x,  y,  5,  car  ces  fonctions, 
nulles  a  l  exlerieur  des  tubes  et  anneaux  de  tourbillon,  sont  dif- 
ferences de  ze*ro  a  l'inlerieur  et  sur  la  surface  de  ces  tubes  el 
anneaux. 
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II  faudra  alors  determiner  w,  t>j  w  par  les  conditions  suivantes  : 
iw  On  doit  avoir  dans  tout  le  fluide  : 

dw  du 

.  du  dw 

(18)  (3  —  =  2TT); 

x  dz  dx 
dv       ou  _ 
Tx  ~  d~y  ~  ^ 

20  Les  fonctions  t/,  c,  tv  doivent,  dans  tout  le  fluide,  verifier 
Fequation  de  continuity  pour  les  liquides  : 

du      dv  dw 

3°  Sur  les  parois  du  vase,  la  vitesse  doit  etre  tangente  aux 
parois,  de  sorte  qu'en  appelant  a,  p,  y  les  cosinus  directeurs  de 
la  normale  a  une  paroi,  on  do.it  avoir,  sur  cette  paroi, 

(20)  au-^-fiv-hyw  —  o; 

si  le  vase  est  indefini,  le  mouvement  doit  etre  nul  a  l'infini,  c'est- 
a-dire  que  «,      w  doivent  (kre  nuls  a  l'infini. 

Pour  que  le  probleme  ainsi  pose  ait  une  solution,  il  faut  evi- 
demment  que  les  fonctions  donnees  £,  7\,  £  verifientidentiquement 
la  relation 

d\       dt\  dX, 

(21)  -r~  -4-  -1  —  O, 

da?      <^      dz  ' 

qui  resulte  immediatement  des  trois  equations  (18).  Nous  suppo- 
serons  que  cette  relation  ait  lieu. 

On  peut  alors  etablir  la  proposition  suivante  : 

Si  le  vase  est  simplement  connexe,  les  trois  conditions  indi- 
quees  delerminent  completement  le  probleme,  en  ce  sens  que 
celui-ci  n'admet  qu 'une  solution. 

En  eflfet,  supposons  un  instant  qu'on  puisse  trouver  deux  sjs- 
temes  de  fonctions  ut,  pf,  wK,  et  w2,  v*,  w2  remplissant  les  trois- 
conditions  indiquees.  D'abord,  en  ecrivant  que  les  conditions  (18) 
sont  verifiees  par  les  deux  sjstemes  de  fonctions,  et  retranchant 
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menibre  a  membre,  on  a  trois  conditions 

d(vt>j  —  Wj)      d(vx —  p2)  _ 
dy  dz        ~  °' 


qui  montrent  que  les  differences  u{  —  u2y  v{  —  p2,  wK  —  w2  sont 
les  derivees  partielles  d'une  meme  fonction         y,  z)  : 

do  do  do 

Ensuite,  en  ecrivant  les  deux  equations  de  continuity  (19)  et 
retranchant  membre  a  membre,  on  a 

d(ui—  u.2)      d(v{  —  vi)  d{w{~wt) 
 1  1  -   =  o 

dx  dy  dz 

ou  encore 

A©  =  o. 

Enfin,  sur  les  parois  du  vase,  on  a,  d'apres  (20), 

a  Ui  -+-  p  vx  -h  y  Wi  =  o, 
a  ut  4-  p    -f-  y  wt  =  0  ; 

d'ou,  en  retranchant, 

do  .  do  do 
ox      r  dy      1  dz 

c'est-a-dire 

do 

la  derivee  etant  prise  suivant  la  normale  a  la  paroi. 

Des  lors,  si  le  vase  est  simplement  connexe,  on  voil  par  un 
raisonnement  identique  a  ceux  des  nos  763-764  du  paragraphe 
precedent  que  l'integrale 


( ux  —  ut )  dx  ■+-  ( v i  —  pt )  dy  -4-  ( «>,  —  «>2 )  dz 


est  nulle  le  long  de  toute  courbe  fermee  tracce  dans  le  vase  et, 
par  suite,  que  cp  est  uniforme  dans  le  vase. 

Cette  fonction  uniforme  <p  est  alors,  dans  le  vase,  une  fonction 
karmonique  partout  finie  et  telle  que  ^  soit  nul  sur  les  parois  : 
cette  fonction  est  cons  tan  te  (n°  594).  Done  les  derivees  partielles 
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de  f  par  rapport  a  x,y,  z  sont  nulles  et  Ton  a 

la  solution  est  unique. 

La  conclusion  serait  la  m£me  si  le  vase  etait  indefini,  car  le 

mouvement  etant  suppose  nul  a  Tinfini,  ^>  t^->  ~  seraient  nulsa 
rt  7  dx    dy  dz 

I'infini  et  la  fonction  harmonique  uniforme  ep  serait  encore  con- 

stante  dans  le  vase. 

Remarque  sur  le  cas  ou  le  vase  ne  serait  pas  simplement 
connexe.  —  Si  le  vase  etait  a  connexion  multiple,  les  conditions 
indiqu6es  ne  suffiraient  plus  a  determiner  completement  le  pro- 
bleme.  Prenons,  par  exemple,  un  vase  doublement  connexe, 
comme  un  tore  {fig-  336).  Pour  pouvoir  affirmer  que  les  deux 
solutions  m4,  s\> \  et  ii2,  w2  sont  identiques,  il  faudrait,  en 
outre,  leur  imposer  cette  condition  que  l'integrale 

(22)  J(ui  —  Ut)  dx  ■+-  (vx  —  V*)  dy  -+-  (w,  —  tvt)ds. 

prise  le  long  d'une  ligne  L,  non  reductible  a  un  point,  est  nulle; 
ou,  ce  qui  revient  au  meme,  que  v  est  uniforme  dans  le.  vase.  On 
peut  alors  conclure,  comme  precedemment,  que  cp  est  constant. 

Nous  avons,  dans  le  cas  d'un  vase  doublement  connexe,  app?le 
module  relatif  a  la  classe  des  lignes  fermees  L,  la  valeur  con- 
stante  de  la  circulation 

J u  dx     v  dy  -+-  w  dz, 

le  long  d'une  de  ces  lignes.  La  condition  que  l'integrale  (22)  soit 
nulle  peut  done  etre  remplacee  par  celle-ci  :  les  deux  solutions 
lit,  r,,  W\  et  u 2,  v2,  w2  doivent,  pour  etre  identiques,  donner  la 
meme  valeur  pour  le  module  relatif  aux  lignes  Lt. 

D'une  facon  generale,  si  le  vase  n'est  pas  simplement  connexe, 
il  faudra,  pour  determiner  entierement  (V,  connaitre  les  mo- 

dules relatifs  aux  diverses  classes  de  courbes  fermees  qu'on  peut 
tracer  dans  le  vase  (nos  763-764). 

Nous  etudierons,  dans  ce  paragraphe,  le  cas  simple  d'un  liquide 
indefini. 
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768.  Cas  d'un  liquide  indefini.  —  Nous  allons  monlrer  com- 
ment, pour  un  liquide  indefini  dans  tous  les  sens,  on  peut  cal- 
culer  ct,  v,  iv  connaisant  £,  yj,  avec  cette  hypothese  que  «,  v}  w 
et  £,  7),  £  sont  mils  a  l'infini.  Le  liquide  est  alors  divise  en  anneaux 
courbillons,  dans  lesquels  £,  £  sont  differents  de  zero,  en  mou- 
vement  dans  une  masse  liquide  sans  rotation  dans  laquelle  £,  rh  £ 
sont  nuls. 

Tout  d'abord,  les  fonctions  inconnues  w  devant  verifier 

la  condition  de  continuity  (19),  on  peut  mettre  ces  quantites  sous 
la  forme  (n°  5-ii) 

_  dK  _  dQ 
dy  oz 
dP  d\\ 


(23) 


dz  d.v 


dQ  dP 
dx  dy 


II  reste  a  determiner  P,  Q,  R  par  les  conditions  (18).  Or  on  a 
identiquement 

dw  ck>  _  <T-Q  di  R  _  d^P  _  d*P 
dy       dz  ~^  dxdy      dx  dz      dy*  dz"1 

ce  qu'on  peut  ecrire,  en  ajoutant  et  retranchant 

d  /dP      dQ      <m\      d*P      d*P  d*P 
dx\dx      dy       dz  }      dx*       dy1  dz* 

Designons,  pour  abreger,  par  M  la  quantite 
(*4)  1 


dP      dQ  dR 

 ( — -—  -+-  — — 

dx      dy  dz 


nous  aurons 


de  m£me 


dw  dv  dM 
dy      dz  ~  dx 


AP 


du.      dw  _  dM 
dl  ~~  dx  =  Jy  ~~  ^' 
dv       du  _  dM 
dx       dy  dz 


Les  equations  (18)  seront  done  satisfaites  si  Ton  determine  P,  Q 
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et  R  de  facon  a  verifier  les  quatre  relations 

(25)  AP  =  —  2$,      AQ  =  —  2Tj,      AR=— 2C, 

(26)  M=o. 

En  se  reportant  a  la  theorie  du  polentiel  newtonien  ( n°  581 ), 
on  obtient  facilement  des  fonctions  P,  Q,  R  verifiant  les  trois  rela- 
tions (26).  Nous  avons  vu,  en  effet,  que  le  potentiel  newtonien  U 
d'une  masse  continue  verifie,  en  chaque  point  x,  y,  z  de  l'espace, 
l'equation  de  Poisson 

AU  =  —  4*p, 

p  etant  la  densite  de  la  matiere  attirante  au  point  considere,  de 
telle  facon  que  le  deuxieme  membre  est  nul,  si  le  point  considere 
est  hors  de  la  masse  attirante.  D'apres  cela,  imaginons  qu'a  un 
instant  quelconque  t1  les  anneaux  de  tourbillon  soient  remplis 
d'une  matiere  attirante  continue  dont  la  densite  p  en  un  point  x' , 

y\  z  soit  egale  a  ~      la  notation  £'  designantla  valeur 

que  prend  au  point  considere  la  projection  du  tourbillon  sur  Ox. 
Si  Ton  pose  ensuite 

r  =  ^ x  _  x<  )S     (y  _y  }i     ( z  _  Z'  }i , 
dz  =  dx  dy'  dz', 

de  fagon  que  d~  soit  un  element  de  volume  d'un  des  anneaux  de 
tourbillon,  le  potentiel  de  cette  masse  attirante  Active,  au  point 
a  pour  expression 

1'integrale  etant  etendue  au  volume  V  occupe  par  les  anneaux  de 
tourbillon.  Ge  potentiel  P  est  une  fonction  de  x,  y,  z  qui  verifie, 
dans  tout  l'espace,  la  relation 

AP=-2*, 

5  etant  la  valeur  du  tourbillon  au  point  x,  y,  z.  On  a  ainsi  forme 
une  fonction  de  P  verifiant  la  premiere  des  conditions  (23).  On  ob- 
tiendra  de  meme  des  fonctions  Q  et  R  satisfaisant  aux  deuxautres 
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conditions  (25)  en  prenant. 

ces  integrates  etant  etendues  au  volume  V  occupy  paries  anneaux 
de  tourbillon,  et  V,  £  d£signant  les  valeurs  de  t\  et  £  dans  Tene- 
ment dx  de  coordonnees  x\  y ',  z  . 

II  reste  a  montrer  que  ces  trois  fonctions  P,  Q,  R  ainsi  calcu- 
lees  ve>ifient  dans  tout  l'espace  la  condition  M  =  o. 

i°  La  quantite  M  est  nuLle  dans  les  anneaux  de  tourbillon. 
—  En  effet,  supposons  le  point  x,  y,  z  interieur  a  un  tube  de 
tourbillon,  c'est-a-dire  a  la  masse  fictive  attirante.  Appelons  S  la 
surface  qui  limite  les  anneaux  de  tourbillon,  da  un  element  super- 
ficiel  quelconque  de  cette  surface,  a,  p,  y  les  cosinus  directeurs  de 
la  normale  menee  a  dx  exterieurement  a  S.  Nousavons,  aun°579, 
calcule  la  derivee  premiere  par  rapport  a  x  d'un  potentiel 

dans  le  cas  ou  le  point  x,  y,  z  est  interieur  a  la  masse  attirante,  el 
nous  avons  trouve,  en  appelant  a,  6,  c  les  coordonnees  de  l'ele- 
ment  dx, 

to  ~~  ~S  Jg  ~  da  ~*~J  J ^ ly  ~r  to  dX' 

Appliquons  cette  formule  et  les  formules  analogues  aux  trois 
fonctions  P,  Q,  R,  en  nous  rappelant  que  les  coordonnees  de 
l'element  dx  sont  appelees  ici  x',  y\  z  .  Nous  aurons 

dx  2 it  J  Js  r  in  J  J  Jy  r  dx' 

dz  2H  J  J  s  r  it:  J  J  Jy  r  dz 

En  ajoutant  membre  a  membre  ct  remarquant  que  les  trois  inte- 
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grales  doubles  sont  etendues  a  la  mcme  surface  S  el  les  irois 
inle^rales  triples  an  nieine  volume  V,  on  a 

Mais  on  voil  imniedialement  que  l'element  (JifTerenlieldechaeunede 
ees  inle«;rales  est  mil.  D'abord,  pourl'inlegrale  double,  on  a  sur  S 

car,  la  surface  S  etant  une  surface  de  tourbillon,  le  vecleur  £Wi 
relatif  a  cliacjue  point  de  cette  surface  liii  est  tangent.  Ensnite, 
pour  l'integrale  triple,  comnie  les  fonctions  £,  y,,  £  de  x, z  veri- 
fient  l'identite  (21)  par  hypothese,  ces  memes  fonctions,  quand  on 
y  remplace     yy  z  par  x  ,  y  z  ,  verifient  l'identite 

di'      rty  dV 

— ,  +   --=0 

dx       dy  dz 

en  tous  les  points  du  volume  V.  On  a  done  enfin 

M  =  o 

dans  le  volume  V. 

20  La  quantite  M  est  aussi  nulle  dans  tout  l'espace  exte- 
rieur  aux  anneaux  de  tourbillon.  —  En  efFet,  P,  Q,  R,  etant 
Irois  potentiels  de  masse?  continues,  ont  leurs  derivees  premieres 
continues  dans  tout  l'espace  et  nulles  a  l'infini.  Done  M  est  con- 
linu  dans  tout  l'espace  et  mil  a  l'infini.  Cette  fonction  M,  etant 
nulle  dans  les  anneaux  de  tourbillon  et  etant  continue,  est  aussi 
nulle  sur  la  surface  S  limitant  l'ensemble  de  ces  anneaux.  La 
fonction  M  admet  des  derivees  premieres  et  deuxiemes  en  dehors 
des. anneaux  de  tourbillon;  enfin,  e'est  une  fonction  barmonique, 
car  on  a  identiquement 

AM  =  i-AP-H  -^-AQ  +  -£-AR, 
dx  dy  dz 

quantite  nulle,  puisque  AP,  AQ,  AR  sont  mils  en  dehors  des  anneaux 
de  tourbillon  en  vertu  des  relations  ( 25 ).  Mais  alors,  en  continuant 
a  porter  noire  attention  sur  l'espace  exterieur  aux  anneaux  de 
tourbillon,  nous  vojons  que  M  est  une  fonction  harmonique  uni- 
lorme  et  finie  dans  cet  espace,  admettant  des  derivees  premieres 
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el  deuxiemes,  et  s'annulant  sur  les  limites  de  cet  espace ;  on  a 
done  (n°  590) 

M  =  o 

dans  lout  l'espace  exte>ieur  aux  anneaux. 
En  resume,  M  est  nui  partout. 

Toutes  les  conditions  imposees  a  P,  Q,  Rsont  remplies  et  les 
formules  (a3)  donnent  les  valeurs  de  «,  v,  w  en  fonction  des  tour- 
billons  5,  rn  £.  Ces  valeurs  sont,  en  rempkujani  P,  Q,  R  par  leurs 
expressions  (27)  el  (28) : 

-^ff  1(4-4)^ 
1-^/11X4-4)^ 
\-^ff  1X4-4)*- 

Interpretation  des  formules  precede ntes.  —  Comme  on  a 


les  formules  ci-dessus  s'6erivent 

on  Y)',  . . .  sont  les  valeurs  du  tourbiilon  dans  l  element  dz  situ£ 
mi  point  s',  >  z  a  linstant  t.  Chaque  element  dt  de  la  masse  qui 
coustilue  les  anneaux  de  lourbillon  conlribue  ainsi,  pour  sa  part, 
a  donner  un  terme  iniiniment  petit  dans  les  sommes  qui  deter- 
mlnenl  les  composantes  u,  e,  w  de  la  vitesse  W  en  un  point  quel- 
conque  P  de  la  masse  liquide,  que  ce  point  soil  inlerieur  on  exle- 
rieur  aux  anneaux  de  tourbdlon. 

Un  element  di  de  coordonnees  x\  y\  z\  pris  dans  un  des  an- 
neaux de  tourbiilon,  esl  anime  de  la  rotation  rt\  si  cette 
rotation  cntraiuail  tous  les  points  de  Tespace,  comme  s'ils  appar- 
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tenaient  a  un  m£me  corps  solide,  le  point  P(x,  y,  z)  aurait  une 
vitesse  W  de  projections 

=  *') — CO'— '.r')'* 

w'  =  %{y  —  y')  —  nix  —  x'), 

d'apres  les  formules  el^mentaires  des  rotations.  Les  termes  pro- 
venant  de  l'element  d?T,  dans  chacune  des  sommes  (29),  peuvent 
alors  s'ecrire 

u'  v'      ,  w '  , 

(3o)   -dzy   -dz,   -rfx; 

v     '  2Ttr3  nzrA  2Tcr» 

ce  sont  les  projections  sur  les  axes  d'un  vecteur  H  egal  a 

W  , 
 ldz 

applique  au  point  P.  Les  projections  u,  v,  w  de  la  vitesse  W  du 
point  P  peuvent  alors  s'ecrire 

<*>  ~M&+  -SSSM'  •-//££•* 

et  Ton  voit  que  la  vitesse  W  est  la  somme  g£ometrique  des  vec- 

teurs  H  =±   -  d-  appliques  en  P. 

On  peut  dire  que  la  part  contributive  de  choque  element  ti- 
des anneaux  de  tourbillon,  dans  la  vitesse  W d' an  point  quel- 
conque  P  de  la  masse,  est  egale  a  la  vitesse  W  que  prendrait 
ce  point  par  Ueffet  de  la  rotation  (£',  7/,  £')  de  V element  d-z, 

multipliee  par  ^8  >  r  designant  la  distance  du  point  a  Vehe- 
ment di  {fig-  339). 

Part  contributive  d'un  anneau  de  tourbillon  infiniment 
delie.  —  L'ensemble  des  anneaux  de  tourbillon  peut  etre  divise 
en  anneaux  infiniment  delies  (n°  760)  ayant  chacun  une  certaine 
intensite  I.  II  est  des  lors  important  de  determiner  le  vecteur  qui 
represente  la  part  contributive  d'un  de  ces  anneaux  dans  la  vitesse 
d'un  point  quelconque  P  de  la  masse  liquide.  L'element  d-z  peut 
etre  regarde  comme  etant  obtenu  en  coupant  un  anneau  de  tour- 
billon infiniment  de"lie  (  Wirbelfaden)  par  deux  sections  droites  A 
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et  B  dont  l'aire  est  d<s  et  la  distance  AB  egale  a  ds  {fig-  33o,).  On 
a  alors 

dx  =  dd  ds. 

La  rotation  12  de  cet  element  dx  est  tangente  a  l'anneau;  la 
vitesse  W  que  prendrait  le  point  P  par  l'effet  de  la  rotation  Q  est 

Fig.  339. 


egale  au  produit  de  12  par  la  distance  PP'  du  point  P  a  l'axe  12  de 
la  rotation;  elle  est  dirigee  perpend iculairement  au  plan  de  P  et 
de  Q  dans  le  sens  qui  resulte  du  sens  de  la  rotation  12.  Mais  PP'  est 
evidemment  egal  a  rsincp,  si  Ton  appelle  r  la  distance  de  P  a  di 
et  ©  Tangle  de  12  avec  r;  done 

W'=  Q-  PP7—  Qrsin<p. 

Le  vecteur  H,  representant  la  part  contributive  de  l'element  dx 
dans  la  vitesse  du  point  P,  est  alors,  puisque  dx  =  dvds, 


W 

H  =  -^x 
2  7rr* 


2 


Comme  l'intensite  (ou  le  moment)  de  l'anneau  de  tourbillon  infi- 
niment  delie  est  (n°  760) 

I  =  iQ.  da, 
le  vecteur  H  peut  s'ecrire  aussi 


H  =   ds  sincp. 

4  TT  /•*  T 


Enlin,  le  vecteur  K,  representant  la  pari  contributive  de  l'anneau 
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de  tourbillon  infiniment  deli6  dans  la  vitesse  W  du  point  P,  est  la 
somme  g6om6trique  K  de  ces  vecteurs  H,  somme  etendue  a  tous 
les  elements  ds  de  l'anneau  infiniment  delie. 

Connaissant  le  vecteur  K  relatif  a  chaque  anneau  de  tourbillon 
infiniment  d6li6,  on  aura  la  vitesse  W  au  point  P  en  faisant  la 
somme  g^ometriquc  des  vecteurs  K,  pour  tous  les  anneaux  infi- 
niment delies  qui  constituent  les  anneaux  consideres. 

Analogic  electrodynamique .  —  On  voit  maintenant  se  mani- 
fester  une  analogie  electrodynamique  des  plus  remarquables.  Ima- 
ginons  que  l'anneau  de  tourbillon  infiniment  deli6  soil  remplace 
par  un  conducteur  lin6aire,  parcouru  par  un  courant  £lectrique 
d'inlensite  I  circulant  en  sens  contraire  du  sens  indique  par  les 
vecteurs  tourbillons  tangents,  et  qu'au  point  P  on  place  un  pole 
magnetique  de  masse  I.  L'action  du  courant  sur  le  pole  P  est  un 
vecteur  K  (n°  574)  resultant  de  vecteurs  elementaires  egairx  a 

XI  ds  simp 

appliques  en  P  perpendiculairement  au  plan  Pds,  Xdesignantune 
constante  qui  depend  du  choix  des  unites.  Si,  pour  simplifier,  on 
choisit  les  unites  de  facon  que  X=  on  voit  que  Taction  K  de 
ce  courant  fictif  sur  le  pdle  P  repr^sente  la  part  contributive  de 
l'anneau  de  tourbillon  infiniment  delie  dans  la  vitesse  du  point  P. 

La  vitesse  W  du  point  P  est  done  identique  a  Taction  resul- 
tante  K  exercee,  sur  le  pole  magnetique  P,  par  un  ensemble  de 
courants  electriques  parcourant  chaque  tube  de  tourbillon  infi- 
niment delie,  en  sens  contraire  des  tourbillons,  avec  une  intensite 
6gale  a  Tintensite"  de  ce  tube. 

769.  Potential  des  vitesses  provenant  de  Taction  d'un  tube  de 
tourbillon  infiniment  delie.  —  Nous  avons  vu  au  n°  574  que,  si  un 
courant  electrique  d'intensite  I  suit  un  conducteur  lineaire  ferme, 
Taction  K  de  ce  courant  sur  un  pole  magnetique  P  est  identique, 
au  sens  pres,  a  celle  d'un  feuillet  magnetique  S  limite  par  le  cou- 
rant, la  constante  relative  au  feuillet  (nos  571  et  574)  etant  egale 
a  XI.  Or,  comme  nous  Tavons  demontre  dans  la  theorie  du  potenticl 
newtonien  (n°571),  Taction  K  d'un  feuillet  magnetique  sur  un 
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point  P  derive  d'un  potentiel  quia,  pour valeur absolue,  leproduit 
de  la  constante  relative  au  feuillet  par  Tangle  solide  6  sous  lequel 
on  voit  du  point  P  le  feuillet  considere.  Le  vecteur  K  derive  de  la 
fonction  de  forces 

u  =  ue,     {jl  =  X  I. 

Mais  nous  venons  de  voir  que,  pour  identifier  Taction  K  du  cou- 
rant  electrique  avec  la  part  contributive  de  Tanneau  infiniment 
delie  de  tourbillon  d'intensite  1  dans  la  vitesse  du  point  P,  il  sufiit 

de  prendre  A  =      ;  le  vecteur  K  et,  par  suite,  le  vecteur  W 

derivent  done  alors  de  la  fonction  de  forces 

U  =  lf, 
471 

B  designant  Tangle  solide  sous  lequel  on  verrait,  du  point  P,  Taire 
d'une  surface  fictive  continue  S  ayanl  pour  contour  Tanneau  de 
tourbillon  infiniment  delie.  Pour  preciscr  cette  valeur  de  U,  il 
faut  regarder  B  comme  positif  ou  comme  negatif  suivant  que,  du 
point  P,  on  voit  Tune  ou  Tautre  des  deux  faces  de  la  surface  S. 
On  verra,  independamment  de  toute  analogie  electromagnetique, 
quelle  est  celle  des  faces  de  S  qu'il  convient  de  regarder  comme 
positive,  en  remarquant  que,  I  etant  positif,  la  fonction  U  aug- 
mente  quand  B  augmente  et,  inversement,  diminue  quand  B 
diminue.  Or  le  vecteur  W  derivant  de  la  fonction  U  est  dirige 
dans  le  sens  des  U  croissants,  e'est-a-dire  des  B  croissants.  Si  le 
point  P  est  pres  de  la  surface  S  du  cote  positif,  B  va  en  croissant 
quand  on  s'approche  de  la  surface;  la  vitesse  du  point  P  est  done 
dirigee  de  facon  a  approcher  de  la  surface  ;  au  contraire,  si  P  est 
du  cdte  negatif,  sa  vitesse  est  dirigee  de  fagon  a  Teloigner  de  la 
surface  S  :  un  point  P  du  liquide  place  sur  cette  surface  ficlive  S 
aurait  done  sa  vitesse  dirigee  du  cote  negatif  de  S.  Or,  en  prenant 
le  point  P  sur  cette  surface  S,  dans  Tinterieur  de  Tanneau,  on 
verra  immediatement,  d'apres  Torientation  des  tourbillons  ft  le 
long  de  Tanneau,  dans  quel  sens  les  rotations  Q  tendent  a  deplacer 
le  point  P  :  on  connaitra  done  la  face  de  S  qu'il  faut  regarder 
comme  positive. 

Par  exemple,  dans  la  figure  33r>,  en  supposont  Tanneau  plan 
et  situe  dans  le  plan  du  papier  el  la  surface  S  confoiidue  avec  la 
A.  —  III. 
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porlion  de  papier  interieure  a  l'anneau,  les  rotations  Q  tendent 
routes  a  imprimer  aux  points  de  S  des  vitesses  dirigees  au-dessous 
du  papier;  la  face  positive  de  S  est  done  le  dessus  de  la  feuille 
de  papier. 

Le  potentiel  des  vitesses  dues  a  un  anneau  infmiment  delie 


n'est  pas  uniforme  dans  l'espace  exterieur  a  l'anneau ;  sa  variation 
continue  Je  long  d'une  ligne  L,  traversant  une  fois  l'interieur  de 
l'anneau,  comme  dans  la  figure  33^,  est  egale  a  I;  cela  tient  a  ce 
que,  dans  les  memes  conditions,  la  variation  continue  de  B  est 
egale  a  /\tz.  Co  dernier  point  devient  evident  dans  le  cas  d'un 
anneau  plan,  car,  en  prenant  comme  surface  S  fermant  l'anneau 
la  partie  du  plan  de  l'anneau  qui  lui  est  interieure,  on  voit  que 
0=-|-2t:  quand  le  point  P  est  infiniment  voisin  de  S  du  cote 
positif,  et  0  = —  2tz  quand  le  point  P  en  est  infiniment  voisin 
du  cote  negatif.  Pour  une  discussion  detaillee  de  la  variation  de 
Tangle  solide  H  sous  lequel  on  voit  un  contour  donne,  nous  ren- 
verrons  a  l'Ouvrage  de  M.  Duhem  :  Lecons  sur  U Electricite  el 
le  Magnetisme  (t.  Ill,  Chap.  Ill) 

770.  Anneau  de  tourbillon  infiniment  delie  et  feuillet  de  dou- 
blets. —  Nous  avons  vu  que  le  potentiel  des  vitesses  du  a  un 
doublet  (n°  749)  est  identique  au  potentiel  de  l'attraction  d'un 
aimant  elementaire.  tin  feuillet  magnetique  uniforme  etant  forme 
d'aimants  elementaires  tous  egaux,  normaux  au  feuillet,  on  voit 
que  le  potentiel  de  l'attraction  d'un  feuillet  magnetique  S  est 
identique  au  potentiel  des  vitesses  d'une  surface  S  constitute  par 
des  doublets  elementaires  tous  egaux,  normaux  a  cette  surface  et 
uniformement  repartis  :  les  sources  positives  etant  sur  la  face  que 
nous  venons  de  definir  comme  la  face  negative  et  les  sources  nega- 
tives Sur  l'aulre.  Le  potentiel  des  vitesses  dues  a  un  anneau  de 
tourbillon  infiniment  delie  est  alors  identique  a  celui  d'un  feuillet 
de  doublets  S  ajant  cet  anneau  comme  contour.  Si  l'anneau 
existait  seul  dans  un  tluide  sans  rotation,  on  pourrait  se  repre- 
senter  le  mouvement  de  ce  fluide  comme  si  le  fluide  sortait  du 
feuillet  par  les  sources  positives  et  rentrait  dans  le  feuillet  par  les 
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sources  negatives  :  dans  ce  cas,  la  circulation,  c'est-a-dire  la 
variation  continue  du  potentiel  des  vitesses  le  long  d'une  ligne  L( 
iraversant  l'anneau,  serait  egale  aFintensit6  de  1'anneau  (fig*  337), 
et  le  feuillet  de  doublets  jouerait  le  role  de  la  cloison  S  employee 
a  propos  de  cette  figure  337,  pour  rendre  simplement  connexe 
Fespace  exterieur  a  l'anneau. 

771.  Potentiel  des  vitesses  dans  la  partie  irrotationnelle  d'un 
liquide  indenni  avec  un  nombre  quelconque  d' anneaux  de  tour- 
billon.  —  Si  nous  partageons  les  anneaux  de  tourbillon  en  anneaux 
infiniment  delies,  le  potentiel  des  vitesses  dues  aun  de  ces  anneaux 
est  ,  en  tous  les  points  P  de  l'espace,  exterieur  a  l'anneau 


I  designant  Fintensite  de  1'anneau  et  %  Tangle  solide  sous  lequel 
on  voit  du  point  P  la  lace  positive  de  Finterieur  de  l'anneau.  Le 
potentiel  des  vitesses  en  un  point  P  de  la  partie  irrotationnelle 
etant  la  somme  des  potentiels  dus  aux  divers  anneaux  infiniment 
delies,  ce  potentiel  est 

la  somme  etant  etendue  a  tous  les  anneaux  infiniment  delies. 

Ce  potentiel  cp  est  egal  au  potentiel  de  Faction  resultante  de  tous 
les  courants  electriques  1  sur  un  pole  magnetique  P. 

Pour  un  anneau  infiniment  delie,  on  a 

1  ==  2Q  da, 

i)  etant  le  tourbillon  en  un  point  de  l'anneau  et  d<r  la  section  droite 
en  ce  point;  on  a  done  aussi 

cp  =  -jzj Qe  da, 

la  somme  etant  etendue  aux  sections  droites  des  divers  anneaux. 

Ces  formules  supposent  que  le  point  P  considere  est  dans  la 
partie  irrotationnelle.  En  un  point  de  la  partie  tourbillonnaire  du 
liquide,  les  vitesses  ne  derivent  plus  d'un  potentiel,  d'apres  la  defi- 
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nition  meme  du  tourbillon;  on  peut  les  calculer  par  les  fornmles 

generates  ( 29). 

D'apres  l'artalogie  eleetrodynamique,  en  remplac.ant  chaque 
anneau  de  tourbillon  infiniment  delie  par  un  courant  de  meme 
intensite,  on  obtient  un  systeme  de  courants  qui  produit  un  champ 
magnetique.  Le  vecteur  qui  represente  Taction  de  ce  champ  en  un 
point  quelconque  P  est,  a  un  facteur  constant  pres,  identique  a  la 
vitesse  de  la  particule  fluide  placee  en  P.  Les  lignes  de  force 
magnetiques  se  confondent  avec  les  lignes  de  courant  hydrodyna- 
miques. 

772.  Vitesse  de  deplacement  de  la  surface  d'un  anneau  ou 
d'un  tube  de  tourbillon.  —  La  surface  d'un  tube  ou  d'un  anneau  de 
tourbillon  constitue  une  surface  de  discontinuite.  En  efFet,  les 
vitesses  varient  d'une  maniere  continue  d'un  cote  a  I'autre  de  cetle 
surface;  mais  leurs  derivees  premieres,  par  rapport  aux  coordon- 
nees,  sont  discontinues,  puisque  le  vecteur  tourbillon  est  egal  a  zero 
d'un  cote  de  cette  surface  et  different  de  zero  de  I'autre. 

La  surface  S  du  tube  ou  de  l'anneau  se  deplace  avec  le  temps; 
son  equation  est  done  de  la  forme 

(32)  V(x,  y,  z;  f)  =  o. 

On  definil  la  vitesse  de  deplacement  de  cette  surface  en  chaque 
point,  a  chaque  instant,  comme  on  l'a  fait  an  n°  715  pour  definirla 
vitesse  de  deplacement  d'une  discontinuite.  Cette  vitesse,  en  chaque* 
point  de  S,  a  chaque  instant,  est  alors 

(33) 

011  Ton  a  pose 
(30  A=± 

On  peut  donner  une  autre  expression  de  cette  vitesse  en  remar- 
quant  qti'il  se  presente  ici  une  circonstance  parliculiere  :  e'est  que 
la  surface  de  discontinuite  est  une '  .surface  ft aide  formee  constam- 
ment  des  memes  molecules.  Dans  ces  conditions  speciales,  si  Ton 
appelle  w,  e,  \v  les  projections  de  la  vitesse  W  d'un  element  fluide 
de  la  surface  S  du  tube  de  tourbillon,  et  a,  (3,  y  les  cosinus  direc- 


T  = 

1  dF 

k  di  ' 

(^) 
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(ears  de  la  normale  en  ce  point  a  cette  surface 

'  W  .  dF  t  dF 

(iS)  *-=k^  f-iy 

on  a 

(36)  T  ==  5ca  +         y  w  =  \V„, 

W„  representant  la  projection  de  la  vitesse  W  sur  la  normale. 

En  effet,  si  Ton  suit  line  particule  y,  z  de  la  surface  du  tube 
dans  son  mouvement,  on  voit  que  ses  coordonnees  verifient  cons- 
tammentrequation  (82).  On  a  done,  en  derivant  le  premier  membre 
de  cette  equation  par  rapport  a  t,  en  suivant  la  particule, 

dF  OF  dF  dF 
da:         d/         ds  at 

d'ou,  d'apres  les  relations  (45), 

ce  qui  demontre  la  formule  (36). 

D'un  cote  de  la  surface  S,  le  mouvement  est  irrotationnel,  «,  w 
derivent  d'un  potentiel  cp;  on  a  done,  en  un  point  infiniment  voisin 
de  la  surface  place  en  dehors  du  tube, 

do  <ta  Oa 

dx  d^*  dz 

a  cause  de  la  continuity  de  «/,  (v,  ces  expressions  sont  valables 
aussi  pres  qu'on  le  veut  de  la  surface  S.  On  a  alors,  pour  la  vitesse 
de  deplacement  de  cette  surface,  en  chaque  point,  a  chaque 
instant, 

Ox      '  Oy      ' Oz  an 

la  derivee  ^  etant  prise  suivant  la  normale  a  la  surface  du  tubedu 
cole  irrotationnel. 

773.  Expression  de  la  force  vive  du  liquide.  —  La  force  vive 
lotale  du  liquide  a  pour  expression 

j  W*  dm  =       J  y  v*+w*)dt, 
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l'inlegrale  etanl  etendue  a  tout  le  volume  du  liquide.  On  peut  lui 
donner  une  autre  forme  de  fac,on  a  la  faire  dependre  des  tourbil- 
lons.  Pour  cela,  introduisons  les  trois  fonctions  P,  Q,  R  prece- 
demment  definies  par  les  formules  (27)  et  (28)  en  fonction  des 
tourbillons.  On  a 

<m  do 
u  =  - —  — 

dy  dz 

La  force  vive  peut  done  s'ecrire 

9fff  ["  (rr  -§)-•••  (£  -  ©  +        £)]  *■ 

On  pourra  integrer  par  parties  chacun  des  six  termes.  Par 
exemple,  en  remplacant  par  dxdydz,  on  a,  pour  le  premier 
terme, 

II I  u^dxdrdz~  j J  dxdz  j  uJfdS> 

les  limites  etant  infinies,  car  le  fluide  est  indefini;  l'integration  par 
parties  donne 

la  partie  integree  est  nulle  aux  limites,  car  u  et  R  sont  nuls  a  l'in- 
fini ;  on  a  done  enfin 

On  transforme  de  meme  chacun  des  six  termes  et  Ton  a  fina- 
lement 

»///■['(?-*)*«(£-*)*•(£-©]*> 

ou  enfin,  d'apres  la  notation  des  tourbillons, 

Ijf  W  dm  =  P  j J  J  (P^  +  Q^-f-RO^. 


Si,  dans  cette  expression,  on  remplace  P,  Q,  R  par  leurs  valeurs 
en  fonction  des  tourbillons  [formules  ( 27)  et  ( 28)],  on  a  la  force 
vive  en  fonction  des  tourbillons,  pour  un  liquide  indefini. 
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774.  Application  :  anneaux  de  tourbillon  circulaires  de  memo 
axe.  —  Imaginons  un  liqiiide  indefini  dans  lequel  toutes  les  lignes 
de  tourbillon  sont  des  cercles  dont  le  plan  est.  perpend iculaire 
a  l'axe  Oz  et  dont  le  centre  est  sur  cet  axe  ;  supposons,  en  outre, 
que  la  grandeur  du  tourbillon  est  la  meme  lout  le  long  d'un  mfcme 
cercle. 

On  peut  regarder  comme-  evident,  par  raison  de  symetrie,  que 
si  cette  distribution  des  tourbillons  a  lieu  a  un  certain  instant,  elle 
aura  lieu  toujours. 

Le  liquide  est  alors,  a  un  instant  quelconque,  compose  d'une 
partie  irrotationnelle  indefinie  entourant  des  anneaux  de  tourbillon 
analogues  a  des  tores  de  revolution  autour  de  Os.  Ces  anneaux  se 
dtiplacent  en  restant  de  revolution  autour  de  O  z,  mais  leurs  sec- 
tions droites  peuvenl  changer  de  forme  en  meme  lemps  que  varient 
les  rayons  des  divers  anneaux  de  tourbillon  infiniment  delies  qui 
les  constituent. 

Pour  calculer  les  vitesses  en  fonclion  des  tourbillons,  nous  sui- 
vrons  la  methode  generalc  qui  se  simplrfie  notablement  en  raison 
de  la  symetrie  du  mouvement  autour  de  Oz. 

Nous  emploierons,  pour  definir  la  position  d'un  point,  les  coor- 
donnees  semi-polaires  q,  8,  z  ;  q  designanl  la  distance  du  point 
a  Oz;  les  variables  q  et  9  sonl  liees  a  x  et y  par  les  relations 

x  —  qcosO.      ^  =  <7  sinO. 

Vitesse.  —  Le  mouvement  ctaiit  symelrique  autour  de  Oz,  la 
distribution  des  vitesses  est  la  meme  clans  tous  les  plans  passant 
par  O-  ;  la  vitesse  W  d  un  element  P  est  situee  dans  le  plan  zOP 
el  depend  uniquemcnt  de  q,  z  et  t,  el  non  de  B.  Appelons  s  la 
eomposante  de  cetle  vilesse  suivanl  le  prolongement  de  la  perpen- 
diculaire  abaissee  du  point  P  sur  l'axe  O:  et  tv  sa  eomposante 
parallele  a  O  z  :  s  et  tv  seronl  fonclions  de  q,  z  et  /.  Les  projec- 
tions w,  v,  iv  de  la  vitesse  sur  les  axes  Ox*  Oy,  Oz  seront 

(37)  u=scos8,      i»  =  5sin0,  w. 

Tourbillon.  —  Comme,  par  hypolhese,  les  lignes  de  tourbillon 
sonl  des  circonferences  ayant  pour  axe  Oz,  le  tourbillon  U  relatif 
a  Un  point  P  a  un  instant  t  doit  elre  perpendiculaire  au  plan  ;OP- 


/,40  KQUILIUHR  KT  MOI  VKMKNT  DKS  MII.IKtX  CONTIKUS. 

Or  on  a,  en  general, 

e       i  /  dw       6v\  i  I  du       dw\  y        i  /  dv  du\ 


Act  u  el  lenient,  d'apres  (  3-  ),  «,  h>  dependent  de  x  et  par 
1'intermediaire  de  q  et  0  qui  sont  des  functions  de  #  ety, 

<y  =  +  ;•  s,       0  =  arc  tang  -  , 

ft  Ton  a 


(38) 

(^2=           f  =cosO. 
y  dx  q 

)  CO                y                sin  0 

?1  —          Z  _ 

dO  x 

sin  0, 
cosO 

(               x- -+-  y*            q  1 

dy  ~~  .r2  -f-  y2  ~ 

~~9~' 

On 

en  conclut  en  different!  ant  les 

form ul es  (3^)  et 

se  rappelant 

que  s 

et  w  lie  dependent  que  de  q 

et  /, 

du  ds 

—  =  —  cosO, 

dz  dz 

d(V 

C'iV 

=     —  COSO, 

dq 

dv       ds  . 
—  —  _  sin  0, 
tf3  dz 

dw  . 
=  —  sin'), 
dq 

^7 

du       du  / 
dx       dy       \  dq 

?  / 

|  sin  0  co<<0. 

On  a  done 

Ces  formules  niontrent  que  Je  vecteur  tourbillon  12,  qui  est  per- 
pendieulaire  ati  plan  gOP,  a  pour  valeur 

\  i  ( ds      dw  \ 

(4o  o  =-(--—, 

ectte  valeur  elant  positive  ou  negative  suivant  que  le  vecteur  il  est 
dirige  dans  le  sens  positif  ou  le  sens  negatif  des  rotations  autour 
de  O z.  La  valeur  de  Q  depend  nniquement  de  q,  z  <jt  /. 

Determination  des  vitesses.  —  Si  nous  revenons  maintenant 
a  notre  problenie,  12  est  donne  aux  divers  points  V  en  tonelion  de 
<7,  z  et  t,  et  il  s'agit  d'en  deduire  les  vitesses  s  et  o.  Pour  precise? 
ee  point,  imaginons  qu'on  mene  un  plan  li\e  quelconque  par  Ov  : 
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ce  plan  coupe  les  anneaux  de  tourbillon  suivant  certaines  aires 
A,,  A2,  .  . . ;  on  suppose  Q  connu,  a  l'instant  ti  en  fonction  de  z 
aux  divers  points  de  ce  plan,  Q  6tant  nul  en  dehors  des  aires  et 
different  de  z6ro  dans  l'interieur. 

Nous  avons,  dans  le  cas  general,  determine  les  vitesses  en  fonc- 
tion des  tourbillons,  pour  un  liquide  indefini,  par  les  formules  (a3) 
du  n°  767,  dans  lesquelles  P,  Q,  R  sont  donnSes  par  les  integrates 
definies  (27  et  28)  elendues  aux  volumes  des  anneaux  de  tour- 
billon. Dans  ces  formules,  di  est  un  element  de  volume  des  anneaux 
ayant  pour  coordonnees  x\  yf,  z\  les  lettres  £r,  yj',  XJ  designent  les 
projections  du  tourbillon  correspondant  a  l'^lenient  #t,  et  la 
let t re  r  designe  la  distance 


r=  x'y-*-(y  —  y)*+(z-z'y- 

du  point  x' y',  z  au  point     yy  z. 

Comme,  actuellement,  £  est  identiquement  nulle,  la  troisieme  des 
formules  (28),  dans  laquelle  £'  =  °i  donne  immediatement  R  =  o; 
on  a  done  pour  u.  p,  w  les  expressions  suivantes  : 

.  dQ  dP  6Q  dP 

/  dz  0s  dx  dy 

les  fonctions  P  et  Q  de  x,y,  z  etant  definies  par  les  deux  pre- 
mieres des  formules  (27)  et  (28), 


'-H/fX?-  '-iZ/jf5? 


Appelons  q',  9',  z  les  coordonnees  semi-polaires  de  F  element^, 
q,      z  celles  du  point  x,  y:  z  \  nous  aurons 

x  =  <i  cosO,       y  =  q  sinO,       .r'  =  7'  cosO',       jk'  =  ^'  si n  0', 


(43)  /•  =  \/ q* *qq'  cos(0'—         (*  — 

Pour  evaluer  <:/t,  supposons  les  anneaux  de  tourbillons  decom- 
poses en  anneaux  infiniment  delies  de  revolution  autour  de  Oz; 
appelons  <h  la  section  d'un  de  ces  anneaux  de  rayon  </'  par  un 
plan  passanl  par  Or.  Si  Ton  considere  deux  de  ces  plans  faisant 
entre  eux  I'angle  dh\  ils  decoupent  dans  I'anneau  un  element  ch 
ijrant  la  forme  d  un  cylindre  droit  de  base  dv  et  de  hauteur  q'  d§' ; 
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on  a  done 

dx  =  da  q'  dft'. 
Nous  avons.  en  outre,  d'apres  (3o,)  et  (4°)? 

£  =  -  Q  sinO,       v}  =  Q  cosG, 
Q  etant  donne  en  fonclion  de  q,  z  et  t  \  done 

$'  =  —  Q'sinO',       7)'=  12' cos 8'. 
Q'  6tant  une  fonction  connue  de  q\  z'  et  t.  On  a  done 


(44; 


Pour  calculer  ces  integrates  Itendues  au  volume  des  anneaux, 
on  pourra  d'abord  faire  la  somme  des  elements  correspondant  a  un 
annean  infiniment  delie,  puis  la  somme  de  ces  sommes.  Or,  pour 
un  anneau  infiniment  delie,  q\  z'  et  d<r  sont  constants  tout  le  long 
de  l'anneau,  9'  varie  de  a  a  a-|-  2tt,  a  etant  un  angle  arbitraire.  La 
somme  des  elements  de  chaque  integrate  relative  a  cet  anneau  infi- 
niment delie  est  done 


Q'  =      —Q'q'da  f 


(45) 


sinO'rfO' 
r 

*  a 

a-t-2  7t 


cosB'cfO' 


Une  fois  ces  quantites  P'  et  Q' calculees,  il  restera,  pour  avoir  P 
et  Q,  a  faire  la  somme  des  quantites  analogues  pour  tous  les 
anneaux  infiniment  delies  dont  sont  composes  les  anneaux  donnas ; 
les  deux  sommes 


seront  des  integrates  doubles  etendues  a  tous  les  elements  da  des 
aires  A, ,  A2,  .  . suivant  lesquelles  un  plan  passant  par  O  z  coupe 
les  anneaux  consideres. 

Les  expressions  de  P'  et  Q'  peuvent  etre  simplifies  de  facon 
a  amener  P'.  et  Q'  a  dependre  de  la  meme  integrate.  Pour  cela. 
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faisons,  dans  l'integrale  qui  donrie  P',  le  changement  de  variable 

0'=8-he, 

s  6tant  la  nouvelle  variable  qu'il  suffira  de  faire  varier  de  o  a  21c 
pour  que  0'  varie  dans  un  inlervalle  d'6tendue  21c.  On  aura 

rfQ'  =  dzy       sinO'  =  sin 0  cose     cos8  sin e, 


r  =  )Jq'l-ir  q"1—  iqq'  cose  -+-  (z  —  z')x. 

Done 

sin  8' rf8'       .  a  /*,rcossrfs          A  fircs\ntde 
/   =  sin  9  /  h  cosO  /  . 

Jo.  r  Jo  r  J*  r 

Mais,  dans  le  deuxieme  membre,  la  deuxieme  integrate  est  nulle, 
car  les  elements  de  cette  integrate  sont  deux  a  deux  6gaux  et  de 
signes  contraires ;  on  a  done 

sin8'rf8'       .  f.  /*,flLcoserfe 


A™*ksin8'rf8'  .  fl  r4,kcose 
/    —  sin  6  I   

J*  r  Jo  r 


On  trouve,  par  le  meme  calcul, 

ra  +  27tcos8'rf6'          ,  f  271  cose  tfe 
/   =  cos8  /   ; 

Jo 

ce  qui  donne,  pour  P-  et  Q\  les  formules  definitives  qu'on  peut 
ecrire 

(46)  P'  =  —  S'sin8,  Q'=S-cos0, 
S'  designant  l'integrale  elliptique 

(47)  s--^rJ0  -7-' 

sur  laquelle  nous  reviendrons  plus  loin. 

En  faisant  la  somme  de  ces  valeurs  de  P'  et  Q'  pour  tous  les  ele- 
ments dv  des  aires  A,,  A2,  .  . .,  on  a  enfin  pour  P  et  Q  des  expres- 
sions de  la  forme 

(48)  P=-Ssin0,       Q  =  Scos6, 
S  designant  l'integrale 
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qui  est  fonction  de  z  et  Cette  integrate  etant  calculee,  on  a  P 
et  Q  en  fonction  de  9,  z  etf,  ou  encore  en  fonction  de  .r,  y,  z,  /, 
car  <7  et  8  sont  des  fonctions  de  x  et  y  definies  par  les  fornmles  (38). 
Les  fonctions  P  et  Q  6tant  connues,  les  composantes  u,  w  de  la 
vitesse  sont  donnees  par  les  formules  (41)-  on  a>  en  differen- 
tiant  (48)  et  tenant  compte  des  formules  (38), 

dP         OS  .  a        dQ  dS 

—  =  —  —  smft,        -±  =  cos6, 

dz  dz  dz  dz 

—  =  —  sin5  0  cos4  0, 

dy  dq  q 

—1=     —  cos20  n  sin50  ; 

dx  dq  q 

done 

(5o)  w  =  —  cost),        p  = —  —  sin  0  ; 


(5i) 


d_0  _  dP  _  dS  S 
dx      dy  ~  d</  q 


En  comparant  aux  formules  (37),  on  en  deduit  la  composante  s 
de  la  vitesse  suivant  le  rayon  vecteur 

dS 

(52)  ,  = 

En  resume,  une  fois  l'integrale  S  calculee,  on  obtient  immedia- 
tement  la  distribution  des  vitesses  par  les  formules  (5o)  et  (5i). 

Equation  differentielle  que  verifie  la  fonction  S;  current 
function  de  Stokes.  —  Nous  avons  vu,  dans  le  cas  general,  que 
P,  Q,  R  verifient  les  trois  equations 

AP=--2?,       AQ=-2Y),  AR=~2C; 

la  troisieme  Equation  est  identique,  car  R  et  £  sont  nuls.  Si,  dans 
les  deux  autres,  on  remplace  P,  Q  par  — Ssinty,  ScosO  et  £,  y\ 
par  —  Qsin9,  licosQ,  elles  donnent  une  meme  equation  aux  deri- 
vees  partielles  delinissant  S  en  fonction  de  q  et  z.  On  peut  obtenir 
cette  equation  d  une  fagon  plus  rapide  en  se  servant  de  l'expres- 
sion  (4o)  du  tourbillon 

2.  \dz       dq  } 


Si,  dans  cette  expression,  on  remplace  5  et  w  par  leurs  valeurs 
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(52)  et  ( 5 1),  on  a  immediatement  pour  S  l'equation  aux  d£riv6es 
partielles 

ou  Q  est  nul  en  dehors  des  aires  A,,  A2,  ...  et  a  une valeur donnee 
dans  l  interieur  de  ces  aires.  An  lieu  de  S,  on  introduit  quelquefois, 
une  autre  fonction  que  Basset  appelle  Stokes  current  function. 
Posons 

(54)  0?*?S; 

les  formules  (52)  et  (5i)  donnent 

(55)  — 9"-$- 

La  distribution  des  vitesses  est  done  connue  d'une  manieie  simple 
des  que  Ton  connait  <b. 

Cetle  fonction  definit  les  lignes  de  courant  :  remarquons,  en 
eflet,  que  ces  lignes  sont  actuellement  situees  dans  les  plans  pas- 
sant par  Oz:  dans  Tun  de  ces  plans,  elles  ont  pour  equation  difTe- 
rentielie,  a  l'instant  t. 

dq  dz 

s  <P 

ou 

w  dq  —  s  dz  —  o. 

e'est-a-dire 


Ainsi,  les  lignes  de  courant  ont  pour  equation  >l  =  const. 

Remarquons  enfin  qu'en  eliminant '}  entre  les  deux  relations  (55) 
on  a  l'equation 

<t(qs)  ,  tig*-')  _ 

dq  ds 

qui  n'est  autre  chose  que  ['equation  de  continuite  d'Euler  dans  les 
hypotheses  actuelles  |  n°  740  ). 

('tis  (Tun  scut  anneau  infiniment  delie.  Supposons  qu'il 
existe,  Hans  un  liquide  indefini,  un  sen  I  anneau  de  tourbillon  inii- 
niinenl  delie  afleclanl  la  forme  d'un  ton*  d'axc  Oz  entoure  de 
liquide  irrolationnel.  Soienl  ds  la  section  droitc  de  eel  anneau, 
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Q'  la  valeur  du  tourbiilon  constante  en  grandeur  tout  le  long  de 
l'anneau,  q  le  rajon  de  cet  anneau  a  l'instant  t  et  z  la  cote  de  son 
plan. 

Actuellement,  les  sommes  (44)  P  et  Q  comprennent  un  seul 
anneau  elSmentaire  :  P  et  Q  se  reduisent  a  P'  et  Q',  et  S  a  S', 


s._  Q'q'da    r™  cose  dt 
~     27C    J%  r 


cose  dt 


Dans  cette  integrate,  on  peut  integrer  seulement  de  o  a  tz  et  dou- 
bler  le  resultat;  on  a  ainsi,  en  mettant  en  evidence  rintensite 

I  =  2*2'  d<3 

de  l'anneau,  et  faisant  ^  =  S  q, 

,<iir  — "  q*-*-  q*  —  2^</'coss 

Cette  fonction  <L  etant  connue,  les  formules  (55)  donnent,  pour  les 
composantes  de  la  vitesse, 

( 56 )  5  =  —  -  -£ ,         ,V  =  -  — L  . 

'  q  dz  q  oq 

On  a  ainsi,  pour  <v,  des  valeurs  finies  en  tous  les  points  z,  q 
de  la  partie  irrotationnelle ;  mais,  si  I  est  regarde  comme  fini,  on 
trouve,  pour  les  points  de  l'anneau  lui-meme, 

z  —  z\       q  =  q', 

des  valeurs  infiniment  grandes  ou  indeterminees.  Gela  tient  a  cr 
que  nous  nous  pla^ons  dans  le  cas  fictif  d'un  seul  anneau  infini- 
ment delie  d'intensite  linie.  En  realite,  on  aura  des  anneaux 
d'epaisseur  finie  quon  pourra  decomposer  en  anneaux  inliniment 
delies  dintensites  inliniment  pelites.  Cette  difficulty  est  analogue 
a  celle  qu'on  rencontre  quand  on  etudie  le  potentiel  newtonien 
d'un  point  isole  de  masse  Pmie,  potentiel  devenant  infini  au  point: 
landis  qu'en  realite  on  est  en  presence  d'attractions  de  masses  con- 
tinues decomposables  en  masses  infiniment  petites. 

Tout  d'abord,  en  calculant  ~  par  la  regie  de  differentiation  sous 

le  signe  J ,  on  voit  que  ^  contient  z  —  z'  en  facleur.  Si  done  on 
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fftit  z  =  z\  en  donnarit  a  q  une  valeur  quelconque  differente  de  q'y 

on  trouve  ^  =  o  et,  d'apres  (56),  s  =  o.  Une  particule  placed 

dans  le  plan  de  l'anneau  a  done  une  vitesse  normale  a  ce  plan, 
puisque  la  composante  radiale  estnulle  :  ce  fait  est  d'ailleurs  Evident 
geom^triquement,  d'apres  les  th£oremes  g£ne>aux  du  il0  768  qui 
donnent  la  part  contributive  de  chaque  element  de  l'anneau  de 
tourbillon  dans  la  vitesse  d'un  point  de  son  plan.  Les  particules 
situees  dans  la  partie  du  plan  de  l'anneau  interieure  a  l'anneau  se 
meuvent  dans  un  certain  sens  determine  par  le  sens  des  tourbillons, 
comme  nous  l'avons  explique  n°  768;  les  particules  situees  dans  la 
partie  du  plan  exterieure  se  meuvent  en  sens  contraire.  II  resulte 
de  la  que  le  rayon  de  l'anneau  ne  varie  pas  avec  le  temps,  car, 
s'il  variait,  les  particules  fluides  situees  dans  le  voisinage  immediat 
de  l'anneau,  dans  le  plan  z  —  z\  auraient  une  vitesse  radiale  diflfe- 
rente  de  zero.  Ainsi,  l'anneau  se  deplace  parallelement  a.lui-me'me 
sans  changer  de  grandeur. 

Si  Ton  calcule  ensuite  ^>  la  deuxieme  des  formules  (56)  don- 

nera  w  pour  un  point  quelconque  de  l  espace  :  en  faisant  z  =  z 
dans  Texpression  de  w,  on  aura,  en  particulier,  en  grandeur  et  en 
signe,  la  vitesse  d'une  particule  situee  dans  le  plan  de  l'anneau. 
Pour  preciser  le  sens  dans  lequel  se  meuvent  les  particules  fluides 
du  plan  de  l'anneau,  supposons  Q'  positif,  e'est-a-dire  le  vecteur 
tourbillon  de  chaque  element  de  l'anneau  oriente  dans  le  sens 
positif  des  rotations  autour  de  Oz.  Alors,  si  nous  prenons  l'6lement 
liquide  place  au  centre  de  Panneau  a  linstant  t,  la  part  contribu- 
tive de  tous  les  tourbillons  dans  la  vitesse  de  ce  point  est  dirigee 
dans  le  sens  positif  de  Oz  :  cet  element  se  meut  done  dansce  sens. 
Pourcalculer  sa  vitesse,  appliquons  le  theoreme  general  du  n°768; 
si  l'element  central  tournait  autour  du  tourbillon  il'  d'un  element  d'z 
de  1'aniieau  avec  la  vitesse  angulaire  12',  il  possederait  une  vitesse 
normale  au  plan  de  l'anneau  et  egale  a  Q '  q' ;  la  part  contri- 
butive reelle  de  l'el£ment  d'z  dans  la  vitesse  de  l'element  central 
est  done 


car  la  distance  de  d'z  au  centre  est  q  ;  la  vitesse  totale  tv0  de  Tele- 
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ment  central  est  done 

Wo  ~  — ~7S  f  dtt 

ou  encore,  comme  J*  di  est  le  volume  iT.q  di  de  l'anneau, 

Q'  ,  I 

W0  =  — ;  d<5  =  ,  » 

I  £tant  1'intensite  de  l'anneau. 

Apres  cet  aperc,u  general,  nous  allons  etudier  la  fonction  «l  qui, 
comme  nous  allons  le  voir,  s'exprime  par  une  integrate  elliptique. 
En  posant 

e  =  a      —     »       dt  —  —  ndv, 

KV  '      i--^+(</  +  9')1' 

on  a,  en  effet, 

27T      J0    y/i  — £2sin2cp 

A-2  etant  une  quantite  positive  qui  est  moindre  que  i,  quand  q  et  z 
ont  des  valeurs  quelconques  (q  >>  o),  et  qui  devient  egale  a  i 
lorsque  q  =  q\  z  ==  e'est-a-dire  lorsque  le  point  de  coordon- 
nees  q,  z1  vient  sur  l'anneau.  Introduisons  le  module  complemen- 
taire  A'  par  la  formule 

(59)  *-'=t-**=[9-*?.+  \9-9?*; 

JJ  {z-z'f+iq  +  q1)*' 

cette  quantite  k'  est  infiniment  petite  au  voisinage  de  l'anneau: 
geometriquement,  la  valeur  de  k'  pour  une  position  P(</,  s)  du 
point  P  du  fluide  s'obtient  en  prenant  les  deux  points  A  et  B  ou  le 
plan  z OP  coupe  l'anneau  infiniment  delie,  et  en  ecrivant 

*  ~  PB' 

A  etant  celui  des  deux  points  qui  est  le  plus  rapproche  de  P. 

La  for  mule  (58)  permet  d'etudier  la  fonction  >h  pour  une  posi- 
tion quelconque  du  point  du  fluide  q^z*:  on  pourrait,  parexemple, 
developper  <l  en  une  serie  procedant  suivant  les  puissances  posi- 
tives eroissantes  de  k.  Nous  nous  borneroiis  a  etudier  ce  qui  se 
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passe  au  voisinage  de  l'anneau  :  quand  le  point  P(</,  z)  du  fluide 
est  infiniment  voisin  de  l'anneau,  gr  estvoisin  de  q z  de  z,  k  de  i, 
et  l'integrale  qui  figure  dans  est  infiniment  grande.  Nous  allons 
mettre  en  Evidence  la  partie  principale  de  ^  pour  des  valeurs  de  k 
voisines  de  I,  ou,  ce  qui  revient  au  meme,  pour  des  valeurs  de  k' 
voisines  de  zero.  C'est  la  un  probleme  qui  se  rattache  a  la  th£orie 
des  fonctions  elliptiques,  mais  que  nous  traiterons  directement  par 
un  procede  elementaire. 
Ecrivons 

(60)  ^.  ^  Li^H, 

en  d£signant  par  H  l'integrale 

re 

et  comparons  cette  integrate  a  l'integrale  elementaire 

Si  Ton  fait  la  difference  de  ces  deux  integrates,  en  les  r^unissant 
sous  un  meme  signe  J ,  on  a 

H-x  =  ^r?"in;y-'iffy-irfTl 

JQ         /1— *ssin*<p 

et  Ton  verifie  immediatement  que  cette  difference  prend,  pour 
k  =  1 ,  la  valeur  finie 


7C 

5  1  sin2cp  —  sin©  —  i 

COS<p 


do, 


facile  a  evaluer  par  les  methodes  elementaires. 
Evaluons  l'integrale  X  :  en  y  faisant 

* 

coso  =  c, 

on  trouve  immediatement 

X=  f'      hdc       ^-^■4.L(/-  +  ii 
Jo  y/k'*+k*c* 

A.  —  III.  29 


45o  EQU1LIBRE  ET  MQUYEMENT  DE8  MILIEUX  CONTINLS. 

L  designant  un  logarithme  neperien.  D'apres  cela,  X  devient  infini 
pour  k'  =  o,  mais  K  -h  Lk'  reste  fini.  Or  naus  avons  vu  que  H  —  \ 
reste  fini  pour  k'  —  o;  nous  pouvons  done  dire  que  la  quantite 

H  Lk' 

reste  finie  pour  k '=  o,  ce  qui  donne  pour  valeur  approchee  de  H, 
quand  k'  est  tres  petit, 

H  =  —  LA:'-*-. . ., 

ou  les  termes  non  ecrits  restent  finis  quand  k'  tend  vers  zero. 
D'apres  (60),  la  partie  principale  de  <{/  est  donnee  par 


(6.) 


7.1Z 


En  se  bornant  a  cette  partie  principale,  on  en  deduit,  pour  5 
et  w,  les  expressions  suivantes  au  voisinage  de  l'anneau  : 


(6a) 


L  *i  -  JL  A' dLk> 

q  dz      in\r    q  dz 

-  1  dA  -  1 
~~  q  dq~ 


\    q  ait  y    q  oq 


D'apres  la  valeur  (.59)  de  k\  on  a 

(  d\jk'  _  hqq'(z  —  2') 

,«n     \       ~  K^-^  +  (?-?'),][(^~^)1+(?  +  ?')s] ' 

I  oLk  q  —  q  q  <7 

en  substituant  dans  (62)  et  faisant  tendre  z  vers  z  et  ^  vers  gr',  od 
a  les  composantes  de  la  vitesse  au  voisinage  de  l'anneau.  Imaginons 
que  l'anneau  soit  un  tore  engendre  par  un  cercle  infiniment  petit 
de  rajon  e  ajant  son  centre  a  une  distance  q  de  Oz  et  a  une  cote  z  . 
Pour  obtenir  la  vitesse  de  progression  de  Tanneau  dans  le  sens  Oz, 
il  faut,  d'apres  le  theoreme  du  n°  772,  prendre,  au  point  M  du 
tore  {fig.  34o)  ou  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  a  0-5,  la 
composante  de  la  vitesse  normale  au  tore,  e'esf-a-dire  la  valeur 
de  w  en  ce  point.  II  faut  done  calculer  w  pour 


q  =  q\      z  =  z'+  e, 
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e  etant  infiniment  petit.  Or,  en  ce  point  M,  on  a 

en  negligeant  e2  devant  4q'2;  les  expressions  precedentes  (09) 
et  (63)  montrent  qu'au  point  M,  k'  est  egal  a  — ,  tandis  que  la 

Fig.  34o. 
Z 


A 


Or: 


Wo 


derivee        prend  une  valeur  finie  qu'il  est  inutile  d'ecrire.  On  a 

alors,  pour  la  partie  principale  de  la  vitesse  wp  de  progression 
de  1'anneau  dans  le  sens  Os,  Texpression  suivante  obtenue  en 

portant  les  valeurs  ci-dessus  de  k'  et  dans  w  et  en  y  fai- 

sant  q  ==  q : 

(64)  ^  =  - 


1     L  £ 


4rJq'     iq'  " 

les  termes  non  ecrits  etant  finis.  Le  logarithme  est  negatif  et  tres 
grand,  car  £  est  tres  petit;  done  wp  a  une  valeur  positive  tres 
grande.  L'anneau  se  deplace  le  long  de  Oz  dans  le  sens  positif, 
e'est-a-dire  dans  le  sens  dans  lequel  se  meuvent  les  particules 
Jluides  placees  dans  V ouvertuve  de  Uanneau,  au  centre  par 
excmple.  Seulement,  la  vitesse  de  cette  progression  est  tres 
grande  par  rapport  a  la  vitesse  de  la  particule  fluide  qui  se  trouve 
au  centre. 

En  sappuyant  sur  la  theorie  des  fonctions  elliptiques,  on  pour- 
rait  facilement  calculer  ^  au  voisinage  de  l  anneau  avec  une  plus 
grande  approximation,  et  en  deduire  pour  wp  une  valeur  plus 
approchee.  Nous  renverrons  pour  ce  point  au  Traite  de  Basset, 
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t.  II,  p.  62,  ou  wp  est  donne  avec  un  terme  de  plus  :  on  verifiera 
que  la  difference  entre  la  valeur  que  nous  donnons  pour  wp  et 
celle  que  donne  Basset  est  finie  pour  e  =  o. 

Deux  anneaux  circulaires  de  ratine  axe.  —  Nous  nous  bor- 
nerons,  pour  ce  cas,  aux  indications  suivantes,  deja  donnees  en 
grande  partie  par  Helihholz  dans  son  Memoire  du  Tome  55  du 
Journal  de  C re  lie. 

On  peut  voir  comment  se  comportent  deux  anneaux  de  tour- 
billon  circulaires  et  infiniment  deli£s  de  meme  axe,  en  remarquant 
que  chacun  d  eux  possede,  d'apres  ce  qui  precede,  sa  vitesse  de 
progression  propre,  et  ob6it  en  outre  aux  vitesses  provenant  des 
tourbillons  de  l'autre.  Si  les  tourbillons  des  deux  anneaux  sont 
orientes  dans  le  ineme  sens,  les  anneaux  se  deplacent  dans  le  meme 
sens  :  celui  qui  marche  en  avant  grandit  en  m£me  temps  que  sa 
vitesse  diminue,  celui  qui  suit  diminue  en  meme  temps  que  sa 
vitesse  augmente;  dans  le  cas  ou  les  vitesses  de  propagation  des 
deux  anneaux  ne  sont  pas  trop  differentes,  il  pent  arriver  que  le 
deuxieme  anneau  rattrape  le  premier  et  le  depasse  en  passant  au 
travers  :  a  partir  de  cet  instant,  le  meme  phenomene  se  reproduit, 
de  sorte  que  les  deux  anneaux  passent  alternativement  l'un  dans 
l'autre.  Cette  question  a  ete  etudiee  en  detail  par  J.  J.  Thomson 
en  1 883. 

Si  les  tourbillons  des  deux  anneaux  sont  orientes  dans  des  sens 
opposes,  les  deux  anneaux  marchent  Tun  vers  l'autre;  le  plus  petit 
se  ralentit,  grandit  et  traverse  l'autre  qui  s'est  dilate  pourle  laisser 
passer  en  se  ralentissant  s'il  n'est  pas  tres  grand,  en  s'accelerant, 
au  contraire,  s'il  est  beaucoup  plus  grand.  Apres  cela  tous  leseffets 
changent  de  signe,  et  les  anneaux  se  separent  en  general.  11  ne 
semble  pourtant  pas  impossible  que  l'un  des  deux,  plus  intense  et 
plus  grand,  entraine  l'autre  dans  son  mouvement  de  translation, 
chacun  oscillant  autour  d'une  position  moyenne  ('). 

Si  les  deux  anneaux  tourbillonnaires  sont,  au  debut,  egaux  et  de 
sens  contraires,  c'est-a-dire  symetriques  l'un  de  l'autre  par  rapport 
a  un  certain  plan  P,  ils  se  meuvent  en  restant  symetriques  parrap- 


( 1 )  Ruilloujn,  Recherches  recentes  dliydrodynamique  (Annates  de  la  Faculte 
de  Toulouse,  1891). 
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port  a  ce  plan ;  les  particules  fluides  situees  dans  le  plan  P  restent 
immobiles;  le  plan  P  divise  alors  le  liquide  indefini  en  deux  por- 
tions symetriques;  le  mouvement  de  l'une  de  ces  portions  est 
Vintage  du  mouvement  de  l'autre  par  rapport  au  plan  (n°751). 
On  pourrait  alors  supprimer  toute  la  portion  du  fluide  situee  d'un 
c6te*  du  plan  P,  a  condition  de  r6aliser  materiellement  ee  plan;  le 
mouvement  de  l'autre  portion  ne  serait  pas  altere.  On  peut  ainsi, 
par  la  methode  des  images,  se  rendre  compte  du  mouvement  d'un 
seul  anneau  de  tourbillon  circulaire  infiniment  delie,  dans  un 
liquide  indefini  occupant  la  partie  de  l'espace  situee  d'un  cote  d'un 
plan  fixe  P,  le  plan  de  l'anneau  etant  parallele  au  plan  P;  1' anneau 
grandit  indefiniment  en  s'approchant  du  plan;  en  meme  temps  sa 
vitesse  de  progression  diminue,  de  sorte  que  l'anneau  n'atteint  pas 
le  plan. 

IV.  -  DETERMINATION  DES  VITESSES  EN  FONCTION 
DES  TOURBILLONS  DANS  LE  CAS  GENERAL. 

lib.  Liquide  contenu  dans  un  vase.  —  Nous  avons,  au  n°  76o, 
pose  le  probleme  general  de  la  determination  des  vitesses  en  fonc- 
tion  des  tourbillons  et  nous  favons  resolu  pour  un  liquide  indefini 
dans  lequel  la  vitesse  est  continue. 

Imaginons  maintenant  un  liquide  dans  un  vase  ferine  fixe  qu  i! 
remplit  entitlement  :  alors,  en  un  point  de  la  paroi  S,  la  vitesse 
est  tangente  a  la  paroi.  Nous  pouvons  ramener  ce  cas  a  celui  d'un 
liquide  indefini  par  l'artifice  suivant. 

Nous  pouvons  evidemment,  sans  changer  Fetal  du  liquide  inte- 
rieur,  supprimer  le  vase  en  supposant  tout  l'espace  exterieur  a  la 
paroi  S  rempli  par  un  liquide  identique  au  premier,  assujetti 
a  rester  immobile.  Nous  aurons  alors  un  liquide  indefini,  mais 
nous  ne  pourrons  pas  encore  appliquer  les  formulesdu  paragraphe 
precedent,  car,  actuellement,  les  vitesses  ne  sont  pas  continues 
dans  le  liquide  indefini :  .a  l  interieur  de  la  surface  S  formant  la 
Separation  du  liquide  considt'ie  et  du  liquide  immobile  exterieur, 
la  vitesse  est  diflerente  de  zero;  a  Textericur  de  cette  surface  S 
ello  est  nulle. 

Pour  eviter  cette  discontinuite,  imaginons  qu'il  y  ait  ime  couche 
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de  passage  d'6paisseur  tres  petite  e  comprise  entre  la  surface  S  el 
une  surface  parallele  S'  obtenue  en  portant  sur  les  normales  a  S 
une  longueur  tres  ]>etite  e;  clans  celte  couche,  la  vitesse  sera  sup- 
posed: varier  tres  rapidement  d  une  maniere  continue,  de  sorte  que, 
a  rinterieur  de  S,  elle  ait  la  valeur  qu'elle  a  r£ellement  dans  le 
mouvement,  et,  a  l'exterieur  de  S',  la  valeur  o.  Nous  aurons  alors 
un  liquide  indefini  dans  lequel  la  vitesse  est  continue  et  auquel 
nous  pourrons  appliquer  les  considerations  du  paragraphe  pre- 
cedent. 

On  pent  preciser  davantage  et  montrer  que  cette  couche  de  pas- 
sage est  equivalente  a  une  nappe  de  tourbillons.  Prenons  dabord 
le  cas  ou  la  paroi  S  serait  un  plan  fixe  ayant  pour  equation 

a,  p,  y  6lant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  an  plan  du  cote, 
oil  se  trouve  le  liquide  au  repos;  et  supposons  que,  dans  le  liquide 
en  mouvement,  place  de  I'autre  cote,  la  vitesse  ait  une  valeur  con- 
stante  vtJ  tv,,  necessairement  parallele  au  plan.  La  couche  de 
passage  sera  alors  comprise  entre  le  plan  S  et  le  plan  parallele  S' 
ties  voisin 

tx  -+-  $y  -h  *{z  =  h  -+-  e, 

siluc  a  la  distance  e  du  premier.  Prenons  comme  expressions  des 
projections  de  la  vitesse  dans  cette  couche 

^      ar+       +  — 

Ces  expressions  sont  evidemment  egales  a  w,,  vt,  wt  sur  le  plan  S 
et  a  o,  o.  o  sur  le  plan  S';  de  Fun  a  I'autre,  elles  varient  d  une 
maniere  continue.  On  a  alors,  en  calculant  le  fourbillon  dans  la 
couche  de  passage, 

(66)  2^  =  ~  -  j-  =  i(Tp1-^1), 

avec  des  valeurs  analogues  pour  rj  et      on  voil  que  ce  tourbillon 
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a  une  valeur  tres  grande,  qu'il  est  parallele  au  plan  S,  car 

-+-  fa  -+-  tC  =  <>» 

et  enfin  qu'il  est  perpendiculaire  a  la  vitesse       pI}  tv4,  car 
Ki£-hi>i*j  ■+•  W|C  =  o. 

La  couche  de  passage  est  done  une  nappe  de  tourbillons. 

On  passe  maintenant  de  ce  cas  particulier  au  cas  ou  la  surface 
de  separation  S  a  une  forme  courbe,  par  le  mode  de  raisonnement 
suivant  que  nous  empruntons  a  M.  Poincare  ( Theorie  des  tour- 
billons, p.  1 3 1 ) .  Appelons  ut1  pl?  w%  les  projections  de  la  vitesse 
du  liquide  interieur  en  un  point  de  la  surface  S  et  a,  ji,  y  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  exterieure  a  S  en  ce  point.  Nous 
pourrons  decomposer  la  surface  S  en  elements  assez  petits  pour 
qu'on  puisse  considerer  ces  elements  comme  plans,  et  la  vitesse 
ct«,  vu  ws  comme  constante  dans  toute  leur  etendue  :  nous  pour- 
rons en  outre  choisir  l'epaisseur  s  de  la  couche  de  passage  de  fagon 
qu  elle  soit  tres  petite,  meme  vis-a-vis  de  ces  elements.  Le  resultat 
precedent  s'appliquera  alors  a  chacun  des  elements  plans  et,  par 
suite,  a  la  surface  tout  entiere.  La  couche  de  passage  sera  rem- 
placee  par  une  nappe  de  tourbillons  dont  les  composantes  y\, 
£  en  chaque  point  de  S  seront  donnees  par  les  formules  suivantes, 
identiques  a  (66)  ; 

(67)    2e£'  =  Y^i—  P^i>       2£f)'=  &wx—  y^i,       2e£'  =  $ux—  oc,i>. 

En  chaque  point  de  S,  ce  tourbillon  (!•',  y|',  X!)  est  situe  dans  le 
plan  tangent  et  normal  a  la  vitesse  (ui7  p4l  w,). 

On  pourra  alors  se  servir  de  l'analogie  electromagnetique 
exposee  dans  le  paragraphs  precedent,  en  remplacant  les  tubes  de 
tourbillons  interieurs  a  S  par  des  courants  et  la  surface  S  elle-rneme 
par  une  nappe  de  courants  correspondant  aux  tubes  qui  pro- 
viennent  des  tourbillons  fictifs  (67)  situes  dans  la  couche  de 
passage. 

Analytiquement,  on  pourra  employer  les  formules  du  n°  767, 
donnant  les  fonctions  P,  Q,  R, 


'-r.fi 
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les  integrales  etant  (Hendues  a  tous  les  elements  dx  du  liquide 
indefini  pour  lesquels  le  tourbillon  correspondant  (£',  r\\  £')  n'est 
pas  nul.  Actuellement,  ces  integrales  se  partagent  en  deux  parties  : 
la  premiere,  relative  aux  tubes  de  tourbillon  situes  dansle  volume  V 
interieur  a  S;  la  deuxieme,  relative  aux  tubes  de  tourbillon  situes 
dans  la  couche  de  passage  G  : 


P     in  J  J  J*  rd  ""^  i-kJ  J  Scr  d 


La  couche  de  passage  C  a  une  epaissear  £  qu'on  peut  regarder 
comme  infiniment  petite  :  soit  d<s  un  element  superficiel  de  la 
surface  S;  prenons  comme  element  de  volume  di  de  la  couche  le 
cylindre  droit  de  base  di  et  de  hauteur  e  limite  aux  surfaces  S 
et  S'  qui  comprennent  la  couche  ;  on  aura 

d~  —  £  drs, 

et  la  deuxieme  integrale  deviendra  une  integrale  double  etendue  a 
tous  les  elements  d<r  de  S, 


-ff- 


mais,  d'apres  les  formules  (67),  la  valeur  de  2s£',  dans  la  couche, 
est  y<>,  —  $tvt .  En  remplagant  2e£'  par  cette  valeur,  on  a  enfin 


(68) 


la  premiere  integrale  etant  etendue  au  volume  V,  la  deuxieme  a  la 
surface  limite  S.  On  a  de  meme  Q  et  R. 

Les  fonclions  P,  Q,  R  etant  connues,  les  composantes  de  la 
vitesse  se  calculent  par  les  formules  (23)  du  n°  768.  Seulement  les 
formules  ainsi  obtenues  pr£sentent  cet  inconvenient  d'exiger  la 
connaissance  des  vitesses  (//,,  tv,)  a  la  paroi,  et  ces  vitesses  ne 
font  pas  partie  des  donnees  qui  sont  seulement  les  tourbillons. 

776.  Fluide  compressible.  —  Nous  avons  montre  que,  pour  un 
liquide  dans  un  vase  fixe  simplement  connexe  et,  en  particulier, 
pour  un  liquide  indciini  dans  tous  les  sens,  le  probleme  n'a  qu  une 
solution.  Pour  un  fluide  compressible  place  dans  lesmemes  condi- 
tions, le  probleme  n'a  qii'une  solution,  a  condition  que  Ton  con- 
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naisse,  en  outre,  la  vitesse  de  dilatation, 

du      dv  dw 

0=-T  h  1  p-j 

dx      dy  dz 

en  chaque  point.  En  eflet,  il  ne  peut  y  avoir,  pour  les  vitesses, 
deux  solutions  diflerentes  («,,  t>, ,  wt)  et  (u2)  v2l  w2).  Gar,  comme 
on  Fa  vu  au  n°  766,  la  difference  geometrique  de  ces  vitesses 
U  \  —  u2,  vt  —  pa,  tv,  —  w2  deriverait  d'un  potentiel  ff]  ce -potentiel, 
puisque  6  est  donne  et  a  la  meme  valeur  dans  les  deux  solutions, 
verifierait  la  condition 


du\  <?v1  dwx  d«s  dvt  dw 
dx       dy        dz   ~~  dx  ~+~  dy  dz 


qui,  en  transposant  et  remplacant  u,  —  u2  par       •  donnerait 

A»  =  o ; 

enfin,  sur  la  surface  limite,  on  aurait 

Dans  ces  conditions,  o  serait  constant  et  les  differences  u{^-u^ 
V\  —  ^2,  wK  —  sv2  nulles. 

Si  le  vase  etait  a  connexion  multiple,  il  faudrait  se  donner,  en 
outre,  les  modules  relatifs  aux  diverses  sortes  de  contours  ferm^s 
qu'on  peut  tracer  dans  le  vase,  comme  au  n°  767. 

Fluide  compressible  indefini.  —  Prenons,  par  exemple,  le  cas 
d  un  fluide  compressible  indefini  dans  tous  les  sens  et  supposons 
qu'on  connaisse  £,  y|,  9  aux  divers  points  de  Tespace,  les  vitesses 
etant  supposees  continues. 

Le  probleme  est  de  trouver  des  fonctions  w,  v1  w  de  y,  z- 
s'annulant  a  l  infini  et  verifiant  les  equations 


(69) 


/  dw 

d» 

dz 

1  du 

dw 

dx 

\  dv 

du 

J  Ox 

~dj 

f  du 

dv 

\  dx 

dw 


ou  E,  T|,  6  sont  donnes  en  fonction  de      y,  z. 
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En  g6ne>alisant  les  formules  du  n°  768,  on  pose 

(M»     dR  dQ 

u  —  ~  h  ~> 

dx      dy  dz 

d*      dP  dR 

(70)  <  v  —  h  

dy      dz  dx 

d4>      dQ  d? 

w  —  1  V  -j  3-  » 

dz      dx  dy 

P,  Q,  R,  4>  6tant  qualre  fonctions  de  y,  >s.  Comme,  en  suppo- 
sant  v,  w  connus,  on  aurait  seulement  les  trois  equations  (70) 
pour  determiner  ces  quatre  fonctions,  on  peut  assujettir  ces  fonc- 
tions a  remplir  une  condition  supplementaire  que  nous  choisissons 
ainsi  :  en  posant,  comme  au  n°  768, 

m/r     dP     dQ  dR 

dx      dy  dz 

nous  ferons 

(71)  M=o. 

On  a  alors,  comme  au  n°  768, 

„      dw      dv  dM 

2?=3  3-  =  1  AP,   

dz  da: 

Comme  M  est  nul,  ces  relations  deviennent 

AP=  —  2|,         AQ  =  —  271,         AR  =  -^, 

d'ou 

p=;WX/>  

Ces  expressions  de  P,  Q,  R  entrainent  d'elles-memes,  comme 
nous  l'avons  vu,  la  condition  M  =  o. 

II  reste  a  ecrire  la  derniere  des  equations  (69)  exprimant  que  la 
vitesse  de  dilatation  cubique  est  donnee.  On  a  ainsi,  en  rempla- 
gant  iz,     w  par  leurs  expressions  (70), 

A*  =  6, 

d'ou,  en  se  reportant  a  la  theorie  du  potentiel  newtonien, 

(T  6tant  la  valeur  de  8  dans  Tenement  dx  =  dx' dy  dz  et  r  desi- 
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gnant  comme  plus  haut  la  distance 

r  =  vV  -  x')*-+-{y  -y')t+(z  _  z')«. 

Les  fonctions  P,  Q,  R,  <I>  etant  ainsi  calculees,  les  formules  (70) 
donnent  m,  i>,  ct>. 

En  in  terp  recant  ces  formules,  on  voit  que  le  vecteur  vitesse 
W(m,  e,  w)  est  la  somme  de  deux  vecteurs,  le  premier  W  ayant 
pour  projections 


d«J>  d<t>  ,  <)<f> 

w  =  — , 


le  deuxieme  W"  ayant  pour  projections 

Les  vitesses  W  derivent  du  potentiel  defini  par  la  rela- 
tion elles  sont  identiques  aux  attractions  newtoniennes  qui 
seraient  exercees  sur  un  point  de  masse  1  par  une  masse  continue 

ayant  pour  densite  —  —  aux  divers  points  x\  y z  de  Tespace. 

Quant  aux  vecteurs  W",  leur  distribution  a  ete  etudiee  en  detail 
au  n°  768;  nous  y  avons  vu  quelle  est  la  part  contributive  de 
chaque  element  tourbillonnaire  di  dans  la  vitesse  W"  d'un  point 
quelconque. 

Analogie  electro magnetique .  —  Le  vecteur  W  est  identique 
a  la  force  magnetique  due  a  une  distribution  de  densite  —  — ;  le 
vecteur  W"  est,  comme  nous  Tavons  vu  page  43a,  identique  a  la 
force  electromagnetique  produite  par  une  distribution  de  couranls 
electriques  suivant  les  tubes  de  tourbillon. 

Espace  limite.  —  Les  conclusions  precedentes  s'appliquent 
a  1111  fluide  occupant  un  espace  illimite  dans  tous  les  sens.  Pourun 
espace  limite  par  une  surface  lixe  S,  on  peut  proceder  comme 
dans  le  cas  d'un  liquide  (n°  77o).  Nous  renverrons,  pour  les 
dcveloppements  relatifs  a  celle  question,  a  1111  Memoire,  de  Boltz- 
maun  (1871)  et  an  travail  deja  plusieurs  fois  cite  de  M.  Brillouin, 
Recherches  recenles  d '  liydrodynamique  (Annates  de  la 
Faculte  de  Toulouse,  1891). 
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777.  Production  experimentale  des  tourbillons.  —  On  trouvera,  dans 
ce  m^me  travail  de  M.  Brillouin,  d'interessanles  indications  sur  la  pro- 
duction experimentale  des  tourbillons.  Nous  lui  emprunterons  le  passage 
suivant  : 

a  Pour  lancer  une  masse  de  gaz  animeed'un  mouvementde  rotation,  on 
profile  du  frottement  superficiel  et  interne;  pour  la  rendre  visible,  on  la 
charge  de  fumee.  Tait  et  Thomson  ont  vulgarise  un  appareil  forme  d'une 
grande  boite  cubique  en  bois  dont  une  face  a  ete  remplacee  par  de  la  toile 
peu  tendue;  la  face  opposee,  percee  d'une  ouverture,  porle  exterieurement 
deux  coulisses  paralleles  qui  permettent  d'introduire  des  cartons  ou  des 
planches  percees  d'ouvertures  plus  petites  et  de  formes  variees.  On  remplit 
la  boite  de  fumee,  soit  en  y  faisant  bruler  plusieurs  corps,  soil  en  y  mettant 
deux  assiettes  remplies  d'acide  chlorhydrique  et  d'amrnoniaque.  Un  coup 
sec  frappe*  sur  la  toile  fait  sortirun  petit  volume  d'air  charge  de  fumee;  le 
frottement  lateral  rend  la  vitesse  dc  translation  tres  faible  au  bord,  grande 
au  centre,  et  produit  un  mouvement  de  rotation  autour  d'axes  paralleles 
au  bord  et  qui  s'etend  d'autant  plus  loin  que  celui-ci  est  plus  epais.  Pour 
des  ouverlures  de  20°*"  a  25c,n  de  longueur,  un  carton  de  5mr'a  6mm  convient 
ties  bien.  Tout  pres  de  la  boite,  on  ne  distingue  d'abord  qu'une  masse  con- 
fuse de  fumee;  mais,  a  quelques  decimetres,  la  fumee  de  la  partie  centrale 
est  restee  en  arriere,  et  l'anneau  progresse  seul  avec  une  vitesse  a  peu  pres 
uniforme. 

»  Le  mode  de  production  de  l'anneau  montre  suffisamment  qu'il  est  anime 
d'un  mouvement  de  rotation  et,  comme  il  parcourt  dans  un  air  calme  8m 
ou  iomsans  se  briser,  il  est  facile  de  reconnaitre  qu'il  obeit  a  toutes  les  lois 
que  la  theorie  a  indiquees. 

»  La  vitesse  de  I'air  qui  traverse  interieurement  l'anneau  est  moindre  que 
celle  de  l'anneau  Iui-m6me.  On  s'en  assure  au  moyen  de  legers  drapeaux, 
de  flammes,  ou  simplement  de  la  main,  places  sur  le  trajet  de  l'anneau.  Sur 
les  bords,au  moment  du  passage  de  l'anneau,  un  violent  remous  se  produit, 
avec  renversement  du  sens  du  vent,  qui  s'ecarte  d'abord  de  l'axe  du  mou- 
vement et  converge  ensuite  vers  cet  axe.  Ainsi,  au  centre  du  tourbillon, 
Pair  denue  de  rotation  se  renouvelle  constamment;  le  tourbillon  va  sans 
cesse  a  la  rencontre  de  nouvelles  couches,  s'y  fraye  un  chemin,  puis  les 
laisse  s'ecouler  en  arriere.  G'est  grace  a  cette  propriete  qu'un  court  trajet 
suffit  a  separer  le  tourbillon  proprement  (lit  du  jet  d'air  central  charge  de 
fumee,  mais  denue  de  rotation.  » 


V.  -  NOTATIONS  DE  CLEBSCH. 

778.  Propriete  analytique  des  surfaces  de  tourbillon.  —  Quand  il 
n'existe  pas  de  potentiel  des  vitesses,  le  flux  elementaire 


u  dx  -f-  v  dy     w  dz 
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n'est  pas  une  difierentielle  totale  d'une  fonction  de  trois  variables.  Cher- 
chons  si,  a  un  instant  quelconque  t,  il  existe  des  surfaces  sur  lesquelles 
le  flux  elemenlaire  est  une  difjirentielle  totale  d'une  fonction  de  deux 
variables ;  nous  allons  voir  que  ces  surfaces  sont  precisement  les  sur- 
faces de  tourbillon  a  cet  instant. 

En  effet,  sur  une  surface  S,  on  peut  toujours  exprimer  x,y,  z  en  fonc- 
tion de  deux  variables  independantes  X  et  p.  Dans  ces  conditions, 

,       Ox  _      dx  j 

dx  =  — r-  oa  -+-  — -  da,   

Oh  dp  r 

L'expression  u  dx  -h  v  dy  ■+-  w  dz  pt  end  alors  la  forme  L  d\  -+-  M  dp,  et, 

en  ecrivant  qu'elle  est  une  difierentielle  exacte  —  —  ~  =  o,  on  a  la 

^  dp  Oh 

condition 


(dx         Or         dz\        d        dx  dy  dz  \ 

*i-r--hl>-~-f-H>Tr)  —  —     W  +  W  — 

Oh        Oh         dh  J       0h\   On  dp         dp  / 

ou,  en  dcveloppant, 


dp\ 


du  dx  du  dx 
dp  dh      Oh  dp 


=  o. 


Mais  u,  V,  w  sont  fonctions  de  X  et  p  par  I'mtermediaire  de  x,y,  z  :  on 
a  done 

du  _  du  dx      du  dy      du  dz 
dp  ~~  dx  dp      dy  dp.      dz  dp* 

En  subslituant  et  reduisant,  on  trouve 

>  /  dy  ^  _  ^  tZ\         /  dz  dx      dx  dz^\         / dx  dy      dy  dx\ 
*\dh  dp  ~  dh  dp)  H_tl  \dl  dp'  ~~  d\  dp)  *  **\dl  d\l  —  ol  dp)  ~  °' 

Cette  derniere  condition  exprime  que  la  normale  a  la  surface  S  en  un 
point  est  perpendiculaire  au  tourbillon  £,  r0  £  en  ce  point,  ou  encore  que 
le  tourbillon  est  tangent  a  la  surface.  La  surface  S  est  done  bien  une  sur- 
face de  tourbillon. 

En  partant  de  cette  propriele,  on  demon trerait  aisement  que  la  circula- 
tion est  nulle  sur  toutccourbe  fermee  tracee  sur  une  surface  de  tourbillon, 
de  facon  a  pouvoir  se  reduire  a  un  point  par  deformation  continue  sur  la 
surface.  (Theoreme  du  n°  757.) 


779.  Notations  de  Clebsch.  —  Dans  deux  Memoires  parus  au  Journal 
de  Crelle,  en  1 856  et  1 858,  Clebsch  a  employe  une  forme  parliculiere  des 
equations  qui  repose  sur  le  theoreme  d'Analyse  suivant  : 

Soient  w,  p,  w  trois  fonctions  queiconques  de  x,  y,  z\  il  existe  toujours 
trois  fonctions  cp,  m,  ^  des  memes  variables  telles  que  Ton  ait  identi- 
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qvement 

(74)  1*  dx  •+-  v  dy  -+■  w  dz  =      -+-  m  dty. 

Pour  lc  demontrer,  soient  ty  —  const,  une  faraille  de  surfaces  de  tour- 
billon  ; 

X  =  const.,       (a  =  const. 

deux  autres  families  de  surfaces;  <J>,  X  et  {A  seront  des  fonctions  de  ar,  z 
telles  que,  par  chaque  point  de  l'espace,  il  passe  une  surface  de  chaque 
famille.  Alors,  inversement,  on  pourra  exprimer  a*,  y,  z  en  fonclion  de  ^, 
X  et  m  et  Ton  aura  une  identite  de  la  forme 

(75)  udx-t-  vdy-^-wdz  ==  L<A -h  M  rf[A-4- tt<f<|/r 

L,  M,  N  etant  trois  fonctions  de  X,  ja,  ty.  Mais,  d'apres  la  propriete  des  sur- 
faces de  tourbillon  etablie  dans  le  numero  precedent,  le  premier  membre 
devient  une  differentielle  exacte  d'une  fonction  de  X  et  |a  sur  une  surface 
de  tourbillon  quelconque  et,  en  particulier,  sur  la  surface 

=  const.,       cty  =  o. 

Done,  <|>  etant  constant, 

L  dl  -+-  M  d\L 

est  une  differentielle  exacte  d'une  fonction  <f  de  X  et  u>;  cette  fonction  <p 
contient  d'ailleurs  la  constante  ^,  de  sorte  que  <p  depend  de  X,  {a,  ty,  et 
Ton  a 

L  rfX  -4-  M  </ja  «  ^  rfX  -h  ^  <*|a. 

Appelons  la  differentielle  totale  de  <p  obtenue  en  faisant  varier  X,  (a 
et  t|/;  on  a 

Done 

L  rfX  4-  M  rf[A  =  d<f  —  ^|  e% 
L'identite  (75)  devient  alors 

u  dx     v  dy  ■+-  w  dz  =  dy      f  N  —  ~  ^  ety ; 

et,  endesignant  par  m  le  facteur  N  —  on  a  l'identite  qu'il  s'agit  de 
demontrer. 

1\  resulte  de  cette  demonstration  que  la  transformation  de  Clebsch  est 
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possible  d'une  infinite  de  manieres  et  qu'il  suffit  de  prendre  pour  ^  une 
fonction  telle  que  ty  =  const,  represente  une  famille  de  surfaces  de  tour- 
billon,  a  l'instant  t.  Inversement,  si  cette  transformation  est  rlalisee, 
<|>  =  const,  est  une  famille  de  surfaces  de  tourbillon,  car,  pour  =  const., 
le  flux  elementaire  devient  une  differentielle  totale  d'une  fonction  de  deux 
variables. 

Dans  l'identite  (74)  de  Clebsch,  les  surfaces 

m  =  const. 

sont  aussi  des  surfaces  de  tourbillon,  car,  si  m  =  C,  le  flux  elementaire 

u  dx  -h  v  dy  -\-  w  dz.  =  d(<$  -h  Gty) 

est  une  differentielle  exacte  d'une  fonction  de  deux  variables. 

En  chaque  point  du  fluide,  le  tourbillon  est  done  tangent  a  1'intersection 
de  deux  surfaces 

m  —  const.,         =  const. 

passant  par  ce  point.  C'est  ce  qu'on  pourrait  verifier  directement  en  remar- 
quant  que  Ton  a 

y      dm  dd»      dm  d*b 
dy  dz      dz  ay 

comme  il  resulte  des  expressions  de  u,  p,  w, 

dv  db  dy         <M  d<&  dd* 

(-6)      «  —  _!  -4-  m      ,        v—-^-->rm-L,       1*  -  J.+  m  J., 
doc         dx  dy         dy  dz  vz 

tirees  de  l'identite  (74). 

Cette  transformation  de  Clebsch  ainsi  que  celles  de  Stokes  (n°  776)  ont 
ete  etudie'es  en  detail  par  E.  Betti  (Theoria  delle  Forze  newtaniane, 
p.  3o4-3i3). 


VI.  —  RECHERCHES  DE  THAN  SON, 


780.  Probleme  de  Geometrie  de  Transon.  —  Comme  l'a  montre 
M.  Turriere  (!),  un  probleme  de  geometrie,  traite  par  Transon  en  1861,  se 
rattache  etroitement  a  la  theorie  des  tourbillons.  Ce  probleme  est  le  sui- 
vant  :  Un  complexe  de  droites  etant  donne,  determiner  toutes  les 
congruences  de  droites  qui  appartiennent  a  ce  complex^  et  qui  sont 
des  congruences  de  normales. 

Dans  son  Memoire  sur  les  proprietes  d'un  ensemble  de  droites  menies 


(l)  TuRRikflE,  Sur  les  congruences  de  normales  qui  appartiennent  a  un 
complexe  donne,  These  presentee  a  la  Faculte  des  Sciences  de  Paris,  1911,  p.  8 
et  72-87  ( I ibrairie  Edouard  Privat,  Toulouse). 


464  EQUILIBRE  ET  MOUVEMENT  DES  MILIEUX  CONTINUS. 

de  tous  les  points  de  I'espace  suivant  une  loi  continue  (x ),  Transon 
consid&re  ce  qu'on  appelle  aujourd'hui  un  champ  de  vecteurs,  en  atta- 
chant  a  tout  point  M(ar,  y,  z)  de  I'espace  une  droile  D  dont  les  cosinus 
directeurs  X,  Y,  Z  sont  trois  fonctions  donnees  des  coordonnees  du 
point  M.  Le  point  M  est  ainsi  le  point  d'application  d'un  vecteur  W  de 
longueur  I,  dont  les  trois  projections  X,  Y,  Z  verifient  la  relation 

On  peut  imaginer  un  fluide  en  mouvement  permanent  dans  lequel  les  com- 
posantes  u,  i>,  w  de  la  vitesse  W  de  la  particule  placee  au  point  M  seraient 
deTinies  par 

(W)  u  =  X,       v  =  Y,       *>  =  Z; 

mais  ce  mouvement  serait  special,  car  la  vitesse  W  de  chaque  particule 
serait  egale  a  t. 

L'ensemble  des  droites  indefinies  D,  qui  portent  les  vecteurs  W,  forme 
un  complexe;  par  un  point  donne  A  passent  une  infinite  de  droites  D, 
d'abord  ceile  qui  est  attachee  au  point  A,  puis  toutes  celles  qui  sont  atta- 
ches a  d'autres  points  M  convenablement  choisis  et  dontle  prolongement 
passe  par  A.  Reciproquement,  iout  complexe  de  droites  peut  6tre  defini  de 
cette  fa9on  et  la  definition  est  possible  d'une  infinite  de  manieres.  II  con- 
vient  cependant  d'observer  quer  parfois,  ce  mode  de  generation,  au  lieu  de 
conduire  a  un  complexe,  peut  fournir  une  congruence. 

Mais  supposons  que  nous  ayons  un  veritable  complexe  de  droites  :  le 
probleme  de  Transon  est  de  repartir  ces  droites  en  congruences  de  nor- 
males  (*).  Pour  le  resoudre,  Transon  cherche  une  surface  S  telle  que,  si 
le  point  M  d'ou  part  la  droite  D  decrit  S,  les  droites  D  obtenues  soient 
normales  a  une  certaine  surfece  S.  II  appelle  les  surfaces  telles  que  S  les 
surfaces  resolvantes :  les  surfaces  2  sont  appelees,  par  M.  Turriere,  sur- 
faces traj'ectoires  (These,  p.  9). 

Tout  d'abord,  si  l'expression 

X  dx  -+-  Y  dy  -h  Z  dz} 

dans  laquelle  x,  y,  z  sont  des  variables  independantes,  est  une  differen- 
tielle  totale  d'une  fonction  U(a?,  y,  z),  les  droites  D  se  repartissent  imme- 
diatement  en  congruences  de  normales  aux  surfaces  de  niveau 

U  =  const.  1 


(l)  Comptes  rendus  Acad.  Sc.,  t.  52,  1861,  p.  245-247;  Journal  de  I'Ecole 
Poly  technique,  t.  XXII,  1861,  38c  cahier,  p.  195-208. 

(*)  Le  Memoire  de  Transon  a  fait  l'objet  d'un  Rapport  dc  Chasles  a  l'Acadcmie 
des  Sciences  {Comptes  rendus  Acad.  Sc.,  t.  52,  1861,  p.  ioi3-ioi8). 
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mais,  le  vecteur 

x      dU  dV  dU 

A  =  —  »  I  =  ——  ,  L  —  — — 

dx  dy  dz 

ayant  une  grandeur  constante,  puisque  X2  -+-  Y2  -t-  Z*  =  i,  la  deriv.ee  > 

prise  suivant  la  normale  Ie  long  d'une  surface  de  niveau,  est  constante  et 
egale  a  i;  les  surfaces  de  niveau  sont paralleles  (voir  Chap.  Ill,  t.  I)  et  les 
droites  D  forment  une  congruence  de  normales.  Ce  cas  est  caracterise" 
par  le  fait  que  le  vecteur  tourbillon  du  champ  (X,  Y,  Z)  est  identi- 
quement  nul. 

Si  Xdx  -h  Y  dy  -t-  Z  dz  ad  met  un  facteur  integrant  ^,  on  a 
c?U         v       d{]         _  dV 


les  surfaces  U  =  const,  sont  alors  les  surfaces  resolvantes  S;  dans  ce  cas, 
les  droites  D  sont  normales  aux  surfaces  resolvantes  elles-memes,  qui  se 
confondent  alors  avec  les  surfaces  trajectoires  2.  Ce  cas  est  caracterise  par 
le  fait  que  le  vecteur  tourbillon  du  champ  (X,  Y,  Z)  est,  en  chaque  point, 
perpendiculaire  a  la  droite  D  correspondante  (Chap.  XXVIII). 

Prenons  maintenant  le  cas  general  et  cherchons  a  determiner  les  sur- 
faces resolvantes  S  et  les  surfaces  trajectoires  2  correspondanles. 

Soient  x>  y%  z  un  point  M  de  S ;  le  long  de  S,  z  est  une  fonction  de  x 
tly  dont  nous  appellerons  p  et  q  les  derivees  partielles 


dz  dz 


Par  hypothese,  la  droite  D  issue  de  M  reste  normale  a  une  surface  2, 
quand  M  decrit  S.  Appelons  x0,  fo,  les  coordonnees  du  point  M0  de  D 
oil  cette  droite  est  normale  a  2:  appelons  X  le  segment  MM0  estime  posi- 
tivement  dans  le  sens  X,  Y,  Z;  on  aura 

(     00 q    00  X  X , 

(0  Jo  =  /+>Y, 

f  z0  =  z  -+-  XZ, 

z  est  fonction  de  x  et  y\  de  meme,  X  peut  etie  considere  comme  fonction 
de  x  eiy  \  quant  a  X,  Y,  Z,  ils  dependent  de  x,  y,  z,  mais  ils  sont  finale- 
ment  des  fonctions  dz  x  el  y  par  I'intermediaire  de  z. 

Si  le  point  M  subit  sur  S  un  deplacement  arbilraire  de  projections 
dx,  dy,  dz,  dx  et  dy  sont  arbitrages  et  Ton  a 


A.  -  III. 


dz  =  p  dx  -h  q  dy; 


So 
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on  a  alors 

dx0  ■=  dx  -+- XdX  f-  X  dk, 
dy,=  dy  -+  \d\  -+-  Y  rfX, 
e^o  —  p  dx  -\-  q  dy  -+-  X  rfZ  -f-  Z  rfX. 

Le  deplacement        df/0,  <^^o  etant  normal  a  D,  on  a 
X  tfte0  -+-  Y  rf^o  -+-  Z  <£s0  =  0 » 

c'e»t-a-dtre,  puisque 

X«  +  y«  ■+-  Z»  =  i ,       X  rfX  ■+■  Y  rfY  +  Z</Z  =  o, 
Xrfa?  +  Yrf/  +  Z(/>^  +  ^/)  +  ^  =  o ; 

d'ou 

(a)  —  cfk  .=  (  X  -+-  pZ)dx     (Y  ^r-  qZ)  dy. 

II  faut  et  il  suffitalors  que  Ie  second  membre,  qui  est  de  la  forme 

A  dx  -h  B  dy, 

soil  uae  differentielle  totale  exacte  d'une  fonction  U  {x,  y)}  c'esi-a-dire 
que  Ton  ait 

dk  _  dB 

dy  dx 

^         ..  .  ...  dp      dq  . 

En  explicitant  cette  condition  et  remarquant  que  ^  =  ^»  puisque 

X,  Y,  Z  dependent  de  x  et  ^  par  1'intermediaire  de  -s,  on  a  fmalement, 
pour  l'equation  differentielle  des  surfaces  resolvantes  S, 

(S)  q\  —  I  =  o, 

ou     *)>  C  sont  les  projections  du  vecteur  tourbillon 

dZ  dY 


*(dy  dz) 

_  i  /dX  _  dZ  \ 

r,~2\dz  dx) 

^      ?.  \  da:  dy  ) 


Les  surfaces  resolvantes  sont  alors  les  surfaces  de  tourbillon  du  champ. 
Si  Ton  veut  integrer  l'equation  (S)  par  les  methodes  elementaires.  il  faut 
d'abord  chercher  les  caracterisliques 

dx      dy  dz 

T  ~T  =  T' 

qui  sont  prectsement  les  lignes  de  tourbillon. 

On  peut  aussi  remarquer  que  la  recherche  des  surfaces  resolvantes 
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revient  a  la  determination  des  surfaces  S  sur  lesqueltes  le  flux  ele- 
mentaire 

X  dx  -t-  Y  dy     Z  dz 

est  une  differentielle  totale  d'une  fonction  de  deux  variables  :  ces  sur- 
faces sont  alors  les  surfaces  de  tourbilion,  comme  nous  Tavons  montre  au 
n°  778  a  propos  des  recherches  de  Glebsch. 

Une  fois  la  surface  resolvante  determined,  le  second  membre  de  (i)  est 
une  differentielle  totale  d'une  fonction  —X;  les  coordonnees  du  point  M0 
de  la  surface  trajectoire  £,  a  laquelle  les  droites  D  correspondantes  sont 
normales,  sont  alors  donnecs  paries  formules  (i).  La  quantile X n'est deter- 
minee qu'a  une  constante  additive  pres;  suivant  la  valeur  de  cette  cons- 
tante,  on  obtient  des  surfaces  X  paralleles.  Darboux  a  montre  que  si  Ton 
connait  une  famiile  de  surfaces  trajectoires  a  un  paramelre,  non  paral- 
leles, la  solution  complete  du  probleme  de  Transon  pour  le  complexe  con- 
sider^ s'obtient  sans  introduction  de  nouvelles  quadratures  ( 1 ).  Ce  point 
de  vue  anaiytique  a  ete  egalement  etudie  par  Sophus  Lie 

Exemple.  —  Dans  sa  These,  page  75,  M.  Turriere  donne  l'exemple  sui- 
vant :  Soil  la  quadrique  d'equation 

on  attache  a  chaque  point  Nl(x,  y,  z)  de  I'espace  la  droiteD  men£e  par  M 
perpendiculairement  au  plan  polaire  de  M  par  rapport  a  la  quadrique. 
On  a  alors 

\x  By       '  Cz 

TT'  ~  ~rF '  IT' 


R  =  v/A«a:2-h  B*^*-t-  C*zK 

Les  droites  D  constituent  un  complexe  tetraedral.  Les  composantes 
tj,  £  du  tourbilion  sont 

BCCB— C)  CA(C-A)  AB(A  — B) 

— hp— ^  **>       2«<*  9jr- 

Les  equations  differentielles  des  lignes  de  tourbilion 
dx      dy  _  dz 


(')  Darboux,  Sur  les  systemes  de  coniques  et  de  surfaces  du  second  ordre 
{Bulletin  des  Sciences  mathe'matiques,  1870,  p.  35i). 

Voir  egalement  deux  Notes  de  Darboux,  Comptes  rendus  Acad.  Sc.,  seances 
des  i5  et  22  novembre  1909. 

(')  Lie  et  Schbppk ns,  Geometrie  der  Barukrung$  transforms  ionen,  p.  27$ 
et  p.  675-685. 

Lib,  Ueber  complexe,  in>besonders  Linien  and  Kugel  complexe  (Math* 
Annalen,  187a). 
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deviennent,  si  1  on  egale  ces  rapports  a  , 

ABC 

rjnr 

A--f-(C-B)7z  =  o, 
B^£-f-(A-- = 
G~  +(B- A)rr=o. 


On  reconnait  les  equations  d'Euler,  dont  depend  le  mouvement  d'un 
corps  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe  soumis  a  des  forces  qui  admettent 
one  resultante  passant  constamment  par  le  point  fixe ;  avec  cette  difference 
que  A,  B,  C  sont  des  consumes  ayanl  des  grandeurs  et  des  signes  quel- 
conques.  Les  lignes  de  tourbillon  sont  alors  les  biquadratiques  gauches 

Kx2  +B/j      Cz*  =  const., 
A2ar2-f-  B27*-h  C'*zi  =  const. 

Les  surfaces  resolvantes  ont  pour  equation  generale 

*(Aa:*+  B/2-h  Cz\       A2*2  ■+-  By+C4^)  =  o, 

<I>  designant  une  fonction  arbitraire.  Parmr  ces  surfaces  resolvantes,  il  y  a 
une  double  infinite  de  quadriques  coaxiales 

X(  A  x2-+-  B/2+CsJ)  -+-  n(A2x*-h;  B*y*-+-  C*  **)  =  v. 


EXERCICES. 


1.  Acceleration  rotatoire.  —  Appelons  J  l'accele>ation  de  lVlement  x,  y,  z  a 
I'instant  t,  Jx,  J^,,  Jt  ses  projections  sur  les  axes.  Le  vecteur  Si'  ayant  pour  pro- 
jections 


2\dy      6z  j  y      2\dz  dx 

s'appelle  V acceleration  rotatoire. 

Soit  une  portion  S  de  surface  fluidc  limitce  par  une  courbe  C  pouvant  etre 
rtfduite  a  un  point  par  deformation  continue  sur  S;  demontrer  les  theoremes 
suivants  : 

La  derivee  par  rapport  au  temps  de  la  circulation  le  long  de  C  est  egale 
au  travail  fictif  de  V acceleration  le  long  de  C  : 


~  I  u  dx  -f-  v  dy  h-  w  dz  =  J*  5rdx-^-JJ  dy  -+-  JT  dz, 
rmation  d'Ampere  et  de  Si 


c  Jq. 
ou  encore,  d'apres  la  transformation  d'Ampere  et  de  Siokes  ( n°  539), 


d 
dt 
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SlH  et  Q'„  designant  lcs  projections  des  vecteurs  SI  et  Q'  sur  la  normale  a  Tcle- 
ment  du  de  la  surface  S. 

Si  la  surface  fluide  S  est  infiniment  petite  et  se  r^duit  a  un  seul  element  d<j, 
on  a 


2.  Soit  dct  un  element  superficiel  fluide  en  mouvemenl ;  s'il  existe  une  fonc- 
tion  des  accelerations,  Sllt  da  est  une  constante  independante  du  temps. 

Reponse.  —  Cela  resulle  de  l'equalion  precedcnte  dans  laquelle  Sl'n  est  nuL 
On  a  aiors 


3.  The'oreme  de  Lagrange.  —  Deduire  le  theoreme  de  Lagrange  du  n»  730  de 
la  relation  pr^cedeute  (2). 

Reponse.  ■■—  S'il  existe  une  fonction  ou  un  porentiel  des  vitesses  initiates,  Sl0  est 
nul,  done  (Sln)0;  relation  (2)  montre  alors  que  Sllt  =  o.  Mais,  comme  la  direc- 
tion de  1  element  d?  est  arbilraire,  SI  =  o. 

4.  The'oreme  de  Helmhollz.  —  Sal  existe  une  fonction  des  accelerations,  tout 
element  superficiel  fluide  qui  conlient  a  uu  moment  donne  le  tourbillon  SI  le 
contient  toujours. 

(C'est  la,  sous  une  autre  forme,  le  theoreme  du  n°  758. ) 

Reponse.  —  D'apies  (2),  si  (Si„)j  e*t  nul,  il  en  est  de  meme  de  Sln. 

5.  Pour  que  Irs  lignes  de  tourbillon  soient  des  lignes  fluides  dans  un  mou- 
vement,  il  faut  et  il  suffit  que  V acceleration  rotatoire  SI'  (  si  el  le  n 'est  pas 
nulle)  soit  con/ondue  en  direction  avec  la  rotation  moyenne  SI. 

Soieot  une  molecule  fluide  P,  dee  un  element  plan  flu'ule  pris  dans  celte  mole- 
cule et  passant  par  le  tourbillon  en  P.  II  faut  que  eel  element  plan  continue  a 
contenir  le  tourbillon  quand  t  varie.  Done  Sln  doit  rester  nul  quand  t  varie;  alors 
l'equalion  (1)  montre  que  Sl'n  est  nul.  Done,  un  element  plan  en  P  contenant  SI 
conlient  SI';  ces  deux  vecteurs  ont  m6me  direction. 

Pour  que  I'intensite  rotatoiie  Side  d'un  element  super/iciel  fluide  normal 
a  il  ne  change  pas  avec  le  temps,  il  faut  et  il  suffit  que  les  vecteurs  £1  et  SI' 
soient  rectangulaires. 

Pour  que  les  deux  proprietes  precedentes  aient  lieu  en  meme  temps,  il  faut 
et  il  suffit  que  Si'  soit  nul,  e'est-d-dire  qu'il  y  ait  une  fonction  des  accele- 
rations. 

[Maurice  Levy,  Revue  generale  des  Sciences,  t.  I,  1890,  p.  7.24;  voir  aussi 
Zorawski,  Ueber  die  Erhaltung  der  Wirbelbewegung  {Bulletin  de  T Academic 
des  Sciences  de  Cracovie,  octobre  1900).] 

6.  Anneaux  de  tourbillon  dans  un  liquide  indefini. —  Soient  u,  v,w  et  \,  t\, 
la  vitesse  et  le  tourbillon  d'un  element  dx  de  coordonnees  x,  y,  z,  et  X,  Y,  Z  les 
expressions 

X  =  t»C  —  wt\,       \  —  w\-—u\,      2  =  ur\—  v\; 


(') 


—  (  «„  da)  =  Sl'n  d<s. 


Slnd*  =  {Qn)0  rf<r0. 


demonlrer  que  le  systeme  de  vecteurs  Xrfr,  Yd-z,  Zdz  est  equivalent  d  zero, 
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o'est-a-dire  que  I'on  a  les  six  relations 

iff**-*  ///<>*-«*>*=•  

On  pcul  demonlrerces  relations  directcment  ou  en  se  servant  de  l'analogie  eleclro- 
dynamique.  Kllcs  expriment  que  les  forces  rcprdscntant  les  actions  rouluelles  des 
elements  dc  courants  fictifs,  par  lesquels  nous  avons  remplace  les  lubes  de  tour- 
billon,  sunt  cgales  et  opposees  deux  a  deux. 

(Poincahf,  Theorie  des  tourbillons,  p.  i  j6  et  suiv. ) 

7.  La  force  vive  d'un  liquide  indejini  a  pour  expression 

*fff»*' 

M  designant  le  determinant 

x  y  z 

U    V  w 

(Poincare,  Theorie  des  tour  billons,  p.  i3o.) 

8.  Pour  Que  les  lignes  de  tourbillon  soient  orthogonales  aux  lignes  de  cou- 
rants il  faut  et  il  suffit  que  Von  ait 

o\p  Of 
r  dx  dy  '  dz 

u,  et  f  eta/it  des  fonctions  de  x,y,  s,  t. 

[  BrcLTH ami,  Considerazioni  idrodinamiche  (fiendiconti  del  /?.  Istituto  Lorn- 
bardo,  i"  serie,  vol.  XXII,  fasc.  II).] 

Ce  theoreme  est  une  consequence  immediate  du  n*  541 ,  p.  i5. 

9.  Conservation  des  lignes  et  des  surfaces  de  tourbillon  deduite  des  equa- 
tions de  Clebsch  (n°  770).  (foir  Clebsch,  Journal  de  Crelle,  i858  ) 

ffe'ponse.  —  L'identite  du  n"  731, 

u  dx  4-  v  dy  -+•  w  dz  —  («, da  -+■  v%db  -h  wtdc)  =  dF, 
montrc  que,  si  Ton  fait 

u9da     v^db  -+•  w^dc  —  d<pt-+-  m0dty„ 

on  a  aussi 

u  dz     v  dy  -t-  w  dz  —  d(  F  -+-  ?0)  -+-  m9dty0; 

on  en  conclut  que  les  surfaces 

m,  =t  const..  =  const., 

qui  sont  des  surfaces  de  tourbillon  a  1'instant  initial,  restent  des  surfaces  de 
tourbillon. 
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781.  Objet  du  Chapitre.  —  Imaginons  un  fluide  en  mouvement 
parallelement  a  on  plan  fixe,  de  telle  faconque  la  vitesse  de  chaque 
element  soit  parallele  au  plan  et  que  les  vitesses  de  tous  les  ele- 
ments situes  sur  une  ni^me  perpendiculaire  au  plan  soient  iden- 
tiques.  Ce  fait  se  produit,  par  exemple,  pour  un  liquide  pesant 
en  mouvement  dans  un  canal  dont  les  parois  late>ales  sont  des 
plans  verticaux  paralleles  et  dont  le  fond  est  un  plan  perpendicu- 
laire aux  parois  laterales  ou,  plus  generalement,  une  surface  cy- 
lindrique  ayant  ses  generatrices  perpendiculaires  aux  parois ;  les 
conditions  initiales  etanl  telles  qu'a  l'instant  initial  toutes  les 
tranches  paralleles  aux  parois  soient  dans  le  meme  etat.  11  se  pre- 
sente  aussi  quand  de  l'eau  s'ecoule  regulierement  par-dessus  un 
deversoir  rectiligne  horizontal  :  la  nappe  qui  s'ecoule  forme  une 
couche  cjlindrique  dans  laquelle  toutes  les  vitesses  sont  paral- 
leles a  une  section  droite  et  identiques  le  long  d'une  genera- 
trice,  etc.  Si  Ton  prend,  dans  un  mouvement  de  celte  nature,  un 
plan  des  xy  parallele  au  plan  fixe,  la  composante  w  de  la  vitesse 
d'un  element  est  nulle,  et  les  deux  autres  composantes  */,  v  de- 
pendent uniquement  de  X,  y,  t  et  non  de  z.  La  composante  Z  de 
la  force  appliqu6"e  a  l'unite  de  masse  doit  £tre  nulle,  X  et  Y 
doivent  dependre  uniquement  de  x  et  y.  Enfin  la  pression  et  la 
densite  sont  fonctions  uniquement  de  x,  y\  t. 

Dans  ces  conditions,  les  Equations  du  mouvement  se  reduisent 
a  deux  : 

du     „      i  dp        dv  i  dp 
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et  liquation  de  continuite  devient 


dt      p  \0x 


du\ 


Les  lignes  de  courant  et  les  trajectoires  sont  dans  des  plans 
fixes  paralleles  au  plan  des  xy. 

Quant  au  vecteur  tourbillon  d'un  element  quelconque,  il  est 
perpendiculaire  au  plan  des  xy,  a  moins  qu'il  soit  nul  :  en 

eflfet,  ij  et  i\  sont  nuls,  et 

2\dx     dy  J 

Les  lignes  de  tourbillon  sont  done  des  droites  perpendiculaires 
au  plan  des  xy  et  les  tubes  de  tourbillon  des  cylindres  perpendi- 
culaires a  ce  plan  :  si  d<r  est  la  section  droite  d'un  tube  de  tour- 
billon infiniment  delie,  l'intensite  de  ce  tube  est 

I  =  2  £  <h, 

car  ie  tourbillon  Q  se  confond  avec  sa  composante 

Le  probleme  devient  alors  un  probleme  de  Mecanique  a  deux 
dimensions.  II  suftira  de  savoir  comment  se  meuvent  les  elements 
situes  dans  le  plan  des  xy  pour  connaitre  le  mouvement  de  toute 
la  masse  fluide. 

Cas  d' un  liquide ;  fonction  de  courant.  —  Dans  le  cas  d'un 
liquide  incompressible,  Inequation  de  continuite  devient 

du  dv 

 h  —  =  o. 

Ox  oy 

Elle  exprime  que,  a  chaque  instant  t,  l'expression 

—  v  dx  -h  u  dy 

est  la  differentielle  totale  d'une  certaine  fonction  ty(x,y,t) 
definie  a  une  fonction  additive  de  t  pres.  On  peut  done  poser 

dty  d<b 
(i)  u  =  ~ ,         v=  -  -p  • 

dy  dx 


On  appelle  cette  fonction  la  fonction  de  courant  (current  func- 
tion) parce  qu'elle  donne  les  lignes  de  courant  :  en  effet,  a  l'ins- 
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tant  /,  les  lignes  de  courant  ont  pour  equation  differentielle, 
dans  le  plan  xOy, 

—  v  dx  ■+-  u  dy  —  o, 
dty  =  o.        <J>  =  const. 

782.  Conditions  aux  parois.  —  L'introduction  de  cette  fonc- 
lion  <J>,  dans  les  mouvements  des  liquides  a  deux  dimensions,  sim- 
plitie  l'expression  de  certaines  conditions  aux  limites. 

Supposons  d'abord  que  le  liquide  soit  assujetti  a  rester  en  con- 
tact avec  une  surface  cjlindrique  fixe  ayant  ses  generatrices  per- 
pendiculaires  au  plan  xOy  et  ajant  pour  trace  sur  ce  plan  une 
courbe  donnee ;  a  chaque  instant  t,  la  vitesse  d'un  element  en 
contact  avec  cette  courbe  doit  lui  etre  tangente ;  cette  courbe  est 
done  une  ligne  de  courant  et  la  fonction  b  doit  Stre,  a  chaque 
instant,  constante  le  long  de  la  courbe. 

Supposons  ensuite  que  la  paroi  soit  une  surface  cjlindrique 
rigide  perpendiculaire  au  plan  des  xy,  ayant  un  mouvement  donne. 
La  section  de  cette  surface  par  ie  plan  des  xy  sera  une  courbe  G 
de  forme  invariable  anim£c  d'un  mouvement  connu.  Soient  M(  un 
point  pris  sur  la  courbe  et  invariablement  lie  a  la  courbe,  x,  y  les 
coordonnees  de  ce  point  a  l'instant  W,  la  vitesse  de  ce  point 
dans  le  mouvement  de  la  courbe  et  vK  les  projections  de  cette 
vitesse;  on  aura 

U\  =  —  w  (y  —  b),       iflz=r,)(x — a), 

a  et  b  etant  les  coordonnees  du  centre  instanlane  de  rotation  de 
la  courbe  C,  et  w  la  vitesse  angulaire  instantanee  de  cette  courbe  : 
ces  quantites  sont  des  fonctions  connues  de  t.  D'autre  part,  soit  M 
un  element  liquide  en  contact  avec  la  paroi  enM, ;  cet  element  a 
aussi  pour  coordonnees  x  et  jk,  i»ais  sa  vitesse  W  («,  v)  est  diffe- 
rente  de  W, .  La  condition  a  la  paroi  est  que  la  vitesse  relative  Wr 
de  l'element  liquide  par  rapport  a  la  paroi  soit  tangente  a  la  paroi; 
mais  cette  vitesse  relative  est  la  difference  geometrique  de  la 
vitesse  absolue  W  et  de  la  vitesse  d'entrainement  W,, 

(W,)  =  (W)~(W,), 
et  ses  projections  sur  les  axes  sont 


U  —  U\,     v  —  f  i, 
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c'est-a-dire 

Exprimons  que  ce  vecteur  Wr  est  tangent  a  la  paroi  a  l'instant  / ; 
en  appelant  dx,  dy  les  projections  d'un  dement  d'arc  de  la 
courbe  C,  on  devra  avoir,  tout  le  long  de  C. 

a  —  ut      v  —  P| 


dx  dy 
ou,  en  chassantles  denominateurs, 

-~  dx      -Z-  dy  —  —  ta[(x — a)dx+-  (y  —  b)  dy],, 
ox  ay 

ce  qui  doune,  en  integrant, 

(2)  =  —  —  a)^     (y  —  by]~h  const. 

tout  le  long  de  C,  la  constanle  pouvant  dependre  du  temps.  Si  le 
mouvement  de  C  est  une  simple  rotation  autour  d'un  point  fixe, 
on  peut  prendre  ce  point  pour  origine  ;  alors  a  et  b  sont  mils. 


I.  —  MOUVEMENT  IRROTATIONNEL  D'UN  LIQUIDE. 

783.  Equations  generates;  fonctions  conjuguees.  —  Si  le  mou- 
vement d'un  liquide  est  irrotationnel  et  parallele  a  un  plan 
fixe^Oj',  les  composantes  w,  v  de  la  vitesse  a  l'instant  t  d£rivent 
d'un  potentiel  <p  {x,y3  t)  : 

(3)  «  =  „=£ 

dx  dy 

L'equation  de  continuity  devient  actuellement 

(4)  T-T  =  O; 

dx1  Oy* 

cette  equation  montre  que  (p  est  un  potentiel  logarithmique 
(n°  605).  Les  surfaces  equipotentielles  ©  =  const,  sont  des 
cylindres  perpendiculaires  au  plan  des  xy\  leurs  traces  sur  ce  plan 
sont  les  lignes  equipotentielles. 
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Si  Les  forces  appliquees  derivent  d'une  fonction  de  forces 
U(JF,/)>  la  pression  p  e'st  donn^e  par  la  premiere  des  Equa- 
tions (48)  du  n°  738,  dans  laquelle  cp  est  indepcndante  de  z  : 


o. 


Fonction  de  courant.  —  Dans  le  cas  actuel,  la  fonction  de 
courant  defmie  au  n°  781  est  li6e  au  potentiel  des  vitesses  cp  par 
les  deux  relations 

dx~~  dy*        dy  "  5a?' 
qui  donnent,  par  l'elimination  de  cp,  la  relation 

Comme  la  vitesse  en  chaque  point  est  tangente  a  une  ligne  de 
courant  et  normale  a  une  ligne  equipotentielle,  ces  deux  sortes  de 
lignes  <i»  =  const,  et  v  =  const,  se  coupent  a  angle  droit. 

Introduction  des  fonctions  a"  une  variable  complexe.  —  Les 
deux  relations  (6)  entre  cp  et  montrent  que,  en  designant  par  i 
Tunite  complexe  ^ —  i ,  la  quantite 


est  une  fonction  de  la  variable  complexe  x-\-yi:  et,  rEciproque- 
ment,  si  Ton  prend  une  fonction  d'une  variable  complexe 
f(x-\-yi)  pouvant  contenir  le  temps  f,  et  si  on  la  met  sous  la 
forme  qp-h/-},  cp  et  etant  reels,  on  a  deux  fonctions  de  x  et  y 
verifiant  les  relations  (6).  Ces  propositions  elementaires  sont  bien 
connues;  elles  servent  de  base  a  la  theorie  des  fonctions  d'une 
variable  complexe  (Riemann,  QEuvres  completes,  traduction 
francaise  de  Laugel  :  Theorie  des  fonctions  abeliennes.  p.  89; 
Briot  et  Bououet,  Theorie  des  fonctions  elliptiques ;  Picard, 
Traile  d' Analyse,  etc.). 

A  chaque  mouvement  plan  irrotationnel  d'unliquide  correspond 
ainsi  une  certaine  fonction  de  la  variable  complexe  x  -\-yi  et  du 
temps  t  \  et,  reciproquement,  si  Ton  prend  une  fonction  de  x  -f- yi 
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et  de  on  en  deduit  les  deux  fonctions  conjugu^es  o  et  <J>  pouvant 
e*tre  prises,  avec  un  choix  convenable  de  conditions  aux  limites  et 
de  conditions  initiates,  pour  le  potentiel  des  vitesses  et  la  fonction 
de  courant  d'un  certain  mouvement  irrotationnel  d'un  liquide 
parallele  a  un  plan.  Si  le  mouvement  est  permanent,  la  fonction 
de  x  -\-yi  ne  contient  pas  t. 
L'identite 

?  -+-  ity  =f(x+yf) 
devient,  apres  multiplication  par  i, 

—  <J>  h-  jf  =  if(x  -\-vi)\ 

a  la  fonction  if(x  -hyi)  correspondrait  done  un  deuxieme  mou- 
vement ayant  pour  potentiel  des  vitesses  —  et  pour  fonction  de 
courant  cp.  C'est  ce  qui  resulte  aussi  des  relations  (6),  qui  con- 
servent  la  meme  forme  quand  on  fait  —    =  o,  et  <p  =  tyt. 

784.  Mouvements  ondulatoires  d'un  liquide  pesant.  —  Imagi- 
nons  un  liquide  pesant  en  equilibre  :  supposons  qu'a  un  certain 
instant  on  ecarte  le  liquide  tres  peu  de  sa  position  d'equilibre,  en 
produisant  des  denivellations  de  la  surface,  puis  qu'on  imprime 
aux  divers  elements  des  vitesses  tres  petites.  11  se  produit  alors  un 
mouvement  ondulatoire  que  nous  nous  proposons  d'etudicr  dans 
les  cas  les  plus  simples.  Lorsque  le  liquide  a  une  profondeur 
ind^finie,  le  probleme  a  ete  r^solu  par  Cauchy  dans  le  Memoire 
deja  cite,  Theoriede  la  propagation  des  ondes  a  La  surface  d'un 
fluide  pesant  d une  profondeur  indefinie  (Prix  de  l'Academie 
royale  des  Sciences  de  1 8i 5  et  de  1816). 

Nous  supposerons  ici  que  le  mouvement  se  fait  parallelement  a 
un  plan  fixe  et  qu'il  est  irrotationnel;  nous  donnerons  d'abord 
quelques  indications  sur  la  Cinematique  du  phenomene,  en  por- 
tant  notre  attention  sur  la  surface  libre. 

785.  Cinematique  du  mouvement,  par  ondes  par  alleles,  de  la 
surface  d'un  liquide  pesant.  —  lmaginons  un  liquide  pesant  dont 

les  elements  se  meuvent  parallelement  a  un  plan  vertical  fixe  : 
nous  prendrons,  dans  ce  plan,  l'origine  O  au  niveau  que  presen- 
terait  le  liquide  s'il  etait  immobile,  l'axe  Ox  horizontal  etl'axe  Oy 
vertical  ascendant. 
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Onde  progressive  simple.  —  On  dit  qu'une  orxde  progressive 
simple  se  propage  a  la  surface,  quand  l'equationde  la  surface  libre, 
a  un  instant  quelconque  £,  est  de  la  forme 


(8) 


Y  ==  a  cos  (nix  —  s  t  -+-  a  ), 


a,  m,  s,  a  designant  des  constantes.  Le  liquide  lui-meme  est  alors 
anime  d'un  mouvement  ondulaloire  simple. 

A  l'instant  t,  la  surface  libre  est  un  cylindre  ondule  {Jig.  343) 

Fig.  343. 


dont  la  base  sur  le  plan  yOx  est  la  courbe  sinusoidale  (8);  les 
maxima  de  l'ordonnee  de  cette  courbe,  tous  egaux  a  a,  ont  lieu 
aux  abscisses 

st  —  or  s t  —  x     9.  kit 

(9)  x0  =  — — >        xk=—-  1  — » 

m  mm 

k  etant  un  entier  qui  prend  toutes  les  valeurs  de  — 00  a  -+-  00: 
un  minimum  —  a  de  Tordonnee  a  lieu  a  egale  distance  de  deux 
maxima 'consecutifs ;  la  longueur  a  est  V amplitude  de  Fonde. 

La  distance  constante  AB  de  deux  maxima  consecutifs,  c'est- 
a-dire  des  cretes  de  deux  vagues  consecutives,  est  la  longueur  I 
de  l'ondulation 

'=~ 

Si  maintenant  nous  portons  notre  attention  sur  les  maxima  A, 
B,  . .  . ,  c'est-a-dire  sur  les  cretes  des  vagues,  ces  points  geome- 
triques,  ayantdes  ordonnees  constantes  ct  egales  art,  se  deplacent, 
qiuind  t  varie,  sur  une  parallele  a  Ox,  avec  une  vitesse  V  qui  est 
la  m£me  pour  tous,  car  la  distance  de  deux  maxima  consecutifs  est 
constante;  la  valeur  de  cette  vitesse  est,  en  designant  par  ocQ 
l'abscisse  du  point  A, 

'  at  rn 
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d'apres  la  valeur  (9)  de  xn.  Cette  vitesse  V  est  la  vitesse  de  pro- 
pagation de  1'onde  :  il  va  de  soi  que  cette  vilesse  est  absolument 
differente  des  vitesses  que  possedent  aux  divers  instants  les  ele- 
ments materiels  du  fluide,  vitesses  que  nous  dSterminerons 
approximativement  plus  loin. 

D'apres  cela,  la  surface  libre  est,  au  point  de  vue  geometrique, 
un  cylindre  ondule  de  forme  invariable  qui  glisse  parallelement 
a  Ox  avec  une  vitesse  V  :  a  Tinstant  t,  le  cyJindre  occupe  une  cer- 
taine  position  {fig-  343),  puis  il  se  deplace  avec  la  vitesse  V  et, 
au  boutdu  temps 

<•»>  T=*  =  " 

il  a  glisse  d'une  longueur  /  6gale  a  la  distance  AB  de  deux  vagues 
consdcutives  :  il  off  re  alors  le  me*  me  aspect  qu'd  V  instant  t,  car 
chaque  vague  a  remplace*  la  pr^cedente.  Le  temps  T  ainsi  defmi 
est  la  periode  de  I'ondulation. 

Avec  ces  notations,  onpeut  ecrire  liquation  de  la  surface  libre 
sous  Tune  des  formes 

y  —  a  cos  —  V/)  -h  a  j, 

ou  l'homog6n6ite'  est  en  Evidence. 

Ondes  progressives  simples  superposees.  —  Quand  la  surface 
libre  a  une  equation  de  la  forme 

y  —  a  1  cos  (mi  x  —  &\  t  -+-  3t| )     atcos(mtx  —  stt  4-  a2 )-+-.. . 

-h  an  cos {m,ix—snt  -h  a„), 

on  dit  que  n  ondes  progressives  simples  se  propagent  simultane- 
ment  a  la  surface  du  liquide  :  chacune  de  ces  ondes  possede  son 
amplitude,  sa  longueur,  sa  vitesse  de  propagation  et  sa  periode. 

Ondes  stationnaires.  Clapotis.  —  Supposons,  pour  prendre  un 
exemple  particulier,  que  deux  ondes  progressives  simples  de  meme 
amplitude  et  de  meme  longueur  se  propagent  en  meme  temps  a  la 
surface  d'un  liquide  avec  des  vitesses  egales  et  opposees,  et  cher- 
chons  la  forme  de  la  surface  libre  a  l'instant  t.  Cette  surface  aura 
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pour  equation 


y  —  a  cos 


en  remplacant  la  somme  des  deux  cosinus  par  un  produit  de 
cosinus,  on  a 

(i3)  y  —  la  cos  /  -j-  t  —  \  cos  l-x-+-      —  J  » 

A  Tinstant  la  surface  est  encore  un  cylindre  ondule  dont  la 
base  est  une  courbe  sinusoldale,  mais  la  forme  de  cette  courbe 
change  avec  t.  Les  valeurs  de  x  qui  rendentj^  maximum  ou  mini- 
mum sont  indeperidantes  de  t  : 

x0  =  —  I  £—< — ,       xic=  —  I  h  kl: 

par  contre,  la  valeur  d'un  maximum  ou  d'un  minimum  determine 

varie  avec  t  et  oscille  entre  —  ia  et  4-2#-  La  crSte  d'une  vague 
ne  fait  done  que  monter  et  descendre  sur  la  m£me  verticale  d'un 
mouvement  oscillatoire  :  quand  son  ordonnge  est  nulle,  la  surface 
libre  redevient  momentan£ment  plane;  apres  cet  instant,  la  vague 
fait  place  a  un  creux  qui  va  en  s'accusant  jusqu'au  moment  ou  le 
fond  du  creux  a  atteint  l'ordonnee  —  ia\  puis  le  fond  du  creux 
remonte,  etc.  Des  ondes  de  celte  nature  s'appellent  ondes  sta- 
lionnaires.  EUes  donnent  naissance  au  phSnomene  du  clapotis 
(voir  n°  788). 

786.  Dynamique  du  mouvement  irrotationnel  par  ondes  paral- 
leles  a-  la  surface  d'un  liquid e  pesant.  —  Soit  un  liquide  pesant  en 
equilibre  dans  un  canal  indefini,  de  profondeur  constante,  limite 
late  rale  ment  par  deux  parois  planes  verticales  et  paralleles  entre 
elles.  Prenons  le  plan  xOy  parallele  aux  parois,  l'axe  Ox  6tant 
horizontal  et  situe"  sur  la  surface  libre,  l'axe  Oy  6tant  vertical  ascen- 
dant. Ecartons  le  liquide  tres  peu  de  sa  position  d'equilibre,  de 
telle  fac.on  que  chaque  element  sc  deplace  parailelement  au  plan 
des  xy  et  que  tous  les  elements  situ6s  sur  une  mSme  perpendicu- 
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laire  a  ce  plan  subissent  le  meme  deplacement  initial ;  imprimons, 
en  outre,  a  chaque  element  une  vitesse  initiate  tres  petite  paral- 
lele  au  plan  des  xy,  de  telle  facon  que  tous  les  elements  situes  sur 
une  meme  perpendiculaire  a  ce  plan  aient  une  meme  vitesse.  Le 
liquide  prendra  alors  un  mouvement  ondulatoire  parallele  au  plan 
des  xy. 

Nous  supposons  ici  que  ce  mouvement  est  irrotationnel :  pour 
cela,  il  faut  et  il  suffit,  d'apres  le  theoreme  de  Lagrange  (n°  730) 
que  les  vitesses  initiales  (u0l  *>o>  ^o)  derivent  d'un  potentiel  o0 ; 
dans  les  hypotheses  actuelles  w0  est  nul,  et  le  potentiel  o0  depend 
uniquement  des  coordonnees  initiales  x  et  y  et  non  de  z.  On 
pnurraitj  par  exemple,  realiser  ces  conditions  en  immergeant 
legerement  dans  le  liquide  des  cylindres  solides  perpendiculaires 
au  plan  des  xy,  laissant  le  liquide  revenir  au  repos,  puis  retirant 
brusquement,  au  meme  instant,  tous  les  cylindres ;  dans  cette 
hypothese,  les  vitesses  initiales  seraient  nulles,  et  la  fonction  <p0 
serait  nulle. 

A  un  instant  quelconque  /,  les  vitesses  i/,  v  d'un  element  fiuide 
de  coordonnees  x,  y  deriveront  d'un  potentiel  y>(x,y,t).  Ce 
potentiel  devra  remplir  les  conditions  suivantes  : 

i°  Condition  indefinie.  —  Le  potentiel  <p  doit  verifier,  a  chaque 
instant     dans  tonte  la  masse  liquide,  l'equation  de  Laplace 

(  14)   -(   =  O. 

2°  Conditions  aux  limiles.  —  Le  liquide  est  borne  par  les 
parois  laterales  du  canal,  par  le  fond,  situe  a  la  profondeur 
y  =  —  h,  et  par  la  surface  libre.  Tout  d'abord,  le  long  des  parois 
laterales,  les  vitesses  doivent  £tre  tangentcs  a  ces  parois,  ce  qui  a 
lieu  puisque  le  mouvement  se  fait  parallelement  au  plan  xOy. 
Puis,  sur  lefond,  la  vitesse  doit  etre  tangente  au  fond;  la  compo- 
sition v  doit  done  etre  nulle,  et  Ton  doit  avoir 

dtp 

(»5)  —  =  o,       pour  y  =  —  h. 


Enfin,  la  surface  libre  doit  etre,  a  chaque  instant,  une  surface 
d'egale  pression,  car  sur  cette  surface  s'exerce  la  pression  almo- 
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spherique  pa.  On  a  (n°  783),  pour  determiner  la  pression  la 
formule  (5)  ou  la  fonction  des  forces  U  est  —  gy  : 

p  ?---:[(SHg)l-S-:* 

Designons,  pour  simplifier,  par  p  l'exces  de  la  pression  rSelle  p 
en  un  point  sur  la  pression  atmospherique  pa  : 

P  =Pi  —  Pa; 

on  aura,  en  reinplacant  la  fonction  cp  par  lanouvelle  fonction 

P 

qui  peut  egalement  servir  de  fonction  des  vitesses, 

La  surface  libre  a  alors  pour  equation 
(18)  p=pl—Pa  =  o. 

Comme  cette  surface  est  une  surface  limite  mobile,  les  vitesses 
doivent  y  verifier  la  condition  du  n°  727,  ou  Ton  remplace  u,  vy 


do  dy 

dp  do       dp  do  dp 


w  par  — ,  o 
r     dx  dy 


(  iq) 

v  y/  dx  ax      dy  dy  dt 

3°  Conditions  initiates.  —  A  l'instant  t  —  o,  la  surface  libre 
a  une  forme  arbitrairement  donnee,  et  le  potentiel  cp  des  vitesses 
se  reduit  a  une  fonction  donnee  <p0  y)- 

Tel  est  l'enonce  general  du  probleme.  On  ne  peut  le  resoudre 
qu'approximativement,  en  supposant  les  vitesses  assez  petites 
pour  qu'on  puisse  negliger  leurs  carres  et  lears  produits. 

C'est  cette  solution  approchee  que  nous  allons  exposer.  Nous 
nous  contenterons  d'abord  de  trouver  unc  fonction  simple 
<f  (x^y->  0  verifiant  les  conditions  indefinies  et  les  conditions  aux 
limites  :  une  telle  fonction  donnera  unc  solution  du  probleme,  si 
Ton  imagine  qiu,  les  conditions  initiales  sont  precisemcnt  celles 
qu'on  oblicnt  en  faisant  dans  cette  fonction  t  =  o.  La  solution 
A.  —  III  5i 


482  EQUIMBRE  KT  MOUVEMKNT  DBS  MILIEUX  GONHNUB. 

g£ne>ale  sera  composed  de  la  somme  d'une  infinite  de  solutions 
simples. 


787.  Equations  approchees.  —  Supposons  les  vitesses  assez 
petites  pour  qu'on  puisse  negliger  leurs  carres  et  leurs  produits. 

c'esl-a-dire  les  carres  et  les  produits  de  ~  el  0  et  des  derivees  de 

ces  quantites  par  rapport  a  A.  L'expression  (17)  de  Texces  de  la 
pression  sur  la  pression  atmospherique  devient 

(20)  £  = 

et  la  condition  (19)  a  la  surface  libre  devient,  en  remplacant p  par 
cette  valeur, 

dt  dx  dx^\  dt  dy     6)  dy       d7*  =  ° 
on,  en  negligeant  le  premier  et  le  deuxieme  terme, 

Solution  simple  dormant  une  on  de  progressive  simple.  —  En 
cherchant  a  satisfaire  a  l'equation  de  Laplace  (i4)  par  le  produit 
d'une  fonction  de  y  par  une  fonclion  de  x,  on  voit  qu'on  peut 
satisfaire  a  la  condition  indefinie  et  aux  conditions  aux  limites  par 
une  fonction  cp  de  la  forme 

(21)  0  =  ■b(em<y+*>-i-e— sin  (mr  —  57-*-  at), 

A,  a,  /w,  i  £tant  des  constantes  parmi  lesquelles  les  trois  pre- 
mieres sont  arbitraires.  On  devra  supposer  la  constante  A  tres 
petite,  de  l'ordre  de  u  et     puisque  u  et  v  sont  egaux  respective- 

ment  a  ~  et  ^« 
dx  dy 

Tout  d'abord  l'equation  de  Laplace  (14)  est  satisfaite,  quelles 
que  soient  les  constantes;  ensuire  la  condition  au  fond  (i5),  que 

0  s'ahnule  pour    =  —  /*,  est  egalement  satisfaite. 

Restent  les  conditions  a  la  surface  libre  :  l'equation  de  cette 
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surface p=o  est,  d'apres  (20), 


c'est-a-dire 


As 

y  =  —  («»»'r+A>H-  e-"»</+/»))cos(ma?  —  5/-+-  a). 

© 

L'ordonnee  y  d'un  point  de  cette  surface  est  trds  petite  :  elle 
est,  d'apres  l'equation  ci-dessus,  de  l'ordre  de  grandeur  de  A;  des 
lors,  en  developpant  em?  et  e~m?  en  series  et  n£gligeant  les  termes 
en  Ay,  Ay'2 ,  . . .,  on  voit  qu'on  peut  remplacer  ces  exponentielles 
par  1  et  £crire  pour  l'equation  de  la  surface  litre 

A* 

(23)  y  =  — -  (e**h  -+-  er  mh)  cos{mx  —  st  -+-  a). 

8 

Le  mouvement  est  done  bien  un  mouvement  ondulatoire  simple  : 
les  constantes  m  et  s  sont  li£es  par  une  relation,  que  nous  allons 
obtenir  en  exprimant  la  derniere  condition  (21)  relative  a  la  sur- 
face libre 

do  d2© 
8  dy  dt 

D'apres  la  valeur  (22)  de  cp,  cette  condition  devient,  apres  sup- 
pression du  facteur  sin(mx  —  st  -h  a), 

gm{em(y+h)  —  e~mHy-*-M) —  s2  (em(y+h)  -+-  e-m{y+h))  =  o, 

sur  la  surface  libre.  Gomme,  sur  cette  surface,  y  est  tres  petit, 
nous  pourrons  remplacer  approximativement  y  par  o  et  nous 
aurons,  pour  determiner  s  en  fonction  de  m,  l'equation 

Qinli   g—m/t 

<2<*)  si  =  Z'n  e,nn+e-,nn' 

Avec  cette  valeur  de  la  constante  s,  la  fonction  cp  donnee  par  (22) 
remplit  toutes  les  conditions  aux  limites.  Elle  donne  done  une 
solution  du  probleme,  avec  des  conditions  initiates  obtenues  en 
faisanl  dans  les  equations  precedentes  t  —  o. 

La  relation  (24)  donne  la  vitesse  de  propagation  de  l'onde  pro- 
gressive simple  V  en  fonction  de  la  longueur  d'onde  I  :  en  eflet, 
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d'apres  les  equations  ( 10)  et  (i  i),  on  a 

m  =.  -j- '        s  =  mv  =  — ^ — » 
la  relation  (24)  s'ecrit  done 

La  pe>iode  T  de  1'ondulation  est  ensuite  donnee  par  la  for- 
mule  (12)' 

t  —  1  —  — 
V  ~   s  ' 

Si  la  profondeur  h  du  canal  est  tres  grande  par  rapport  a  la 
longueur  /  de  l'onde,  le  rapport  des  exponentielles  est  voisin  de  1 

et  Ton  a 


in  y  g 


Si,  au  contraire,  l'onde  est  tres  longue  par  rapport  a  la  pro-* 
fondeur,  ^  est  petit  et  Ton  peut  remplacer  approximativement  le 

zr/i  inn 

numerateur  e  1  —  e  1  par  le  premier  terme  de  son  d^veloppe- 
ment  en  serie       et  le  denominateur  par  2 ;  on  a  alors 


Remarque  sur  V  equation  de  la  surface  lib  re.  —  On  pourrait 
obtenir  egalement  l'equation  approchee  de  la  surface  libre  par  la 
methode  suivante.  Soit 

(*6)  y 

l'equation  de  cette  surface.  Gomme  elle  est  une  surface  limite,  on 
doit  avoir  sur  cette  surface  (n°  727) 

(^7)  -+-/;; 

mais /^etant  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  a  la  courbe  (26) 
est  tres  petit,  car  la  surface  libre  diflfere  peu  d'un  plan  hori- 
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zontal;  on  a  done,  en  n6gligeant  le  produit  uf'x  et  remarquant 

dy 
dt 


dy 

<lue/<  =  57' 


D'apres  la  valeur(22)  du  potentiel  des  vitesses,  on  a  ainsi 
^  =  km(e'n(x+'']—  c-m(^»)sin(/war  — 5/-t-a) 

sur  la  surface  libre,  e'est-a-dire  pour  y  tres  petit.  D'ou  approxi- 
mativement,  en  faisant^-  =  o,' 

dy 

-f-  =  A  m  ( emh  —  e—mh )  sin  ( m  x  —  st  -+-  a), 
dt  v  '       v  ' 

et  en  integrant  on  a,  pour  equation  de  cetle  surface, 
(28)  y  —        (emh—  e-'"'1)  cos{mx  —  st  ■+■  a). 

Si  l'on  compare  cette  equation  a  celle  que  nous  avons  trouv^e 
par  une  methode  directe  (eq.  23),  on  voit  que  ces  deux  equations 
sont  identiques  en  vertu  de  la  relation  (24)  qui'lie  5,  m  et  h. 

Oscillations  des  molecules.  —  Soient  a  et  b  les  coordonnees 
d'une  molecule  dans  Telat  d'equilibre,  x  et  y  ses  coordonnees  a 
l'instant     et  x{,  yK  les  projections  de  son  deplacement;  on  a 

X  =  a      x{,       y  —  b-\-y  x, 
dx\  _  do  dy\  d(f 

at  ax  dt  dy 

D'apres  la  valeur  (22)  de  <p ,  on  a  done 

=  A/n[eM'/+*l+  <j-»»i.v+A>]  cos(m:r  —  st  +  a), 

dv\ 

=  Am[e""r+Al-  g-m«r+*)]  sin  ( mx  —  st  -4-  a) ; 


conime  xs  et  yK  sont  tres  petits,  x  et  y  different  ires  peu  de  a 
et  b.  Nous  pourrons  done,  dans  les  seconds  membres,  rem- 
placer  x  cXy  par  a  et  b  ;  l'int^gralion  devient  alors  immediate'et 
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donne,  a  des  consumes  additives  pres, 


^i[€m(£+J>)_  e-m(6+A)j  Co$(ma  —  #*-+•«). 

Dans  ces  equations,  la  seule  variable  du  second  membre 
est  t  :  la  molecule  decrit  done  une  petite  ellipse  dans  le  temps 

T  =  y  "  Pour  le  fond  b  =  -  /i,  cette  ellipse  est-infiniment  aplatie, 

ear^i  =  o. 

Si  la  profondeur  est  infinie,  It  =  oo,  ces  ellipses  se  reduisent  a 
des  cercles  (Basset,  Elementary  Treatise,  p.  90). 

Fonction  de  courant.  —  La  fonction  de  courant  <j>  se  deduit 
du  potentiel  cp  par  les  formules  du  n°  783  : 

dty  ity         d<\>  _  <*cp 

dx  ~      dyy        dy  dx 

On  a  done,  dans  le  mouvement  actuel,  d'apres  l'expression  (22) 
de  cp  : 

^  —  A  [e'n(y+h  —  e—ni co$(mx  —si -h  a). 

788.  Cas  general.  Example  duclapotis.  —  Puisque,  danslepro- 
bleme  approche,  toutes  les  conditions  sont  lineaires,  si  Ton  a 
n  solutions  cp,,  cp2,  . . . ,  vH  verifiant  les  conditions  indefinies  etaux 
limites,  on  en  obtient  une  nouvelle  en  les  ajoutant  et  en  prenant 

cp  =  <p,  -4-  cp,-H  .  .  cp,,. 

Les  coefficients  A,  m  et  a  etant  arbitraires  dans  la  fonction  cp 
donnee  par  la  formule  (22),  on  aura  une  infinite  de  solutions  en 
donnant  a  ces  constantes  telles  valeurs  que  I'on  voudra  et,  en  les 
ajoutant,  on  aura  une  solution  dependant  d'une  infinite  de  con- 
stantes. On  pourra  ensuite  disposer  de  ces  constantes  de  facon  a 
satisfaire  a  des  conditions  initiales  donnees.  II  faut  remarquer  qu'a 
chaque  valeur  de  m  correspondent  deux  solutions,  car,  m  etant 
donne,  la  formule  (24)  determine  pour  s  deux  valeurs  egales  et 
de  signes  contraires. 

La  place  nous  manque  pour  indiquer  des  applications  de  cette 
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methode,  dont  on  trouvera  le  de>eloppement  dans  le  Memoire  de 
Cauchy  pour  le  cas  d'une  profondeur  indefinie.  Nous  nous  bor- 
nerons  a  un  exemple. 

Clapotis,  —  L'appiication  la  plus  simple  de  cette  methode 
generale  consiste  a  composer  deux  ondes  progressives  simples 
de  m£me  periode,  de  luSme  amplitude,  avec  des  vitesses  de  pro- 
pagation 6gales  et  opposees.  On  obtient  alors  une  onde  station- 
naire  (n°  78o)  appelee  clapotis.  La  periode  T  de  Tondulation  est 
la  meme  que  celle  des  deux  ondes  progressives  composantes.  Par 
exemple,  pour  une  profondeur  indefinie, 

On  trouvera  dans  une  these'  soutenue  devant  la  Faculte  des 
Sciences  de  Paris  en  1897  :  Formation  et  extinction  du  cla- 
potis, par  M.  Nau  (Gauthier-Villars),  un  resume  des  travaux 
publies  sur  cette  question,  avec  des  reproductions  de  photogra- 
phies de  M.  Marey. 

789.  Onde  solitaire.  Indications.  —  L'experience  montre  qu'une  onde 
solitaire,  c'est-a-  lire  une  intumescence  unique,  peut  se  propager  a  la  sur- 
face d'un  iiquide.  On  peut  obtenir  une  onde  de  ce  genre  en  versant  brus- 
quement  du  dehors,  a  1'entree  d'un  canal,  un  certain  volume  d'eau;  il  se 
propage  alors  dans  le  canal  un  gonflement  tout  en  relief  ayant  ses  deux 
moities  d'avant  et  d'arriere  symetriques,  et  se  propageant  comme  lout 
d'une  piece  le  long  du  canal,  avec  la  vitesse  d'un  corps  tombe  dans  le 
vide  d  une  hauteur  moitie  de  la  profondeur  totale  de  I'eau  au-dessous  du 
lommet  de  l'onde.  A  la  meme  ciasse  de  mouvement  appartiennent  egale- 
ment  les  ondes  solitaires  negatives  constitutes  par  un  creux  et  non  par 
un  gonflement  ( 1 ). 

Des  experiences  sur  ce  sujet  ont  ete  faites  par  Scott  Russell  (*),  puis  par 
MM.  Darcy  et  Bazin  (3). 

Un  premier  essai  de  theorie  a  ete  tente  par  Earnshaw  (*)  en  i845,  mais 
n'a  pas  donne  de  resultats  satisfaisants   La  veritable  theorie  du  pheno- 


(')   Boussinesq,   Notice  sur  les   travaux  scientifiques.   Lille,  imprimerie 
Danel,  i885. 
(')  British  Assoc.,  Rep.  on  Waves,  i8^« 

(3)  Rapport  de  Clapeyron  a.  I  Academie  des  "Sciences  (10  aotit  i863). 
(')  Transactions  Cambridge  Philosophical  Society,  vol.  VIII,  p.  3a6. 
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mene  a  et6  decouverte  par  M.  Boussinesq  (•)  en  1871;  unc  iheorie  ana- 
logue a  ensuite  ete  donnec  par  lord  Raryleigh  (2)  en  1876. 

790.  J<  ts  liquides  paralleles  a  unplan.  Indications.  —  Supposons  un 

vase  cylindrique  ayant  ses  generatrices  perpendicuiaires  au  plan  des  xy 
et  ayant  pour  base  sur  ce  plan  une  courbe  indefinie  comme  une  parabole  : 
enlevons  la  portion  de  paroi  du  vase  comprise  entre  deux  generatrices 
de  traces  A  et  B  et  supposons  que,  par  la  fenle  ainsi  constitute,  il  s'echappe 
un  jet  liquide  parallele  au  plan  des  xy%  le  mouvemcnt  dans  le  vase  etant 
parallele  au  meme  plan.  Nous  aurons  ainsi  le  probleme  du  mouvement 
d'un  jet  liquide  parallele  a  un  plan.  Tout  re*cemment  encore,  ce  probleme 
n'avait  ele  resolu  que  dans  un  petit  nombrc  de  cas. 

Helmholtz,  le  premier,  a  determine,  dans  un  cas  particulier,  la  forme 
d'un  jet  fluide  libre,  en  supposant  que  le  fluide  est  incompressible,  qu'au- 
cune  force  exterieure  n'agit  sur  ses  elements,  que  le  mouvement  est  per- 
manent, irrotationnel  et  a  lieu  parallelement  a  un  plan  fixe  {Monatsbe- 
richte  der  Berliner  Academie,  avril  1868).  La  methode  de  Helmholtz  a 
ensuite  ete  generalisee  par  KirchhofT,  qui  a  resolu  le  meme  probleme  dans 
uncertain  nombre  de  cas  (Vvrlesungen  iiber  mathematische  Physik, 
lecons  XXI  et  XXII). 

Ges  methodes  reposent  sur  I'emploi  de  la  representation  conforme. 

Dans  une  these  presentee  en  i8g3  a  la  Faculte  des  Sciences  de  Paris, 
M.  Sautreaux  a  expose  les  recherches  de  Helmholtz  et  de  KirchhofT  el  a,  en 
outre,  traite  le  cas  nouveau  ou  des  forces  exterieures  agissent  sur  le  fluide; 
il  est  revenu  sur  ce  probleme  clans  un  Memoire  publie  en  1896  dans  le 
Journal  de  Mathematiques  de  M.  Jordan.  Depuis  eelte  epoque,  le  pro- 
bleme des  jets  a  ete  resolu  notamment  par  M.  U.  Cisoll\(Rendiconti  del 
Circolo  di  Palermo,  t.  XXV,  1908);  les  procedes  introduits  par  M.  H. 
Villat  permettent  d'ecrire  la  solution  gencrale  pour  un  vase  de  forme 
donnee.  Ce  probleme,  comme  un  grand  nombre  d'autres,  se  rattache  aux 
questions  exposees  plus  loin  (§  796  et  suivants). 


II.  -  MOUVEMENTS  TOURBILLONN AIRES  D'UN  LIQUIDE. 

791.  Proprietes  et  equations  generales.  —  Soit  un  liquide  qui 

se  meut  parallelement  au  plan  fixe  xOy. 

Comme  nous  I'avons  dit  au  commencement  de  ce  Chapitre,  le 
liquide  peut  etre  limite  par  des  parois  fixes  ayant  la  forme  d'un 


(')  Comples  rendus,  t.  LXXII  et  LXXI1I;  Journal  de  Malhematiques  pures 
et  appliquees,  t.  XVII,  1872;  t.  XVIII,  1873. 
( J)  Philosophical  Magazine,  avril  1876. 
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cylindre  droit  perpendiculaire  au  plan  des  xy,  le  cylindre  etani 
ferme  par  deux  bases  planes  paralleles  a  ce  plan.  Le  liquide  peut, 
en  outre,  presenter  des  surfaces  libres  qui  seront  aussi  des  sur- 
faces cylindriques  perpendiculaires  au  plan  des  xy.  Le  mouve- 
ment,  etant  le  meme  dans  chaque  section  droite  du  cylindre 
liquide,  est  evidemment  independant de  la  hauteur  de  ce  cylindre. 
Nous  supposerons  alors  cette  hauteur  infinie  dans  les  deux  sens, 
au-dessus  et  au-dessous  du  plan  des  xy. 

Si,  dans  un  element  dm  du  liquide  situ6  dans  le  plan  xOy  au 
point  x,y,  le  tourbillon  Q  n'est  pas  nul,  il  est  perpendiculaire  au 
plan  xOy  (n°  780)  et  sa  projection  £  sur  un  axe  Oz  normal  au 
plan  du  mouvement  est 

cette  projection  est  positive  ou  negative  suivant  le  sens  danslequel 
se  fait  la  rotation  de  l'element  considere.  Les  lignes  de  tourbillon 
sont  actuellement  des  droites  indefmies  perpendiculaires  au  plan 
des  xy,  et  les  tubes  de  tourbillon  des  cylindres  perpendiculaires  a 
ce  plan. 

Soient  un  tube  de  tourbillon  infiniment  delie,  d<r  la  section 
droite  de  ce  tube,  c'est-a-dire  sa  trace  sur  le  plan  des  xy.  Le  mo- 
ment ou  l'intensite  d'un  tube  de  tourbillon  est,  en  general, 

I  =  aOrfj; 

actuellement,  le  tourbillon  se  re'duit  a  sa  composante  parallele  a 
Oz,  Q  =  ±:  £ ;  nous  prendrons  pour  intensity  du  tube 

(2)  I^2:aa, 

en  eonvenant  de  donner  un  signe  a  V  intensite,  suivant  que  le 
tube  tourbillonne  dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

Quand  t  varie,  ce  tube  se  deplace,  mais  d<r  et  t  restent  con- 
stants. En  cflet,  considerons  le  plan  des  xy  et  un  plan  parallele 
silue  a  la  distance  It  du  plan  des  xy  :  ces  deux  plans  decoupent, 
dans  le  tube  de  tourbillon,  un  element  liquide  de  volume  h  d<r. 
Comme  un  tube  de  tourbillon  rcste  toujours  compose  des  monies 
elements  iluides  et  que  le  lluide  est  suppose  etre  un  liquide  incom- 
pressible, le  volume  h  d?  est  constant;  done  da  est  constant. 
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D'autre  part,  Fintensite  (2)  d'un  tube  de  tourbillon  est  constante 
dans  le  temps ;  done  le  produit  £  est  constant,  et,  comme  d<s  est 
constant,  £  Ccst  aussi, 

Un  tube  de  tourbillon  de  section  droite  finie  etant  la  reunion 
de  tubes  intiniment  delies,  la  section  droite  de  ce  tube  a  une  aire 
constante,  et,  en  chaque  element  de  cette  aire  fluide,  C  est  con- 
stant. 

II  faut  alors,  a  un  instant  t,  se  representer  la  masse  liquide  du 
plan  des  xy  comme  decomposee  en  deux  sortes  d'aires  :  les  unes, 
S,,  S2,  Snj  formant  les  sections  droites  des  tubes  de  tour- 
billon, les  autres  comprenant  les  elements  animes  d'un  mouvement 
irrotationnel ;  les  aires  liquides  S,,  Sa,  Sn  se  deplacent  en 
conservant  une  grandeur  constante  et,  en  chacun  des  elements 
materiels  qui  les  constituent,  £  a  une  valeur,  constante  dans  le 
temps,  pouvant  varier  d'un  element  a  l'autre;  l'ensemble  des  aires 
restantes  est  egalement  constant,  s'il  est  fini,  et,  en  tous  les  points 
de  ces  aires  restantes,  £  est  nul.] 

Expressions  analytiques.  —  En  introduisant  la  fonction  de 
courant  ty(x,y,  /),  on  a,  dans  tout  le  fluide  (n°  783),  pour  les 
composanfces  de  la  vitesse, 

(3)  u  =  —  t       v  —  *>• 


dy  dx 9 


d'ou,  d'apres  (1), 


On  peut  dire  que  la  fonction  verifie  a  chaque  instant  cette 
equation  en  tous  les  points  de  laire  totale  occupee  par  le  liquide 
dans  le  plan  des  xy,  £  etant  different  de  zero  dans  les  aires  S,, 
S2,  . . . ,  S„  et  nul  a  l'exterieurde  ces  aires.  Cette  fonction  £  est  en 
outre  assujettie  a  verifier  les  conditions  initiales  et  les  conditions 
aux  limites.  L'equation  (4)  montre  uneanalogie  remarquable  entre 
la  fonction  »|  et  le  potentiel  logarithmique  (n°  605),  analogie  que 
nous  retrouverons  plus  loin. 


792.  Tubes  inflniment  delies  dans  un  liquide  indefini  dans  le 

plan.rO/.  —  Etudions  en  detail  le  cas  particulier  ou  le  liquide 
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s'eAend  a  l'infini  dans  tous  les  sens  dans  le  plan  xOy,  comme  dans 
ce  qui  precede  nous  l'avons  deja  suppose  indefini  normalement  au 
plan  xOy,  on  voit  que  nous  somraes  en  presence  d'un  liquide 
indefini  anime  d'un  mouvement  parallele  au  plan  xOy. 

Nous  avons  etudie  d'une  maniere  generale  la  theorie  des  tour- 
billons  dans  un  liquide  indefini  (n°  768),  et  nous  avons  determine 
la  part  contributive  de  chaque  element  materiel  en  rotation  dans 
la  vitesse  d'un  element  quelconque  de  la  masse.  On  pourra  appli- 
quer  ces  th6oremes  au  cas  actuel.  D'apres  les  analogies  6lectro- 
djnamiques  que  nous  avons  mises  en  evidence,  chaque  tube  de 
tourbillon  infiniment  delie  est  analogue  a  un  courant  d'intensite  I 
parcourant  ce  tube;  actuellement,  tous  ces  courants  sont  recti- 
lignes,  iudefinis,  perpendiculaires  au  plan  xOy,  et  la  vitesse  d'un 
element  dm  du  fluide  est  identique  a  Taction  resultante  de  tous 
ces  courants  sur  un  pdle  magnetique  place  en  dm. 

La  determination  de  la  vitesse  d'un  element  fluide,  quand  on 
connait  les  positions  et  les  intensites  des  divers  tubes  de  tour- 
billon a  l'instant  consider^,  se  trouve  ainsi  ramen£e  a  un  probleme 
elementaire  de  Physique. 

Nous  allons  traiter  directement  le  probleme,  en  envisageant 
successivement  les  cas  ou  il  y  aurait  un  seul  #ube  de  tourbillon 
infiniment  delie,  ou  un  nombre  quelconque  de  ces  tubes. 

Un  seul  tube  de  tourbillon  in/iniment  delie.  —  Soit  a  l'in- 
stant t  un  seul  tube  de  tourbillon  infiniment  delie,  d'intensit6  1, 
ajant  pour  trace  sur  le  plan  xOy  une  aire  infiniment  petite  da 
situee  en  un  point  A  (fig.  344)-  La  part  contributive  de  chaque 


Fig.  344- 


element  infiniment  petit  de  ce  tube  dans  la  vitesse  .W  d'un  ele- 
ment liquide  place  au  point  P  du  plan  des  xy  est  perpendiculaire 


492  EQUIL1BRB  ET  MOUVEMENT  OE8  MILIEUX  CONTINU8. 

au  plan  de  l'element  du  tube  et  du  point  P  :  la  vitesse  W  elle- 
meme  est  done  aussi  perpendiculaire  au  plan  passant  parle  tube  et 
par  P ;  elle  est  dans  le  plan  des  xy,  perpendiculaire  a  la  droite  AP, 
dans  le  sens  dans  lequel  la  rotation  £  des  elements  du  tube  tend 
a  entrainer  le  point  P  {fig-  344)-  Calculons  directement  la  gran- 
deur W  de  cette  vitesse. 

Par  raison  de  sym^trie,  la  valeur  numerique  de  W  est  la  mSme 
en  tous  les  points  d'une  circonference  C  decrite  de  A  comme 
centre  avec  AP  =  r  comme  rayon.  L'espace  occup6  par  le  fluide 
irrotationnel  indefini  exterieur  au  tube  est  doublement  connexe 
(n°  763),  la  circulation  a  la  meme  valeur  numerique  sur  toutes 
les  lignes  fermees  entourant  une  fois  le  tube  :  cette  valeur  est  pre- 
cisement  l'intensitS  ]  =  2Zd<j  du  tube  (n08  759-760).  Prenons, 
en  particulier,  la  circulation  le  long  de  la  circonference  C;  nous 
aurons 

I  =  /  udx  -+-  v  dy  =  /  W  ds  cos(W,  ds), 

ds  etant  un  element  de  la  circonference  G,  et  l'integration  etant 
faite  le  long  de  la  circonference.  Or,  cos  (W,  ds)  =  i ,  car  W  est 
tangent  a  la  circonference;  en  outre,  W,  ayant  la  meme  valeur 
numerique  le  long  de  la  circonference,  pent  etre  mis  en  facteur, 
et  Ton  a 

J  =  Wy  ds  =  W.airr, 

(5)  W  =  — 

2  tz  r 

On  a  ainsi  la  distribution  des  vitesses  dans  la  partie  irrotation- 
nelle  :  la  vitesse  en  P  est  perpendiculaire  au  rayon  AP  =  r  et 
varie  en  raison  inverse  de  ce  rayon. 

Quant  au  tube  tourbillon  lui-meme,  il  reste  evidemment  immo- 
bile, en  vertu  de  la  symetrie  du  mouvement  autour  du  tube. 

On  deduit  de  lii  les  expressions  analytiques  suivantes  pour  les 
projections  u  et  v  de  la  vitesse  W  de  l'element  liquide  place  au 
point  P  y).  Soient  9  Tangle  de  AP  avec  Ox,  a,  b  les  coordon- 
n£es  du  point  A;  on  a 


x—  a  =  rcos6,      y  —  6  =  rsin6, 
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puis,  comme  W  est  perpendiculaire  a  AP, 

w  =  —  W  sin6,       i>  =  W  cos  9, 

d'ou  enfin,  d'apres  (5), 

I  y  —  b  I  x  -  a 


2tz  (x  —  a)s-f-  (y     b)x  2ir  (x  —  a)1-*-  (y  —  b)* 

Comme  ce  sont  la  les  composantes  de  la  vitesse  dans  la  partie 
irrotationnelle,  il  existe  un  potentiel  cp  des  vitesses  qui  est 

(7)  a>  =  —  arciang^l — -  =  —  6 ; 
W/  T       2U  °x  —  a       21c  ' 

la  fonction  de  courant  est 

(8)  <\>  =   Log  tf(x  —  —      =  —  Log/-, 

'2  It  2  It 

En  designant  par  i  1' unite*  complexe  y/  —  1 ,  nous  avons  vu  que 
o-j-jtj/  est  une  fonction  de  x-\-iy  (n°  793).  Actuellement,  on  a 

=  ^.Log[af-a  +  t(/-6)], 

comme  on  le  v6rifie  immediatement*  Posons,  pour  simplifier, 

(9)  x  -4-  iy  =  z,       a-\-  ib  =  a ; 
nous  aurons 

(10)  o-^i^=  _i^|0g(^  — a). 

2  it  4 

Enfin,  on  peut  remarquer  aussi,  soit  directement  a  l'aide  des 
relations  (6),  soit  en  prenant  les  derivees  partielles  par  rapport 
a  x  des  deux  membres  de  (10),  que  Ton  a 

.  ,  .  1  x  —  a  -4-  i( y —  b)  1 
(,,)  u-  iv  =  —:   =  — 


2 tz i  1  iiti  z  —  a 


Plusieurs  tubes  infiniment  delies.  —  Soient,  a  un  instant  /, 
plusieurs  tubes  rectilignes  indefinis  perpendiculaires  au  plan 
des  xy,  d<jt,  d*2,  .  .  • ,  d<sn  les  traces  de  ces  tubes  sur  ce  plan  en 
des  points  A,,  A2,  .  .  . ,  A„  de  coordonnees  a,,  6t,  a2,  b2l 
an,  bn,  et  I,,  I2,  . . . ,  in  les  valeurs  algebri^jues  des  intensity  des 
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tubes,  d'apres  la  convention  faite  plus  haut  (n*  791).  Un  element 
fluide,  place  en  un  point  P(x,.y)  du  plan  des  xy  en  dehors 
des  tubes,  possede  une  vitesse  W,  qui  est  la  somme  geometrique 
des  vitesses  Wt,  W2,  . . . ,  W;,  que  poss6derait  ce  point  si  chacun 
des  tubes  existait  seul. 

Ces  vitesses  composantes  sont  determinees  par  les  formules 
que  nous  venons  d'elablir.  Joignons  le  point  P  aux  points  A,, 
A2,  . . . ,  A*,  ou  les  tubes  rencontrent  le  plan  des  xy,  et  soient  rf1 
r2l  . . . ,  rn  les  longueurs  des  droites  A,  P,  A2  P,  . . . ,  A„  P,  et  0,, 
62,  . . . ,  9„  les  angles  qu'elles  font  avec  Ox.  La  vitesse  W*  derive 
du  potentiel 

la  fonction  de  courant  correspondante  est 

et  Ton  a 
en  posant 

z  =  x  ~h  iy,       an  =  ibk 

enfin,  les  composantes  Uk  et  Vk  de  cette  vitesse  W*  suivant  ces 
axes  sont  donnees  par  l'equation 

i  h 

UL —  IV  L  —   s  

11Z  I  Z  —  OLk 

D'apres  cela,  la  vitesse  W  du  point  P,  somme  geometrique  des 
vitesses  W1?  W2,   •  • ,  Wfl,  derive  du  potentiel 

k—n 

<12)  <f>  =2^=  ^S1*6*' 

.  k  =  \ 

la  fonction  de  courant  \  est 

k=n 
A  =  l 

OU 

rk  —  >/{x  —  ak)*-ir{y  —  bk)*. 
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Les  projections  tz,  v  de  la  Vitesse  W  communiquee  au  point 
P(j,  y)  par  l'enseinble  des  tubes  fc,  1„  . . . ,  ln  sont  alors  donnees 
par  Tun  ou  l'autre  des  systemes  equivalents 

ID  11  ~  —~  r  P  =  -  -X. 

On  peut  ecrire  aussi 

X  -n 

u  - iv = y\ u*  -  = — .  v  — — , 

A  =  1 

et  remarquer  enfin  que  Ton  a 

Ces  formules  donnent  la  distribution  des  vites,ses  dans  la  partie 
irrotationnelle  a  un  instant  t;  on  en  deduit  immSdiatement  les 
li^iies  de  courant     =  const. 

Mais,  quand  t  varie,  les  tubes  de  tourbillon  se  deplacent  en 
conservant  des  intensites  constantes,  de  sorte  que  les  coordonn6es 
at,  bly  a2,  b2l  ««,  b„  de  leurs  traces  sont  des  fonctions  du 
temps.  Ge  sont  ces  fonctions  qu'il  faudrait  connaitre  pour  avoir 
le  inouvcment  des  tubes.  Nous  allons  donner  les  equations  qui  les 
determinent. 

Mouvement  des  tabes  de  tourbillon  infiniment  delies. —  Pre- 
nons  la  trace  A,  du  tube  d'intensite  I,  sur  ie  plan  des  xyy  et 
soient,  comme  plus  haut,  a,  et  6,  les  coordonnees  de  cette  trace 
variables  avec  Comme  un  tube  de  tourbillon  est  toujours  compose 
des  m£mes  elements  materiels,  la  vitesse  V,  de  l'element  liquide 
place  en  A,  se  confond  avec  la  vitesse  de  la  trace  du  tube  et  a 

pour  projections        et  Cela  pose,  cette  vitesse  Vt  est  la 

resultante  des  vilesses  imprimees  a  l'element  A,,  d'une  part  par  le 
tube  I,  lui-mdme,  etd'autre  part  paries  autres  tubes  L,  I3,  .  .,  I*. 
Mais  nous  avons  vu  (p.  479^  qvie7  si  un  tube  infiniment  delie,  \K 
par  exemple,  existait  seul,  il  restcrait  immobile  :  la  vitesse  com- 
muniquee a  Telement  A,  parle  tube  I,  est  done  nulle,  et  la  vitesse 
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cherch^e  V,  de  cet  6l£ment  est  la  resultante  des  vitesses  qui  lui 
sont  communiques  par  les  autres  tubes  I2,  I3,  !„.  D'apres 
ce  que  nous  venons  de  voir  [formules  (i5)],  les  composantes  w,  v 
de  la  vitesse  que  communiquent  a  un  point  quelconque  P(#,  y) 
les  tubes  T2,  I3,  . . . ,  I„  sont  donnees  par  les  relations 

(.6)  .-it, 

v    '  Oy  dx 

<j>  designant  la  somme 

relative  a  ces  tubes,  c'est-a-dire,*  en  detaillant,  puisque  le  tube  i 
est  laisse  de  c6te, 

(17)  «|/=   (la  Logr2H-  I3  Log  r3 1„  Logr„), 

'1TZ 

ou 

Pour  avoir  en  particulier  les  composantes        et         de  la 

vitesse  Vf,  que  communiquent  ces  tubes  au  point  A,  (a,,  6,),  il 
suffira  de  faire,  dans  les  formules  (16)  et  (17), 

*  —  c*i,      y  =  t>{; 
par  cette  substitution,  la  fonction  ^  definie  par  (17)  devient 

(18)  =  -  _L(faLogr,j-+- I3  Log /•„-+-...  4-  ULogr,*), 
ou 

et  les  formules  (16)  donnent 

rf«t  _  ^1  _  *tyi 

On  obtiendra,  par  un  calcul  analogue,  en  permutant  les  indices, 
les  expressions  des  derivees  de  a2l  b2i  . . . ,  a,n  bn  par  rapport  au 
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temps, 

{  J)  dt  "  dbt'        dt  ~  da* 

=  —  Logr8t-M3  Log  r4, +-  \n  LogrSa), 


On  obtient  ainsi  un  systeme  de  2  n  equations  differentielles  du 
premier  ordre  definissant  a,,  b,,  a2r  b2,  . . . ,  a,n  b„  en  fonction  du 
temps  :  ce  sont  les  equations  du  mouvenient  des  tubes  considers. 

Reduction  des  equations  du  mouvement  des  tubes  a  la  forme 
canonique.  —  On  peut  faire  en  sorle  que  dans  les  seconds  membres 
des  equations  du  mouvement  (19),  (19)%  . . . ,  figurent  les  derivees 
partielles  d'une  mime  fonction.  Pour  cela,  designons  par  r^h  la 
distance  des  points  A^A* 


rhk  =  —  ak)^{bh—  bkf- 

et  posons 

(20)  H  =  -  ~  V  ]h\k  Log/>*, 

hk 

la  somme  etant  etenduea  toules  les  combinaisons  des  points  A/,  AA 
deux  a  deux,  de  telle  f'agon  que,  dans  cette  somme,  figure  une  fois, 
et  une  seule  fois,  la  distance  de  deux  des  points.  En  mettant  en 
evidence  tous  les  termes  qui  contiennent  a,  et  6,,  on  peut  ecrire 

11=  —  ^:(f2 Logrt2-i-  I3  Log/n-H  . l/t  Log/-,,,)  ■+-  K, 

les  termes  compris  dans  K  ne  contenanl  plus  ni  a{  ni  bt  :  on  pent 
ecrire  aussi,  d'apres  la  valeur  (18)  de  <]/,, 

H  =  1, 4/,  -+-  K. 

Done 

da i        1  da i '        db[        1  db{ 


On  aura  dr  meme 
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Les  equations  du  mouvement  (19),  (19)',   ■  ■  peuvent  alors  Stre 

ccrites 


~dt 

dH 

.  dbx 
x~dt  ~ 

I 

~  d6,  ' 

\  .  da. 

Ij  lu 

dH 

=  7b/ 

.  db, 

.  da,t 

'"IF 

dH 

""  obn  ' 

.  dbn 
Xn~aT  ~ 

dH 
da\  ' 
dH 
da  i 


C\ 

ct—  Ub 

da\ 

dH 

lit 

at  v~~ 

dH 
dan  9 

ou  H  designe  la  fonction  (20). 

Ces  equations  sont  d'une  forme  tres  voisine  de  la  forme  cano- 
nique  (Chap.  XXV)  :  pour  les  ramener  exactement  a  la  forme 
canonique,  il  suffirait  de  prendre  comme  variables  les  quantites  - 

Cn  —  \ n bn 

et  d'ecrire 

0ax 

mais  nous  laisserons  aux  Equations  la  forme  (21  ). 

Nous  allons  obtenir  quelques  proprietes  simples  du  mouvement 
en  nous  basant  sur  certaines  proprietes  de  la  fonction  H. 

Proprietes  de  la  fonction  H.  —  La  fonction  H,  dependant 
seulement  des  distances  mutuelles  r^k  des  points  A,,  A*,  ne 
change  pas  de  valeur  quand  on  deplace  1'ensemble  de  ces  points 
comme  une  figure  invariable. 

i°  Tout  d'abord,  imaginons  qu'un  deplace  1'ensemble  de  ces 
points  d  une  quantite  infiniment  petite  parallelement  a  Ox  :  les 
quantites  b<,  b2l  bn  restent  conslantes  et  les  quantites  a,, 
at,  a„  augtnentent  toutes  d'une  meme  quantite  infiniment 
petite  8a.  La  fonction  A  devant  garder  la  meme  valeur,  sa  difle- 
rentielle  totale  correspondante  est  nulle  : 

*H  .        dH  .  dH  9 

- —  oa\  -h  -r—  oa2  -+-....-+■  - —  6a n  =  o, 
da,  da,  dan  1 

ou  encore  comme 

8at  =  oaj  =  . . .  =  oa„  =  oa, 

,     ,  dH       dH  dH 

(xi)  h  f-.  ..-+--—=  o. 

dat      0at  0a„ 
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Cette  identity  est  d'ailleurs  tres  facile  a  verifier  directement. 
De  meme,  en  ecrivant  qu'uu  transport  d'ensemble  parallelement 
a  Oy  n'altere  pas  H,  on  a  l'idenlite 

OH      OH  dll 

(■23)  TT-  ■+■  IT-  -+■••••+-  T7-  =  O. 

0bx      Ob*  0bn 

2°  La  fonction  H  reste  inalteree  quand  on  fait  tourner  le 
systeme  des  points  A*  d'un  angle  infiniment  petit  88  autour  Ae 
l'origine;  or  on  a,  dans  ee  cas,  pour  les  deplacements  infiniment 
petits  des  points  A*, 

Ortyi- =  —  bk  00,       t>bk—  a/c  St 

comme  on  l'a  vu  plusieurs  fois  a  propos  du  theoreme  du  travail 
virtuel.  La  variation  correspondante  de  H 

...      Oil  ;        OH  '  dH  s, 

511  =  - —  aa i  -+-  -rj-  ooj  -h . . .  -+-  —j—  tbn 
0ax  dbi  0bu 

etant  nulle,  on  a  l'identite 

,   dH  OH  .    OH  OH 

v  dct!  Ob,  0a„  0bn 

facile  a  verifier  directement. 

3°  Enlin,  nous  obtiendrons  une  derniere  identite  pour  la  fonc- 
tion H  par  le  theoreme  des  fonctions  homogenes.  Cette  fonction 
est  une  fonction  lineaire  et  homogenedes  quantites  LogrA*.  Si  Ton 
remplace  aA,  bh  et  a*,  bk  par  \ah.\bh,  *a*,  devient  A/\u? 

et  Logr/i*  devient  LogX/*M  =  Log /"m-*- Log  A. 

La  formule 

H  =  -  J-  ^  JA  U  Logr/i* 

donne  done  identiquement 

H(Xa,,  Xa,,  . . .,  Xa„,  \Jbx,  X6,,  . . X6„) 

l.ogX  ^  . 
-■=  H(a,,  a,,  .  ..,  a„,  6,,  b„)  —  £ 


Prenons  les  derivees  partielles  des  deux  membres  par  rapport 
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a  A,  puis  dans  lc  resullat  faisons  a  =  i  ;  nous  aureus 

identile  que  I  on  pourra  verifier  directement. 
Revenons  maintenanl  au  mouveinent  des  tubes. 

Theoreme  1.  Immobilile  du  centre  de  gravite  da  systeme 
de  tubes. 

Considerons  le  centre  G  dc  masses  ficlives  1,,  I2  \„  placees 

respectivement  aux  points  A,,  Aa,  An  qui  formeni  les  traces 
des  tubes  de  tourbillon  surle  plan  des  xy.  Les  coordonnees  .r0,j  „ 
de  ce  point  sont  donnees  par 

(0)  *0£l*=X<t*l*,      jr,2l*=2  6*ifc 

les  sommes  etant  etendues  auv  valeurs  1 ,  2.  ...,/?  de  k.  Comme 
les  quantites  1A  peuvenl  etre  positives  on  negatives,  le  point  (i 
pourrait  exceplionnellement  nc  pas  cxisler  si  Zl*  etait  nul;  nous 
ecartons  ee  eas.  On  a  alors  le  llieoreme  siiivant  : 

Le  point  G  reste  immobile.  Kn  eflel,  d'apres  les  equations  (21J 
du  mouvement,  on  a,  pour  les  projections  de  la  vitesse  du  point  G, 


(7.6)  1 

i  'h'»  V1  ,     v  1  dhk       V  dU 

f  -dfLh==Zhnr  =  'LdTk 


Mais,  d'apres  les  idenlites  (22)  el  (si.'J),  les  sommes  ^  y~~  et 
y  ~i~  sont  nutlet;  dour  r0  el  y{)  sont  constants,  ce  qii'il  (allait 
dcmunl  rer. 

Dans  le  eas  exceptionnel  ou  =  o,  le  point  G  n  cxiste  plus, 
mais  on  aura  toujours  les  deux  equations 

V1  r  (iak  V  1  dbic 


qui  donnent  les  deux  integrates  premieres 

X  lkak  —  const  ,        L  lkhk  —  const. 


CHAP1TRE  XXXVI.  —  MOU VEMENTS  PARALLELES  A  I  N  PLAN  FIXE.  501 

Theoreme  II.  —  La  somme  des  moments  d'inertie  des  masses 
fictives  1 1 ,  Ia ,  I„,  placees  aux  points  A,,  A  ,  A„,  par 
rapport  a  un  axe  fixe  Oz,  parallele  aux  tubes,  est  constanle 

En  elFet,  d'apres  les  equations  du  mouvement  (21),  on  a 

Faisant  la  somme  de  toutes  ces  equations  pour  tous  les  tubes, 
on  a 

Mais  la  somme  du  second  membre  est  nulle,  d  apres  l  iden- 
tite  (24)  etablie  plus  haut.  On  a  done  1' integrate  premiere 

-+-  b\)  ==  const., 
qui  exprime  le  theoreme  enonce. 

Theoreme  111.  —  Dans  le  mouvement  des  tubes,  la  fonctvon  H 
reste  constante. 

En  elVet,  la  function  H  depend  du  temps  par  l  intermediaire  des 
lettres  a,,a2,  an,  bt,  b2,  b„  qui  sont  f'onctions  de  t. 
On  a  done 

dU  _  d\\  da,      <M  dl^  <M_  da*      dU  db„ 

~di  ~  da]  ~dt  +  dbx   dt      ' ' '     da~n   dt  +  dbn  ~dt  ' 

Mais,  en  portani  dans  le  second  membre  les  valeurs  de 

dl 

—~  ,  .  .  .  tiroes  des  equations  du  mouvement  (21),  on  trouve  imme- 

dialement  zero  dans  le  second  membre.  Done  la  derivee  totale 
de  \\  par  rapport  4  t  est  nulle,  et  H  est  constant  : 

H  =  const. 

Theoreme  IV.  La  somme  des  moments  des  quan tiles  de 
mouvement  des  masses  I,,  12,  I„  par  rapport  a  un  axe 
fixe  0  :  parallele  aux  tubes  est  constanle. 
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En  eflet,  d'apres  les  Equations  du  mouvement  (21),  on  a 

2^'#-*»*)--2(*£*-S) 

et,  d'apres  Tidentite  (25),  deduite  du  theoreme  des  fonctions 
homogenes,  cette  derniere  quantity  est  egale  a  la  constante  nume- 
nque 

Le  theoreme  est  done  dcmontre\  II  differe  des  precedents  en  ce 
qu'il  exprime  simpleinent  une  propriety  des  equations  du  mou- 
vement, sans  en  fournir  une  integrate  premiere. 

Resume.  —  En  resume,  nous  avons  trouve  quatre  integrates 
premieres  des  equations  du  mouvement  des  tubes  :  deux  par  le 
theoreme  I,  une  autre  par  cliacun  des  theoremes  II  et  III.  On  peut 
verifier  que  Ton  obtiendrait  la  derniere  (th.  Ill)  en  appliquant  le 
theoreme  des  forces  vives  a  une  tranche  du  liquide  comprise  entre 
deux  plans  fixes  paralleles  au  plan  xOy  (voir  Poinc.are,  Theovie 
des  tourbillons,  p.  78). 

Cas  particulier  de  deux  tubes  injiniment  delies.  —  Dans  le 
cas  de  deux  tubes  seulement,  I,  et  I2,  on  peut  trouver  complete- 
ment  le  mouvement  des  deux  tubes.  Nous  laisserons  au  lecteur  le 
soin  de  traiter  directement  le  probleme,  et  nous  le  resoudrons  en 
appliquant  les  theoremes  generaux  que  nous  venons  de  trouver. 

La  fonction  H  est  ici 

H  =  —  —  Mi  Logr„. 

Nous  avons  vu  que  H  reste  constant  pendant  le  mouvement 
done  la  distance  r12  des  deux  tubes  est  constante. 

Supposons  I|-hI2^o;  alors  le  centre  de  gravite  G  existe.  Cest 
un  point  situe  sur  la  droite  A,A2  de  telle  facon  que  Ton  ait  en 
grandeur  et  en  signe 

GAt  _      GAj  _  A2Aj 


Comme  la  distance  A,A2  des  deux  tubes  est  constante,  les  seg- 
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merits  GA,  et  GA  sont  eux-memcs  constants  ;  comme  le  point  G 
est  fixe,  les  points  A,  el  A2  decrivent  des  cercles  ayant  le  point  G 
comme  centre.  En  outre,  la  somme  des  moments  des  quantites  de 
mouvement  etant  cons  tan  te  par  rapport  a  un  axe  G3  parallele  aux 
tubes,  les  points  A,  et  A2  se  meuvent  sur  leurs  cercles  respectifs 
avec  des  vitesses  ronstantes. 

Les  vitesses  des  deux  points  A,  et  \2  sont  dirigees  dans  le 
me'me  sens  011  dans  des  sens  contraires,  suivant  que  le  centre 
de  gravite  G  est  exterieur  ou  inlerieur  au  segment  A,  A2,  c'est- 
a-dire  suivant  que  li  et  I2  sont  dc  signes  contraires  ou  de  meme 
signe. 

Cas  special  ou  I,  -f- 12=  o.  —  Si  les  deuxtubes  ont  des  intensity* 
egales,  mais  tourbillonnent  cn  sens  contraires,  on  a  1  ( — |— 12  ==  o 
{fig.  345);  lc  point  G  est  alors  rejete  a  l'iniini,  dans  la  direc- 

Fig.  345. 

 bj 

C  A     f^'-yW  0 

.-  /it-*'--... 

tion  A,A2,  et  les  points  A,  et  A2  decrivent,  avec  les  vitesses 
egales,  des  droiles  fixes  A,  B,  et  A2B2  perpendiculaires  a  A,  A2  : 
la  valeur  commune  des  deux  vitesses  est  alors 

I  v  =  -L  ' 

it.  A,A2 

I  desiguant  la  valeur  absolue  <le  l'inlensite  des  deux  tubes. 

Une  particule  P  placec  sur  la  perpendiculaire  CO  au  milieu 
dc  A,  A2  a  une  vitesse  W  resultant  dc  deux  vitesses  W,  et  W2 
provenant  des  tubes  dc  lourbillon  1,  el  12;  ces  deux  vitesses 
sout  respectivement  perpendiculaires  a  PA,  et  PA2  dans  les  sens 
donnes  par  les  rotations  des  lourbillons,  ellcs  sont  egales  au  quo- 
tient de  —  1  par  la  valeur  commune  des  distances  PA,  el  PA2 ;  la 
vitesse  resullante       esl  done  diri};ee  suivant  GO.  En  parliculier. 
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la  vitessr  de  la  particule  placee  an  point  A,  an  milieu  de  A,  A2,  est 

j  l_     j  I_     j_    4 1 

•j.Tz  A.At       2  it  AA2       2it  A,A2' 

elle  est  quadruple  de  la  vilesse  V  des  deux  tubes  du  tourbillon. 

Atmosphere  d'un  tube  de  tourbillon.  -  Ce  dernier  cas 
particulier  fournit  un  exeinple  simple  d'un  fait  general  signale 
par  sir  W.  Thomson  (lord  Kelvin)  dans  les  Proceedings  E.  S. 
Ed.,  1867,  a  savoir  que  chaque  tube-tourbillon  est  accompagne 
d'une  certaine  quantite  de  fluide  sans  rotation  qui  lui  forme  une 
sorte  d'atmosphere.  Ainsi,  dans  le  cas  de  deux  tubes  paralleles  et 
de  rotations  opposees  que  nous  venons  de  traiter,  la  vitesse  de 
translation  des  tourbijlons  est  moindre  que  celle  qu'ils  produisent 
entre  eux  sur  une  certaine  etendue  du  plan  median;  il  existe  un 


Fig.  346. 


cylindre  lieu  des  points  oil  la  vitesse  du  fluide  a  sa  coniposante 
perpendiculaire  au  plan  des  deux  tubes  egale  a  leur  vitesse  de 
translation  commune  V  :  c'est  ce  cylindre  qui  limite  l'atmosphere ; 
il  entoure  les  deux  tubes.  A  I'intcrieur  de  ce  cylindre,  la  conipo- 
sante de  la  vitesse  du  liquide  parallele  a  la  vitesse  de  translation 
des  tourbillons  est  superieure  a  V;  elle  est  moindre  a  l'exterieur. 

Les  courbes  tracees  sur  la  figure  346  sont  des  lignes  de  flux 
par  rapport  aux  tourbillons.  Les  lignes  exterieures  qui  n'ont  pas 
ete  tracees  sont  grossierement  paralleles  a  Taxe  de  symetrie,  dont 
elles  s'ecartent  pour  contourner  l'atmosphere  des  tourbillons 
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mobiles.  Les  equations  de  ces  lignes  sont  tres  faciles  a  deduire  de 
l'analogie  electromagnetique.  Elles  sont  independantes  de  l'inten- 
site  (•). 

793.  Tubes  de  dimensions  flnies.  —  Des  tubes  de  dimensions 
finies  peuvent  etre  regardes  comme  formes  par  la  reunion  d'un 
tres  grand  nombre  de  tubes  infiniment  delies.  Soient,  a  1'instant  ty 
S|,  S2, S/i  les  sections  des  tubes  par  le  plan  des  xy\  divi- 
sons  S,,  S2, S„  en  aires  infiniment  petites  da  de  coordonnees 
a  et  6,  et  appelons  £  la  valeur  du  tourbillon  en  d<r.  L'ensemble 
des  tubes  sera  la  reunion  de  tubes  infiniment  delies  de  base  dv 
et  d  intensites  respectives  I  =  a£  da. 

Prenons  par  exemple  le  cas  d'un  fluide  indefini  dans  tous  les 
sens,  parallelement  an  plan  des  xy;  on  pourra  appliquer  a  l'en- 
semble des  tubes  les  theoremes  precedents.  Par  exemple,  le  centre 
de  gravite  G  du  systeme  de  tubes  est  immobile ;  ce  point  a  des 
coordonnees  x^^y^  donnees  par  les  formules  (G),  qui  deviennent 
actucllement 

x9  J  j*  £  </<r  =  J  J  aid's, 
So  f  f  Kd*  =  f  f  K<*°, 

en  remplacant  chaque  intensity  f*  par  sa  valeur  2^d<r. 

Tube  cylindi  ique  homogene  dans  un  liquide  indefini.  — 
Soit,  par  exemple,  un  seul  tube  ayant  pour  base  un  cercle  S  de 


centre  G  (fig.  347)  ct  ^e  rayon  R  :  supposons qu'en  chaque  point 


(')  Brh.louin,  Recherches  recentes  sur  diverses  questions  d'Hydrodyna- 
mique.  1 89 1 .  p.  18. 
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du  cercle  S  le  tourbillon  ait  une  valeur  constante  le  tour- 
billon  etant  nul  a  Texterieur.  Cherchons  la  distribution  des  vi- 
tesses.  Tout  d'abord,  le  centre  de  gravite  qui  se  confond  avec  le 
centre  G  du  cercle  est  fixe.  Ensuite,  il  est  evident,  par  raison  de 
symetrie,  que  la  vitesse  W  d'un  element  quelconque  P  est  per- 
pendiculaire  a  GP  et  fonction  de  x,y  seulement;  le  mouvement 
est  permanent.  Pour  avoir  W,  prenons  la  circulation  le  long  d'une 
circonference  G  decrite  de  G  comme  centre,  avec  GP  =  r  comme 
rayon;  cette  circulation  est 

D'aulre  part,  d'apresle  th^oreme  de  Stokes,  clleestegale  (n°756) 
a  Tintegrale  double 


(27)  ijjldo 


(Henduc  a  Taire  du  cercle  G.  Deux  cas  sont  a  distinguer  : 

i°  Le  point  P  est  exterieur  au  tube  de  tourbillon  S,  ;  >R; 
alors  Tintegrale  double  (27)  est  etendue  seulement  a  l'aire  du 
cercle  de  base  S,  car,  en  dehors  de  S,  £=0.  Comme  dans  S, 
£  est  constant,  Tintegrale  double  (27)  es! 

et  Ton  a 

(28)  W  =  C^  (r>H). 

20  Le  point  P  est  interieur  au  tube  dc  tourbillon  S,  /  >K; 
alors  Tintegrale  (27)  est  etendue  a  Taire  du  cercle  C  de  rayon  r. 
et  comme  £  est  constant,  clle  a  pour  valeur 

Egalanl  celle  expression  a  la  circulation,  on  a 

(29)  \V  =  Cr  (/<R). 

Le  cercle  liquidc  servant  de  base  au  tube  de  tourbillon  tourne 
done  aulour  de  son  centre  avec  une  vitesse  angulairc  C. 

Ces  deux  formules  (28)  et  (29)  donnenl  la  meme  valeur  pour 
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r  =  R;  ce  que  nous  pouvions  prevoir,  car  actuellement  la  vitesse 
varie  d'une  maniere  continue  dans  le  liquide. 

Fonction  Ae  jcourant.  —  £n  appelant  la  fonction  de  courant, 
nous  avons  pos6  (n°  781) 

d<\t  —  u  dy  —  v  dx. 

Si  Ton  prend  comme  origine  le  point  G  en  designant  par  8 
Tangle  polaire  #GP,  on  a 

x  —     rcos0,        ^  =  rsin8, 
u  —  —  WsinG,       p  =  W  cos6 ; 
d'ou 

d^=~W  dr. 

Si  le  point  P  est  extcrieur  an  tube,  on  a  [formule  (28)] 

dty=  -  C^^r,        <);  =-^R»Logr; 

si  le  point  est  interieur  au  tube  [formule  (29)] 
d<\>=  —  Z,rdr,       ^  =  —  {Sr*. 

II  serait  alors  ais6  de  verifier  que,  comme  nous  l'avons  indique 
poui  le  cas  general  (n°  791),  la  quantite  -+-  j~  est  nulle  en 
dehors  du  tube  et  egale  a  —  2^  dans  le  tube. 

A  Vexterieur  du  tube,  il  existe  une  fonction  dcs  vitesses 
donneepar 

rf*  =  «<te  +  p<//  =  Wr  dbt 

comme  il  resulte  des  formules  (3o);  on  a  done,  d'nprus  1'expres- 
sion  (28)  de  W, 

dy  =  {)RidQ.       cp  =  ^R»0. 

On  peut  verifier  que,  a  Texterieur,  Q-\-i<i  esl  une  fonction 
de  x  -i-  iy  ;  en  eflfet, 

©  -+-  ity  =  —  iC  K*  Log(.r  h-  iy). 

A  ly interieur  du  tuhe,  iln'existe  pas  de  potenlicl  des  vitesses, 
car  le  mouvemcnl  y  est  rotationnel. 


(So) 


79  i.  Cas  d'un  liquide  limite  par  des  cloisons  perpendiculaires 
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au  plan  des  xy.  -  Si  1c  liquidc  n'esl  pas  indefini  parallelcmcnt 
au  plan  des  a?r,  on  peut  employer  des  considerations  analogues  a 
celles  dn  n°  775  pour  un  liquidc  dans  un  vase  qucleonque. 

On  peul  aussi  so  servir  dc  la  melhode  des  images  dans  certains 
cas  simples. 

Supposons,  par  exemple,  un  liquide  limite  par  une  cloison  plane 
indefinie  perpendiculaire  au  plan  xOy  et  ay  ant  pour  trace  la 
droite  CD  {jig-  345),  le  liquidc  recouvrant  toule  la  partie  du 
plan  des  xy  au-dessous  de  CD.  Imaginons,  dans  ce  liquide,  un  seul 
tube  de  tourhillon  infiniment  delie  ayant  pour  intensite  I  et  pour 
trace  A,  ;  cherehons  le  mouvement  de  ce  tube  et  la  distribution 
des  vitesses. 

II  est  aise  de  voir  que  la  distribution  des  vitesses  est  la  me  me 
que  si  la  cloison  n'existait  pas,  si  le  fiuide  recouvrait  tout  le  plan 
des  xy  et  si  un  deuxieme  tube  de  tourhillon  A2,  symetrique  du 
premier  par  rapport  a  CD,  existait  dans  le  liquide  indefini  ainsi 
obtenu.  En  eflet,  d'apres  ce  que  nous  avons  vu  (p.  5o3)  pour  le 
cas  on  deux  tubes  egaux  et  de  sens  contraires  se  meuveut  dans  un 
liquide  indefini,  les  deux  tubes  tourhillons  decrivent  des  droiles 
paralleles  a  CD  (  fig.  345),  et  cliaque  parliculc  plaeee  sur  CD 
possede  une  vitesse  W  dirigec  suivant  CD.  Des  lors,  d'apres  le 
principe  des  images,  on  pent  remplaccr  CD  par  une  cloison  solide 
sans  rien  changer  au  mouvement.  du  fiuide  place  d'un  cote  de  CD. 
La  proposition  est  done  demontree. 

795.  Exemple  de  mouvement  ondulatoire  rotationnel  d'un  liquide 
pesant  :  ondes  trocholdales  de  Gerstner  (houle).  —  Nous  avons  traite, 
dans  le  paragraphe  I  de  ce  Chapitre,  le  mouvemeni  ondulatoire  irrotulion- 
n el  d'un  liquide  pesant  en  cmployant  une  melhode  d'approximation.  Dans 
le  cas  du  mouvement  ondulatoire  rotationnel  d'un  liquide  pesant  de  pro- 
fondeur  indefinie,  il  est  remarquable  qu'il  existe  une  solution,  decouverre 
par  Gerstner  en  180?.,  qui  verilie  rigoureusement  les  equations  du  mouve- 
ment ( 1 ).  L'expose  de  cette  question  va  nous  fournir  une  application  inre- 
ressante  du  systeme  des  variables  de  Lagrange. 

Soit  un  liquide  pesant,  dc  profondeur  indefinie,  anime  d'un  mou\ement 
parallele  au  plan  vertical  xOy,  1'axe  0.2-  etant  horizontal  el  l'axe  Oy  ver- 
tical descendant.  Appelons  or,  y,  z  les  coordonnees  d'une  parliculc  liquide 
a  l'insiant  t\  a,  6,  c  ses  coordonnees  initiates  :  comme  le  mouvement  est 


(')  Voir  Basset,  Treatise  on  Hydrodynamics,  I.  II,  p.  »4^- 
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parallele  au  plan  zO/,  x  et y  dependent  uniquement  de  a,  b,  t,  et  z  est 
constamment  egal  a  c. 

Les  equations  du  mouvement  (n°  726)  se  reduisent  alors  aux  deux  sui- 
vantes  : 

.  I  Op  __       d*x  i  dp  _ 

auxquelles  il  faut  joindre  Y  equation  de  continuite  D  =  i  (n°  694),  D  desi- 
gnant  le  determinant  fonctionnel  de  x,  y,  z  par  rapport  a  a,  6,  c.  Mais 
actuellement  on  a 

Oz      Oz  dz 
z  =  c'       Ta=Tb=°'  Tc=l> 

et  I'equation  dc  continuite  se  reduit  a 

(i  }  da  Ob       db  da~1' 

on  pourrait  ecrire  iinmediatemenl  cette  equation  en  reinarquant  que,  le 
liquide  etant  incompressible,  l'aire  occupee  par  une  partie  du  liquidedans 
le  plan  xO/reste  invariable  dans  le  mouvement. 

On  peut  verifier  les  equations  (3i)  et  (32)  en  prenant  pour  x  et  y  les 
expressions  suivanlcs  : 


-h  j  e~k$  sin  k  (a  ■+-  st ), 


y  =  (3  -h  ]■  e-*P  cosA-(a  ■+-  ), 

A 


oil  A  ct  s  sont  des  constantes  absolues,  a  et  (3  des  coustantes  dependant  des 
coordonnees  initiales  a  et  b  et  non  du  temps  :  les  constantes  a  et  (3  sont 
supposees  detinies  en  fonctions  des  coordonnees  initiales  de  facon  que, 
pour  f  =  o,  x  el  y  prennent  les  valeurs  a  et  b  : 


(34) 


a  .-+-    e_A3  sin  A  a. 


Pour  simpliGei  les  calculs,  il  est  plus  commode  de  prendre  cornme  va- 
riables independantes  a,  [i  el  t  au  lieu  de  a,  b,  t,  les  variables  a  elb  ctant 
donncesen  fonciion  <lc  a  ct  p  par  les  formules  (34). 

La  pression  p,  a  ['instant      en  tin  point  (a:,/),  est  une  fonciion  de 
.y,  f;  mais  ./  j  sont  des  fonctions  de  a,  [j,  /  ;  on  a  done 

rty?  (>.r  ()p  dy 

07.       O.r  Ox  Oy  Oa. 

Op       Op  O.r  Of>  Oy 

dp  =  ~6x  dp  dy  dp ' 
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En  rempla9ant  dans  les  deuxiemes  raembres  de  ces  deux  relations  ^ 

et  ^  par  leurs  valeurs  tirees  des  equations  (3i)  du  mouvement,  on  obtient 
les  equations  du  mouvement  sous  la  nouvelle  forme 

d*x  dx      d*y  dy 


(35) 


dip  \  d*x  dx      d*y  djr 

d*  \  p  ~~  gy)  ^  ~~  IF  da  ~~  IF  da 
d1  x  dx  d*y  dy 
~dF  d(3  ~*  ~dF  dp; 


dip  \  d1x  dx      diy  dy 

4 \p  - gy)  ~ 


enfin  I'equation  de  continuite  (3a)  se  transforme  facilement  a  l'aide  des 
relations  tclles  que 

dx  _  dx  da      dx  dp 
da      da  da      dp  da* 


et  elle  devient 


Idx  dy  d#  dy\  /  da  d£  _  da  dp 
\da  dp  ~  dp  da/  \da  db  ~  db  da 


commc  on  le  v6rifie  directeinent  et  comme  ii  resulte  de  la  propriete  bien 
connue  des  determinants  fonctionnels  : 

d(x,y)      d{x/y)  rf(»,  p> 
d(a,  b)       o*(a,  P)  o*(a,  b)' 

D'apres  cela,  I'equation  de  continuite  revient  a  ecrire  que  Ton  a 

•  dx  dy      dx  dy 

(36)  Ta  dp-  dp  di=A' 

A  etant  une  constante  independanle  de  I. 

Cela  pose,  les  expressions  (33)  de  x  et  y  permeltent  de  verifier  les  equa- 
tions (35)  et  (36). 

dx  dx 

D'abord  ces  equations  donnent,  pour—-,  —  ,  •      des  valeurs  qui,  por- 

da  dp 

tees  dans  I'equation  de  continuite  (36),  donnent,  apres  des  reductions 
faciles, 

dx  dy  _  d*  dy   ^ 

d*  dp      dp  da  ~  ' 

equation  qui  est  bien  de  la  forme  (36) ou  le  deuxieme  membre  est  con- 
stant. 

Ensuite  ces  memes  equations  (33)  fournissent,  pour  — ,  •  *  .  »  — —  ,  •  •  • , 

da  a/* 
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des  valeurs  qui,  portees  dans  les  Equations  du  mouvemeet  (35),  donnent 
~ -  gy^j  =  ks*e~kP  cos k(z  ■+-  st)  -  ks*c~**P. 


Ces  formules  donnent  les  derivees  partielles  de  ^  —  gy  par  rapport  a  at 
et  (3,  ces  derivees  6tant  prises  en  regardant  t  comme  constant.  On  a  done, 


gy  =  —  s*e-*P  cosA-(a-i-  st) -+-  1  +  C, 

ou  C  est  independant  de  a  et  (3,  mais  pourrait  contenir  t,  Rennplacant  y 
par  son  expression  (33),  on  a  la  pression  en  fonction  de  w,  (3,  t  : 


Sur  la  surface  libre,  la  pression  doit  avoir  une  valeur  constante  egale  a 
la  pression  atmospherique  pa. 

Pour  satisfaire  a  cette  condition,  prenons  pour  G  une  constante  indepen- 
dante  de  t  et  assujettissons  les  constantes  A' et  5,  jusqu'ici  quelconques,  a 
verifier  la  relation 

(38)  |_^  =  o, 

qui  annule  le  coefficient  de  cos£(a  -+•  st).  La  pression  est  alors 

(39)  ^^p^e+ji^p+c), 

ou  C  est  determine  par  la  condition  p  =  pa  sur  la  surface  libre.  D'apres 
cette  formule  (39),  on  voit  que  la  pression  est  ind6pendante  de  t  :  elle 
conserve  la  meme  valeur  pour  une  particule  determinee  du  liquide.  En 
oulre,  comme  p  depend  uniquementde  (J,  les  surfaces  de  niveau,/?  =  const. , 
sont  les  surfaces  j3  =  const.  En  particulier,  la  surface  libre  se  compose 
des  molecules  pour  lesquelles  [3  a  une  valeur  constante  parliculiere  (V 

Forme  de  la  surface  libre.  —  Sur  la  surface  libre,  (3  prend  une  valeur 
constante  (30.  Une  particule  de  la  surface  libre  au  temps  t  a  done  pour 
coordonnees 

x  =  a  +  j  e~k$*  sinXr(a  -+-  st), 
y  =_p0  h-  -e~kP>cosk(z  st). 
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Pour  une  particule  determinee,  a  reste  conslant.  Inversement,  on 
obtiendra  a  un  instant  t  les  diverges  particules  de  la  surface  libre  en  don- 
nant  a  t  une  valeur  numerique  et  faisant  varier  a  de  — oo  a  -+- oo.  La  sur- 
face libre  est  alors  un  cylindre  dont  les  generatrices  sont  perpendiculaires 
au  plan  des  xjr  et  dont  la  trace  sur  ce  plan  est  la  courbe  definie  par  les 
equations  (4o),  dans  lesquelles  t  est  constant  eta  variable.  Gonstruisons 
d'abord  cette  courbe  a  linstant  initial  t  =  o.  Alors  x  et  y  prennent  des 
valeurs  a,  b,  et  les  coordonnees  d'un  point  de  la  surface  libre  a  l'instant 
initial  sont 

* 

b  —  (30-+-  ^  «""*?•  cos  A- a. 
Fig.  348. 


0 

or 

A 

b                            :  b 

s 

V  p 

— !  ; 

j   \g 

La  courbe  decrite  par  le  point  M(a,  b)  quand  a.  varie  est  une  tiochoide 
ou  c/cloide  raccourcie,  c'est-a-dire  la  courbe  decrite  par  un  point  de 
I'interieur  d'un  cercle  roulant  sur  une  droite  fixe.  En  eftet,  imaginons  un 

cercle  de  rayon  r  —  ^  roulant  sur  une  droite  horizontale  AB  d'ordonnee 

au-dessous  de  cette  droite.  Soit  M  un  point  in variablement  lie  au  cercle  a 
une  distance 

CM  =  -J  e-*P> 
k 

du  centre  C  ( Jig.  348).  Supposons  que,  le  point  de  contact  du  cercle  etant 
en  A  sur  Ojk,  le  point  decrivant  M  soit  egalement  sur  Oy  en  P  au-dessous 
du  centre  G0.  Le  cercle  ayant  roule  sur  AB  de  facon  que  son  point  de  con- 
tact avec  AB  soit  venu  en  D,  le  point  de  la  circonference  primitivement 
en  A  est  venu  en  N,  et  Tare  DN  est  egal  a  AD  :  si  l'on  appelle  a  la  lon- 
gueur AD,  Tangle  au  centre  NCD  ==  <p  est  tel  que  r<p  =  a,  d'ou,  d'apres  la 
valeur  de  r,  <p  =A:a.  Les  coordonnees  de  M  sont  alors 


a  =  a  -+-  CM  sin  «p. 
b  —  30-H  CM  coscp: 
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en  remplacant  CM  par  sa  valeur  (4'2)  el  <{  par  A  a,  on  a  precisemenl,  pour 
le  lieu  de  M,  la  courbe  (40  a  construire. 

Le  point  M  est  neces^aii erneni  a  Vinterieur  du  cercle  roulant,  car,  s'il 
etait  sur  la  circonference  ou  a  lexterieur,  la  courbe  aurail  des  rebrousse- 
ments  ou  des  points  doubles,  ce  qui  est.  physiquement  impossible.  D'apres 
cela,  CM  est  moindre  que  /•.  ce  qui  exige  e~k$«  < i ,  $0  >  o. 

Nous  avons  ainsi  la  courbe  PMQ,  dont  une  ondulaiion  seulemcnt  est 
tracee,  formant  la  trace  de  la  surface  libre  du  plan  xOy  a  t'inslant l*=  o. 
Dans  eette  courbe,  la  longueur  d'onde  /,  c'est-a-dire  la  distance  PQ  entre 
les  fonds  des  deux  ereux  consecutifs  P  et  Q,  ou  le9sommels  de  deux  vagues 
consecutives,  est  egalc  a  la  longueur  de  la  circonference  roulanle 

(43)  /  =  PQ  =  2~r  = 

Cherchons  maintenant  la  forme  de  la  surface  libre  a  1'inslanl  t  :  nous 
allons  voir  que  celle  surface  a  pour  trace  la  meme  courbe  qui  sc  serail 
transported  parallelement  a  Ox  d  une  longueur  st.  En  eflet,  dans  les  equa- 
tions (4o),  ou  t  a  une  valeur  numerique  et  ou  a  est  un  pararnelre  variable, 
faisons  le  changement  de  parametre 

a  -+-  s  i  =  a! '. 

les  equations  deviennent 

st  +a'+7  e-*Po  sin  k a', 
k 

(30-t-  t  e~k$*  cos  A- a'. 

A" 

Quand  a'  varie  de  —  »  a  -too,  le  lieu  de  ce  point  {xtj)  est  identique 
au  lieu  du  point  (a,  b),  defini  par  les  relations  (4  i),  qu'on  aurait  transports 
d'une  longueur  — st,  parallelement  a  Ox.  La  vitesse  de  propagation  de 
l  onde  est  done 

V  =  US  ~  s. 
til 

D'apres  la  relation  (38),  <jui  lie  s  et  k,  ou  a,  en  >  remplacant  5  par  V 
et  k  par  sa  valeur  (43)  ~  » 

Quant  a  la  duiee  T  de  Conduction,  el Je  resulte  immedialemeni  des 

expressions  (33)  d»>  x  et  y  qui  ne  cbangent  pas  quand  /  augments 
de  —  ;  done 

A.  -  HI.  „ 
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Ces  quantites  V  et  T  ont  done  les  valeurs  que  nous  avons  deja  trouvees 
(n°  787)  pour  la  vitesse  de  propagation  et  la  periode  d'une  onde  simple 
progressive  a  la  surface  d'un  liquide  pesant  de  profondeur  indeTinie. 

Houle.  —  L'onde  que  nous  venons  d'etudieT  analytiquement  constitue 
le  phenomene  appele  houle  C'est  ce  qu'on  verra  en  detail  dans  1'Ou- 
vrage  de  M.  Guyou  intitule  :  Theorie  du  navire  (2e  Edition,  1894, 
p. 261-284 ,  Berger-Levrault),  oil  Ton  trouvera  la  theorie  de  la  houle  exposee 
par  une  methode  61ementaire  des  plus  elegantes,  que  le  defaut  de  place 
nous  emp6che  de  reproduire. 

Trajectoires  des  particules.  —  D'apres  les  equations  (33),  pour  suivre 
une  particule  determined  sans  son  mouvement,  il  faut  donner  a  a  et  {}  des 
valeurs  constantes  et  faire  varier  t  :  la  trajectoire  d'une  particule  est  done 
le  cercle 

de  centre  (a,  p)parcouru  dans  le  temps  T.  Le  rayon  r«~*P  de  ce  cercle 

A 

de"croit  et  tend  vers  zero  quand  son  centre  descend,  e'est-a-dire  quand  la 
profondeur  augmenie. 

Tourbillon.  —  Le  mouvement  que  nous  venons  d'etudier  est  rota- 
tionnel.  En  effet,  les  projections  u,  v  de  la  vitesse  d'une  particule  sont 


(45) 


u=^  =  s  e~A"P  cos/:(a  -+-  st), 
v  =  ^  =  —  se~k$  sin  k(<x  st). 


On  peut  considerer  u  el  v  comme  des  fonctions  de:r  etj^;  d'ailleurs,  x 

et  y  sont  fonctions  de  a  et  $  par  les  equations  (33).  On  a  done,  a  un 
instant  t, 

du      du  dx  du  dy 

di       dx  da  dy  da 

du      du  dx  du  dy 

dp  ~  dx  dp  dy  d[i" 

Resolvant  par  rapport  a  en  tenant  compte  de  1'equalion  de  conti- 
nuity on  a 

du  djv      du  dx  _  _ik~  du 

d7  d$~  dp"  dl --('-* 


(*)  Voir  Bkrtin,  Sur  la  theorie  et  I'observation  de  la  houle  et  du  roulis  : 
Me"moire  pr^sente  a  1'Academie  des  Sciences  le  11  avril  1870;  Memorial  du  Genie 
maritime,  1873. 
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On  trouve  de  mime 

dy      dv  dy  -Ufl\^L 
da  djT      djS  dot      •      *~     }  dx' 

Bn  ajoutant,  on  obtient,  dans  le  deuxierfle  merabre,  le  double  du  tour- 
billon  aC 

du  dx      du  dx      dv  dy      dv  dy  ~tkQ\r 

d^dp_^dT"+"dldf""dpd7~2(,~<;"  K' 

En  calculent  le  premier  membre  d'apres  les  valeurs  (33)  et  (45)  de 
*»  y>  ut  v%  on  trouve 

expression  differente  de  zero.  On  voit  que  la  grandeur  du  tourbillon 
diminue  quand  la  profondeur  aUgmente. 


III.  —  MOUVEMENT  PLAN  IRROTATIONNEL  D'UN  LIQUIDE 
EN  CONTACT  AVEC  UN  OBSTACLE  FIXE.  —  RECHEROKES 
DE  M.  H.  VILLAT. 


796.  Objet  du  paragraphe.  —  Un  probldme  qui  a  longtemps 
arrete  les  g6ometres  et  dont  I'importance  pratique  est  e>idente,  est 
l'^tude  du  mouvement  d'un  liquide  en  contact  avec  un  obstacle 
fixe. 

Quand  le  mouvement  est  a  trois  dimensions,  on  est  encore 
loin  de  la  solution ;  mais  dans  le  cas  du  mouvement  plan  irrota- 
tionnel,  des  resultats  tres  generaux,  d'un  grand  inter£t  mScanique 
et  mathematique,  ont  ete  obtenus  par  M.  H.  Villat,  professeur  a 
rUniversite"  de  Strasbourg.  Nous  donnerons  plus  loin,  a  partir 
du  n°  798,  l'expose  que  le  savant  professeur  a  bien  voulu  rediger 
pour  ce  Traite. 

797.  Emploi  des  fonctions  d'une  variable  complexe;  rappel  de 
quelques  propositions  concernant  la  representation  conforme.  — 

Nous  avons,  dans  le  n°  783,  consider^  le  mouvement  irrotationnel 
d'un  liquide  homogene  parallele  au  plan  xOy.  Si  ce  mouvement 
est  permanent,  comme  nous  le  supposerons  dans  tout  ce  para- 
graphe, le  potentiel  <p(a:,y)  des  vitesses  W  ne  contient  plus  t 
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et  est  defini  a  une  constante  pres  :  les  composantes  u  et  v  de  la 
vitcsse  W      la  particule  de  coordonnees  x  et  y  sont 

d<i>  du 
u  =  -i,        v  ~  —-  > 
da;  dy 

et  l'equation  de  continuity  est 

La  fonction  de  courant  <|/(.z',y),  egalement  definie  a  une  cons- 
tante pres,  est  donnee  par  les  equations 

dx  dy'        dy  dx' 


qui  donnent  pour  <l  la  meme  equation 

d*<\>  <P<| 
dxi  dy% 


d*<\>  d*b 


Soil 


une  variable  complexe,  representee  dans  le  plan  p  du  mouvement 
par  le  point  de  coordonnees  x  et  y,  la  quantite 

est  fonction  de  z.  Reciproquement,  si  l'on  prend  une  fonction 
de 

Z  =/(*), 

cetle  fonction  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Z  =  X  -+-  i  Y, 

X  et  Y  etant  reels;  en  prenant 

<p(r,  ^)  =  X,       <}(;r,  7)  =  Y, 

on  a  deux  functions  verifiant  les  equations  precedentes  (2)  et  leurs 
consequences  ^1)  et  (3)  La  variable  complexe  Z  —  X  -f-  Yi  peut 
etre  representee  sur  un  deuxieme  plan  P  par  le  point  de  coordon- 
nees X  et  Y  par  rapport  a  deux  axes  rectangulaires  XOY. 

D'apres  un  theoreme  connu,  facile  a  deduire  des  equations  (2), 
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les  lignes  6quipotentielles  ©  —  const,  et  les  lignes  de  courant 
^  =  const,  sont  orthogonales. . 

En  de>ivant  par  rapport  a  x  l'identite 


on  a,  puisque  z  =  x  -f-  if, 
c'est-a-dire,  d'apres  (2), 


f  (Z)  =  ~  —  t  — L  =  M  —  IV, 

J  v  '     dx       dy  ' 

relation  qui  determine,  d'une  facon  simple,  les  composantes  de  la 
vitesse. 

On  peut  toujours  remplacer  deux  lignes  de  courant  par  des 
cloisons  fixes  sans  changer  le  mouvement  du  liquide. 

Remarque.  —  Au  mouvement  du  liquide  ainsi  deTini  par  une 
fonction  f  (z),  on  peut  faire  corresponds  un  second  mouvement 
deTini  par  la  fonction 

/t(*)  =  */(*)=  — 

Dans  ce  nouveau  mouvement,  le  potentiel  des  vitesses  serait 
—  •]/  et  la  fonction  de  courant  cp  :  les  nouvelles  vitesses  W4  seraient 
donnees  par 

At 

|W,|=*|W|. 

Exemples  simples.  —  Prenons,  avec  Kirchhoff  (  Vorlesungen 
Ober  Mathematische  Physik,  Mechanik,  i883,  p.  274)1  tes 
exemples  suivants  : 

i°  Soit  Z  =  logz  (le  logarithme  etant  neperien),  $  ==  el.  Appe- 
lons  r  et  9  le  module  et  l'argument  de  z,  on  a 

X=<p  =  logr,       Y  =  <|*  =  8. 

Les  lignes  d'6gai  potentiel 

cp  =  const. 
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sont  des  cercles  de  centre  O ;  les  lignes  de  courant  8  =  const, 
des  droites  concourant  au  centre.  La  vitesse  W  a  pour  projections 

x  y 

et  pour  valeur  y 

Dans  le  second  mouvement  d6duit  de 

/i(*)  =  Hogs, 

on  a 

<p,=  —  8,  <J>t=logr, 

les  lignes  gquipotentielles  sont  des  rayons  et  les  lignes  de  courant 
des  cercles.  La  vitesse  Wt  est  y 
2°  Prenons 

L  —  log  L> 

ou  C|  et  c2  sont  deux  constantes  complexes 

ct  =  <i|-ht&i,  ct=a2H-i6t; 

en  posant 

z  —  C|  =  r,e'8t,       3  —  d=  rte^*, 

on  a 

<p  =  log—  =  -  log  <*-ai*+(f-jll  > 

les  lignes  equipotentielles  <|>  ==  const,  sont  des  cercles  et  les  lignes 
de  courant  d'autres  cercles  allant  d'un  des  points  z  =  c,,  z  ==  c2  a 
I'autre. 

Dans  le  second  mouvement 

<j>1  =  81—  0,,       ^,=  log— , 

les  lignes  d'egal  potentiel  sont  les  cercles  passant  par  les  deux 
points  et  les  lignes  de  courant  les  cercles  orthogonaux. 

Notions  sur  la  representation  conforme.  —  Si  Ton  pose 

U)  Z  =/<*), 

X4-»Y=/(a?  +  tr), 
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on  a 

(4')  X  =  y(xty),      Y  =  4»(a?,». 

A  un  point  m(xyy)  du  plan  p,  ces  relations  font  correspondre 
un  ou  plusieurs  points  M(X,  Y)  du  plan  P  et  inversement.  Consi- 

de>ons  en  particulier  un  point  m0  ou  la  de>ivee  -j-  n'est  ni  nulle 

dz 

ni  infinie,  et  un  des  points  correspondants  que  nous  appelons*  M0; 
si  m  se  deplace  d'une  maniere  continue  en  partant  de  m0  dans  une 
aire  assez  petite  a  entourant  m0,  il  existera  un  point  unique  M 
partant  de  M0  et  decrivant  une  fois,  et  une  seule  fois,  une  aire  A 
entourant  M0. 

La  transformation  ponctuelle  (4)  fait  alors  correspondre  point 
par  point  l'aire  a  et  l'aire  A,  en  ce  sens  qu'a  tout  point  m  pris 
dans  a  correspond  un  seul  point  M  de  A  et  r6ciproquement. 
On  dit  que  Tune  des  aires  est  representee  sur  l'autre  d'une  facon 
uniforme  ou  univoque.  De  plus,  cette  representation  est  dite 
conforme ;  voici  pourquoi.  Soient  ds  un  element  lin£aire  de  a 

ds  =  / dx%  -h  dy* 

et  dS  l'element  lineaire  correspondant  de  A 

dS  =  \/dK*-hdY*. 

Comme 

dX^^dx+^dy, 
ox         dy  J 

dY  =  dJt  dx  ■+■  £*  dy, 
<fx  dy  J' 

on  a,  d'apres  (2), 
c'est-a-dire 

dS  =  X(ar,  y)  ds  ; 

tous  les  elements  lineaires  ds  issus  d'un  point  m  se  transforment 
done  dans  des  elements  dS  proportionnels  a  ds;  un  triangle 
infiniment  petit  de  l'aire  a  se  transforme  en  un  triangle  infiniment 
petit  semblable  de  A.  En  particulier,  Tangle  de  deux  elements 
issus  de  a  est  conserve  par  la  transformation. 

Reciproquement,  si  l'on .imagine  une  transformation  ponctuelle 
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d  un  plan  p  danr'un  autre  P,  qui  fasse  correspondre  a  chaque 
point  m(xyy)  du  premier  un  point  M(X,  Y)  du  second  etqui  soil 
une  representation  conforme  telle  que 

dS  =  \{x,y)ds, 

cette  transformation  peut  £tre  d6finie  en  posant 

X  ■+■  i'Y  =f{x  -4-  iy), 

/  etant  une  fonction  convenablement  choisie. 
En  eflfet,  soient 

X  =  «p(a:,^),       Y  =  ^(x,  y) 
les  formules  definissant  la  transformation.  On  a 

dY  =  *±dx+d±dr> 
dx  dy 

£crivant  que  dX2-\-  d\2  est  identique  kdx*~+~dy*  multiplie"  par 
un  facteur  X2,  on  a 


dcp  d<p  dty  dty 
dx  dy      dx  dy 


La  seconde  relation  donne 

d^  ri'O 
dx  _  dx  _ 

^y  dy 

oil  nous  appelons  k  la  valeur  commune  des  deux  rapports;  en 
remplacant  alors^et^par  — k^elk  —  dans  la  premiere  rela- 
tion, on  trouve 

La  solution  k  —  i  donne  les  relations  (2)  qui  montrent  que 
X-hiY  est  fonclion  de  x-^-iy;  la  solution  k  =  — 1  donne  un 
systeme  qui  se  deduit  du  preccdenl  en  changeant  •}  en  — 'I, 
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c'est-a-dire  Y  en  —  Y  :  on  passe  alors  du  premier  systeme  au 
second  en  prenant  la  sym£trique  de  la  premiere  figure  transformed 
par  rapport  a  l'axe  OX. 

On  peut  done  finalement  ramener  toute  representation  conforme 
a  celles  qui  sont  r^alisees  par  une  transformation  Z  =  /(^)* 

Representation  conforme  d'une  aire  sur  une  autre.  — 
Nous  avons  pr£c6demment  suppose  qu'on  donne  une  transfor- 
mation 

(6)  Z=/(*) 

et  nous  avons  vu  qu'elle  peut  servir  a  faire  la  representation  con- 
forme  d'une  aire  suffisamment  petite  a,  avec  un  contour  simple, 
sur  une  aire  analogue  A,  d6terminee  d'aprds  la  transformation. 
Mais  le  probleme  inverse  est  plus  important  et  plus  difficile.  Etant 
donnees  dans  deux  plans  p  et  P  deux  aires  a  et  A,  limitees  par  des 
contours  simples  c  et  C,  il  s'agit  de  trouver  une  relation  (5) 
permettant  de  faire  la  representation  conforme  univoque  de  a 
sur  A. 

Ge  probleme  a  ete  resolu  par  Riemann  (Dissertation  inau- 
gurate, QEuvres  completes*  p.  4°)-  Voici  comment.  Riemann 
suppose  d'abord  que  l'aire  a  du  plan  p  de  z  est  une  aire  quel- 
conque  limitee  par  un  contour  simple  c,  et  que  l'aire  A  du  plan  P 
de  la  variable  Z  est  un  cercle  limite  par  une  circonference  C.  On 
peut  toujours  supposer  que  ce  cercle  A  ait  pour  centre  l'origine 
et  pour  rayon  1 .  Riemann  montre  qu'on  peut  choisir  arbitraire- 
ment  le  point  z0  de  a  qui  doit  correspondre  au  centre  Z  =  o  du 
cercle  A,  mais  qu'alors  la  transformation  cherchee  (5)  existe  et  est 
entierement  definie,  a  unc  rotation  pres  du  cercle  C  autour  de  son 
centre.  Dans  cette  transformation,  a  chaque  point  z  de  l'interieur 
de  a  correspond  un  seul  point  Z  de  l'interieur  de  A  et  fnverse- 
ment;  si  le  contour  c  est  forme  tout  entier  d'un  seul  arc  r£gulier 
de  ligne  analytique  (une  ellipse,  par  exemple),  la  transformation 
fait  correspondre  a  chaque  point  du  contour  c  un  point  de  la  cir- 
conference C  et  inversement.  Pour  la  theorie  complete,  nous  ren- 
verrons  au  T raite  d1  Analyse  de  M.  Emile  Picard  (t.  II,  Chap.  X). 

S'il  s'agit  inaintenanl  de  representer  deux  aires  a  et  a1  quel- 
conques  limitees  par  des  contours  simples  c  et  c',  l'une  sur  l'autre 
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par  une  transformation 

z'=¥(z) 

entre  les  variables  complexes  z  et  z'  correspondant  aux  points  de  a 
et  a\  on  prendra  un  cercle  auxiliaire  A  de  centre  O  et  de  rayon  i 
et  Ton  repr^sentera  a  et  a  sur  A,  comme  il  vient  d'elre  dit,  en 
prenant 

Z  =/(*),      Z  =/,(*'). 

On  fera  ainsi  correspondre,  a  chaque  point  z  de  a,  un  point  Z 
de  A,  puis  au  point  Z  un  point  z'  de  a.  La  relation  directe  entre  z 
et  z  s'obtient  immediate ment  par  l'6limination  de  Z.  La  transfor- 
mation est  deTinie  quand  on  se  donne  deux  points  correspon- 
dants  z0  et  z'0,  auxquels  on  peut  faire  correspondre  le  centre 
Z  =  o  du  cercle  auxiliaire  A,  et  quand  on  se  donne  deux  points 
correspondants  sur  les  deux  contours. 

Exemple.  —  \°  On  v^rifiera  sans  peine  qu'une  transformation 
homographique 

v     az-hb  ,  , 

L  —   >       ad  —  be  ^  o, 

cz  -+-  a 

ou     6,  c,  d  sont  des  constantes  complexes  quelconques,  transforme 
le  demi-plan  superieur^  >o  en  un  cercle. 
2°  La  transformation  [fig.  349) 

Z  =  z* 

fait  correspondre  a  chaque  point  xy  y  du  demi-plan  superieur 

Fig.  349. 


y^o,  un  point  X,  Y  du  plan  indefini  XOY.  Inversement,  a  chaque 
point  X,  Y  du  plan  indefini  XOY  correspond  celui  des  deux 
points  zby/Zquise  trouve  dans  le  plan  superieur  xOy.  Mais  la 
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partie  positive  de  l'axe  OX  du  plan  XOY  est  une  coupure  de  ce 
plan,  en  ce  sens  qu'a  chaque  point  de  OX  repondent  deux  points 
de  x'Ox  symetriques  par  rapport  a  O. 

En  pratiquant  dans  le  plan  XOY  une  coupure  formee  de  deux 
lignes  infiniment  voisines  de  OX  raccordees  par  une  portion  de 
circonference  infiniment  petite  decrite  de  O  conime  centre,  il 
correspond  a  la  limite  de  cette  coupure,  dans  Ie  plan  supe- 
rieur  >  o,  une  ligne  infiniment  voisine  de  L'axe  x'Ox.  La  cor- 
respondence entre  les  aires  restantes  a  et  A  est  alors  univoque, 
bords  compris. 

798  (').  Mouvement  plan  discontinu  d'un  liquide. —  Dans  les 
quelques  pages  qui  vont  suivre,  on  a  essaye  de  donner  quelques 
indications  rapides,  et  aussi  elementaires  que  possible,  sur  une 
mdthode  nouvelle  et  feconde.,  qui  a  permis,  dans  ces  dernieres 
annees,  de  realiser  de  tres  importants  progres  dans  les  theories 
hydrodynamiques  concernant  le  mouvement  d  un  fluide  parfait 
dans  des  conditions  variees.  Cette  methode  est  jbasee  principale- 
ment  sur  l'emploi  des  fonctions  analytiques  et  de  la  representation 
conforme,  dont  nous  supposerons  connues  les  principales  pro- 
prietes.  Sur  bien  des  points  nous  devrons  ici  nous  contenter  de 
donner  seulement  des  vues  generales,  faute  de  place;  nous rehver- 
rons,  pour  plus  de  details,  aux  Ouvrages  et  aux  Memoires  originaux 
dont  on  trouvera  l'indication  a  la  fin  de  cette  Note. 

Pour  simplifier  l'expose,  nous  supposerons  constamment,  dans 
tout  ce  qui  va  suivre,  qu'il  s'agisse  d'etudier  le  mouvement 
permanent  d'un  fluide  incompressible,  non  visqueux,  parallele- 
ment  a  tin  plan  fixe,  et  que  ces  mouvements  soient  irrotationnels. 
La  densite  du  fluide  sera  supposee  egale  a  i  par  un  choix  d'unites 
convenable.  Par  exemple,  on  peut  imaginer  un  liquide  d'abord  au 
repos  dans  un  recipient  de  forme  cylindrique  dont  les  ar&tes  sont 
horizontales,  et  dont  la  longueur  sera  tres  grande  par  rapport  aux 
dimensions  de  la  section  droite ;  on  realise  une  fente  dans  les 
parois  de  ce  recipient,  entre  deux  generatrices  rectilignes,  il  se 
produil  un  ecoulement,  dont  to  us  les  caracteres  seront  identiques 
dans  tous  les  plans  de  sections  droites  du  cylindre,  a  l'exception 


(')  Ici  commence  la  redaction  que  M.  Villat  a  bien  voulu  faire  pour  ce  Traits 
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peut-£tre  de  ceux  qui  sont  tres  voisins  des  extr^mites  du  cylindre ; 
sauf  dans  ces  regions  extremes,  les  vitesses  des  particules  fluides 
seront  normales  aux  generatrices,  c'est-a-dire  contenues  dans  les 
plans  de  sections  droites  passant  par  ccs  particules.  II  suffira  done 
d'eludier  le  mouvement  dans  un  de  ces  plans  :  e'est  ce  qu'on 
designs  par  le  terme  mouvement  a  deux  dimensions.  Nous 
appellerons  0#,  Oy,  deux  axes  rectangulaires  places  dans  un  tel 
plan,  et  si  nous  disons  que  la  densite  superficielle  du  fluide  est 
egale  a  ij  on  doit  entendre  qu'une  couche  de  fluide  parallele 
a  xOy  est  consideree,  sous  une  epaisseur  constante,  de  lelle 
maniere  que  la  masse  d'une  portion  de  fluide  comprise  dans  le 
cylindre  dont  la  base  6gale  l'unite  de  surface  dans  le  plan  xOy, 
et  dont  la  hauteur  est  celle  de  la  couche,  soit  egale  a  i.  On  voit 
qu'a  la  rigueur  il  sufflrait  de  choisir  Tepaisseur  de  la  couche  pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  sans  rien  specifier  sur  la  densite  du  fluide. 
Neanmoins,  pour  6viter  toute  difficulty,  nous  dirons  que  la  densite 
elle~ni6me  est  egale  a  i . 

lmaginons  un  mouvement  presentant  les  caracteres  g^neraux 
ci-dessus,  dans  un  plan  ou  le  fluide  est  etendu  a  l'inlini  dans 
toutes  les  directions,  et  ou  un  obstacle  solide  est  suppose  contenu. 
C'est  la  le  probleme  type  de  1'Hydrodynamique  moderne  :  mouve- 
ment d'un  solide  dans  un  fluide.  Nous  envisagerons  seulement 
le  cas  ou,  le  fluide  etant  en  repos  a  1'infini,  le  solide  est  anime 
d'une  vitesse  constante  (qu'on  peut  prendre  egale  a  i  par  un  choix 
d'unites  convenable)  parallele  a  une  direction  fixe  (que  nous 
supposerons  opposee  a  Ox).  En  vertu  de  la  theorie  des  mouve- 
ments  relatifs,  il  revient  au  memc  de  supposer  le  solide  immobile, 
et  le  fluide  anime  a  1'infini  d'une  vitesse  egale  a  i,  parallele  a  Ox, 
dans  le  sens  Ox.  C'est  ce  que  nous  ferons  dorenavant  ( 1 ).  La 
question  de  connaitre,  dans  ces  conditions,  quelle  est  la  pression 
totale  exercee  par  le  fluide  sur  les  parois  du  solide,  est  l'une  des 


(')  On  a  appele"  paradoxe  de  Dubuat  le  fait,  ^videmment  contraire  aux  pre- 
cipes theoriques,  que  les  experiences  realises  dans  les  deux  hypotheses  sus- 
indiquees  ne  fournissaient  pas,  pour  la  resistance  eprouvee  par  le  solide,  la  memc 
valeur.  Au  moyen  d'un  dispositif  extremement  simple  et  ingenieux,  M.  Joukowski 
a  montre  recemment  que  cet  apparent  paradoxe  ,etait  entierement  du  a  des 
details  d'experience  qu'il  a  tres  nettement  mis  en  Evidence  (Cf.  N.  Joukowski, 
Aerodynamique,  p.  43,  Gauthicr-ViUars ;  1916 ). 
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plus  capitales  des  questions  poshes  par  l'Hydrodynamique,  a  cause 
des  applications  pratiques  qu'il  est  possible  d'en  deduire. 

Les  equations  du  mouvement  sont  alors,  d'apres  les  notations 
precedentes, 

ox.  dy 

cp  etant  le  potentiel  (defini  a  une  constante  pres),  qui  satisfait, 
a  cause  de  I'equation  de  continuity,  a  l'equation  de  Laplace 

d*®      d* « 

etant  la  f'onction  du  courant,  defmie  elle  aussi  a  une  constante 
pres,  on  a  egalement 

(3)  U=f,  a 

dy  dx 

et,  par  suite, 

Ad/  —   -\   =  o 

Y      dx*  dy* 

el  Ton  en  deduit  immediatement  que  la  variable  f=^-^-itl  est  une 
fonction  analytique  de  la  variable  complexe  z  =  x  -f-  iy. 

Nous  supposerons  qu'aucune  force  exterieure  n'agit  sur  le 
lluide.  Alors,  nous  pourrons  ecrire  (n°  783),  p  designant  la 
pression  au  pointer,  y  et  en  nous  souvenant  que  le  mouvement  est 
permanent  : 


isi., 


c'est-a-dire  en  appelant  p0  la  pression  a  l'infini,  la  ou  la  vitesse  V 
est  egale  a  I, 

(5)i  p-p^L^-.  v*). 

Nous  supposons  implicitement  jusqu'ici  que  »  et  ses  derivees 
partielles  sont  continus,  dans  toute  l'etendue  occupee  par  le 
lluide. 

La  condition  relative  aux  parois  du  solide  devra  eHre  que,  le 
long  de  celles-ci,  le  fluide  glisse  tangentiellement,  c'est-a-dire 
que  (n°782) 

d/  =  const . 


5a6  EQUILIBRE  ET  MOUVEMENT  BBS  MILIEUX  CONTINU8. 

le  long  des  parois.  Enfin,  a  l'infini,  il  faudra  avoir 

-4-  =  I,         -L  =  o. 

dx  dy 

Le  probleme  math^matique,  qui  consiste  a  trouver  des  solutions 
de  la  question  ainsi  posee,  lorsqu'on  se  donne  le  profil  du  corps 
solide  immerg6,  est  un  probleme  qu'on  peut  resoudre.  Supposons 
par  exemple  que  le  solide  soil  un  disque  circulaire  de  rayon  a, 
dont  le  centre  coincide  avec  Forigine  des  coordonnSes.  II  est 
facile  de  verifier  que  toutes  les  conditions  ci-dessus  6nume>6es 
sont  satisfaites  en  prenant 

c'est-a-dire 

a "  x  cfly 


yi  J      x*  +  y* 

La  ligne  de  courant  =  o  se  compose  de  Faxe  des  x,  et  de  la 
circonference  de  centre  p  et  de  rayon  a;  d'ou  la  configuration  de 

mouvement  suivante  : 

Fig.  35o. 


? 

R 



— 

vol 

— 

Le  mouvement  possede  une  certaine  symetrie  par  rapport  au 
point  O;  aux  points  symetriques  par  rapport  a  O,  ou  par  rapport 
a  Oy,  la  grandeur  de  la  vitesse  est  la  meme;  elle  est  donnee  par 

y.=  (,+  -^-V_  . 

\       x*+y*)  (^lH-rs)1 

En  posant  x  —  a  cos  6,  y  =  a  sin  8,  on  voit  done  que  la  pression 
totale  sur  le  profil  de  1'obstacle  aura  pour  composantes 

P*=y    p  X  a  d6  x  cosO  =  jf    (po-h  ~  —  2sin*0^acosQrf8, 
p  X  actt  x  sine  =  jf      ^>0-4-  _  _  2sin»6jasin0  c*0, 
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c'est^a-dire  imm£diatement 

Px  =  Py  =  o. 

Ainsi  done  la  pression  totale  exerc^e  sur  Fobstacle  est  ici  rigou- 
reusement  nulle.  Ce  fait  ne  tient  pas  a  la  forme  particuliere  de 
l'obstacle  envisage ;  il  se  reproduit  quelle  que  soit  la  forme  de  cet 
obstacle.  On  trouvera  des  demonstrations  g6n6rales  de  ce  paradoxe, 
qu'on  a  coutume  d'appeler  paradoxe  de  d'Alembert,  dans  les 
Trails  speciaux  (cf.  les  indications  bibliographiques  cities  en  fin 
de  ce  paragraphe,  et  les  travaux  de  U.  Cisotti,  etc.). 

II  y  a  done,  dans  les  raisonnements  ante>ieurs,  une  hypoth^se 
n^cessairement  contradictoire  avec  la  r6alite\  Cette  hjpothese  est 
celle  de  la  continuity.  II  est  bien  indispensable  que  la  pression  p 
varie  dans  tout  le  fluide  d'une  facon  continue,  car  il  ne  saurait 
exister  de  brusque  variation  de  pression  dans  un  fluide  a  l'6tat  de 
mouvement  permanent;  mais  rien  n'empgche  les  vitesses  de  subir 
des  variations  brusques;  e'est  m£me  certainement  et  n6cessaire- 
ment  ce  qui  se  produit  dans  les  problemes  du  genre  de  celui  qui 
nous  occupe  :  n'importe  quel  observateur,  voyageant  derriere  le 
coupe-vent  d'une  automobile  decouverte,  s'en  rend  un  compte 
imm^diat;  l'air,  mobile  par  rapport  a  la  voiture,  forme  un  courant 
devie  au-dessus  de  la  tete  des  voyageurs,  pendant  que  ceux-ci 
restent  dans  une  region  calme  le  long  des  bords  de  laquelle  glisse 
le  courant. 

Ce  qui  doit  correspondre  a  la  r6alite,  dans  notre  probleme 
actuel,  e'est  done  la  configuration  suivante  : 

Le  courant  fluide  vient  rencontrer  le  solide  donne;  il  se  divise 


Fig.  35 i 


P2  ^ 


a  Favant  de  la  paroi,  en  sorte  qu'une  certaine  ligne  de  courant 
vienne  se  dedoubler  en  un  point  O  {fig-  35 1),  ou  la  vitesse  est 
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cvidemment  nulle,  pour  entourer  I'obstacle  des  deux  cotes;  puis 
cette  ligne  de  courant  dedoublee,  qui  d'abord  Spouse  les  contours 
de  I'obstacle,  les  quitte  en  P,  et  P2,  et  s'en  ecarte  en  laissant  le 
solide  a  l'interieur  de  la  region  qu'elle  delirnite. 

La  delimitation  est  obtenue  :  i°  par  deux  portions  gj4  et  T32  de  la 
paroi  solide;  2°  par  deuxlignesX,  etX2  inconnues  pour  le  moment, 
le  long  desquelles  il  y  a  glissement  du  lluide  mobile  sur  la  region 
de  fluide  qui  fait  corps  avec  le  solide  a  l'arriere.  Nous  supposerons, 
comme  repondant  a  la  realite  en  premiere  approximation,  que, 
comme  le  solide,  cette  derniere  region  est  immobile.  11  }  aura 
done  discontinuity  sur  les  lignes  X<  et  X2,  pour  la  vitesse,  mais  pas 
pour  la  pression. 

Nous  devons  rechercber  s'il  est  possible  de  realiser  une  telle 
configuration  de  mouvement  satisfaisant  a  toutes  les  conditious 
enoncees  plus  haut,  relatives  aux  equations  indefinies  et  aux 
equations  sur  les  frontieres  du  domaine  fluide.  Observons  que, 
aux  conditions  deja  enoncees,  nous  aurons  encore  a  joindre  la 
suivante  :  que  la  pression  doit  partout  avoir  des  valeurs  positives, 
car  pratiquement  Texp6rience  montre  que  la  pression  n'est  jamais 
negative  dans  an  fluide  en  mouvement  (sauf  dans  des  circonstances 
tout  a  fait  exceptionnelles,  et  d'une  fac,on  essentiellement 
instable). 

11  se  trouve,  et  nous  renverrons  pour  la  demonstration  de  cc 
fait  aux  Ouvrages  plus  defailles,  que  le  probleme  ainsi  pose  se 
presente  comme  impossible,  si  Ton  suppose  que  les  deux  bords 
X,  etX2,  de  ce  qu'on  pcut  appeler  \e  sillage  arriere,  viennent  a  se 
rejoindre  pour  circonscrire  a  l'arriere  du  solide  une  plage  de 
fluide  mort  d'une  etendue  finie.  Si  le  sillage  se  fermait  ainsi,  on 
montre  que  la  pression  deviendrail  necessairemenl  negative  d<ms 
des  regions  etenuues.  La  formule  (5)  prouve  qu  alors,  puis(jue  p0 
pent  elre  pris  arbitrairement,  la  vitesse  V  pourrait  devenir 
superieure  a  i.  Ces  circonstances  constituent  le  paradoxc  de 
M.  Brillouin, 

Done,  sillage  a  l'arriere,  et  silJage  indefini.  telles  sont  les 
hypotheses  qui,  pour  un  fluide  parfait,  permettent  d'echapper  aux 
consequences  inacceptables  des  paradoxes  enonces  precedemment. 
11  y  i>  done  lieu  de  voir  la  mise  en  oouvre  de  ees  hypotheses  par  le 
calcul. 
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Notons  auparavant  que  les  hypotheses  en  question  n'ont  pas  etc 
admises  sans  contestations,  au  moment  de  leur  introduction  dans 
la  theorie.  Lord  Kelvin  a  fait  notamment  diverses  objections,  dont 
la  principale  serait  que  le  mouvement  discontinu  defmi  comme 
plus  haut  ne  correspond  rait  pas,  pour  le  fluide^  a  l'energie  cinelique 
minima  (Nature,  1894 ;  Math,  and  Phys.  Papers,  I.  V,  p.  21). 
On  sait  quelle  importance  ont  pris,  dans  la  Mecanique  moderne, 
les  proprieties  de  minimum  qui  permettent  de  ramener  les  theories 
generates  a  un  meme  principe  de  calcul.  Pour  cette  raison,  il  est 
important  de  connaitre,  en  meme  temps  que  Tohjection,  la  fagon 
dont  elle  a  ete  dissipee  parM.M.  Brillouin  ( Annates  de  Physique 
et  de  Chimie,  t.  XXII,  191  1,  p.  433). 

Puisqu'il  s'agit  d'un  couranl  indefini,  l'energie  cinetique  totale 
est  evidemment  infinie,  si  on  la  considere  dans  tout  le  champ  du 
mouvement.  Mais  comparons  l'energie  cinetique  du  lluide  suppose 
ne  pas  contenir  d'obstacle  a  celle  du  fluide  contenant  l'obstacle, 
la  courbe  frontiere  du  champ  considere  etant  la  meme,  et  partout 
tres  eloignee,  dans  les  deux  cas.  S'il  s'agit  d'abord  du  mouvement 
continu,  la  vitesse  est  paraliele  a  Ox  et  egale  a  1,  sur  toute  la 
courbe  limite  et  au  dehors.  Soit  <p  1c  potentiel  pour  le  mouvement 
continu  avec  obstacle ;  l'exces  de  l'energie  cinetique  du  courant 
avoc  obstacle,  sur  l'energie  du  courant  libre,  est 

011  le  second  lerme  est 

*  vV1  dx  dy       a  vec       VV  ==  1 , 

en  appelant  <r  I'aire  interieure  a  la  courbe  limite,  y  compris  celle 
(juoccupc  le  solidc  dans  le  deuxicme  mouvement,  et  en  etendant 
lintegrale  double  a  Tespace  compris  entre  le  solide  et  la  courbe 
limite.  Or,  d'apres  la  formule  de  Green  et  1'equation  A 'f  —  o, 
on  peut  ecrirc 

2  J  T  dne  2 


X. 

2 


Prenons  comme  frontiere  de  noire  domaine  un  rectangle  de 
largeur  I  et  de  longueur  h  paraliele  au  courant  (fig.  34<)).  Calcu- 
A.  —  111.  34 
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Ions  d'abord  la  valour  E0  de  c  t  exces  d'energie,  quand  il  n'y  a 
pas  de  sillage  arriere  on  pas  de  discontinuity  dans  les  vitesses. 
Les  cdtes  paralleles  au  courant  ne  donneront  rien  dans  l'inte- 

grale         ==  o^ •  les  bases  soul  normales  au  courant  ^J— -  -  1:  i  j 

el  la  difference  des  valeurs  de  y  y  est  egale  a  A,  si  h  designe  la 

Kig.  349. 
h 


longueur  des  cotes  liorizontaux  du  rectangle,  puisque  sur  ces  cotes 
la  vitesse  est  restee  horizontal?  el  egale  a  1;  enfin  sur  la  paroi  du 

solide  ~-  est  nul,  puisque  la  vitesse  est  tangenticlle.  La  premiere 
integrale  est  done  egale  a  ^  h  X  /  =  ^  *  J  done  E0  est  nul. 

Au  contraire,  placons-nous  dans  lecasdu  niouvement  discontinu 
(  dont  nous  admcttons  provisoii  ement  l'existence )  et  caiculons  la 
nouvelle  valeur  E,  de  l'cxees  E.  Envisageons  toujours  la  menie 
portion  de  fluide  comprise  dans  le  rectangle  ci-dessus.  A  larriere 
du  solide,  a  une  distance  /?,  Ires  grande  du  solide,  le  sillage 
docoupe,  sur  le  cote  du  rectangle  normal  au  courant,  un  segment 
de  longueur  /, ,  le  long  duquel  la  vitesse  est  nulle;  sur  les  lignes 
de  discontinuity  \,  et  A2  qui  sont  des  lignes  de  courant,  la  vitesse 

normale       est  nulle  comme  sur  l'obstacle  :  le  debit  sortant  par  la 
dne  1 

base  arriere  du  rectangle  est  done  inferieur,  de  la  quantite  /,,  au 

debit  qui  entre  par  la  base  avant.  Ceci  necessite  que  dans  le 

niouvement  discontinu  la  direction  du  courant  reste  troublee  par 

la  presence  de  l'obstacle,  si  loin  de  celui-ci  que  Ton  se  place. 

D'autre  part,  nous  savons  que  dans  le  niouvement  discontinu  la 

vitesse  doit  etre  partout  inferieure  ou  egale  a  1  ;  elle  est  du  reste 

nulle  dans  le  sillage.  Soit  alors  <r,  l'aire  occupee  par  le  solide  et 

par  le  sillage,  a  Tinterieur  du  rectangle  ci-dessus  defini,  la  force 

vive  du  niouvement  discontinu   est  alors    surement  inferieure 
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a^(o-  —  o-,)(  et  par  suile  l'exces  E,  correspondant  au  mouvement 
discontinu  donnera 

Ei  <  -  (a  —  ffi)  —  -<x  <  o. 
i  i 

Done,  dans  le  mouvement  discontinu,  Venergie  cinetique  est 
moindre  que  dans  le  mouvement  continu  correspondant  au 
meme  obstacle, 

Cette  demonstration,  qui  s'etendra  delle-memeaux  mouvenients 
dans  l'espace  a  trois  dimensions,  fournit  une  methode  theorique, 
(jui  meriterait  d'etre  approfondie,  pour  aborder  l'etude  des  mou- 
venients discontinus  dans  l'espace. 

La  naissance,  dans  un  fluide  parfait,  desmouvements  discontinus 
de  la  nature  de  ceux  indiques  ci-dessus,  a  ete  elle  aussi  l'objet  de 
certaines  discussions,  qui  se  levent  assez  aisement,  si  l'on  veiit 
bien  observer  qu'il  s'agit  de  rcpresenter  ici  theoriquement  une 
sorte  d'etat  limite,  se  rapprochant  de  la  realite  d'une  fac,on  suffi- 
saniment  acceptable.  Or,  les  lluides  reels  ne  sont  pas  denues  de 
viscosite,  et  e'est  sans  doute  cette  viscosite  qui  joue  le  role  prin- 
cipal dans  l'etablissement  de  la  zone  arriere  a  peu  pres  stagnante, 
qui  se  trouve  representee  ici  par  notre  sillage.  Que  la  configuration 
ainsi  obtenue  se  rapproche  tres  etroitement  de  la  configuration 
reelle  qu'observe  le  physicien,  e'est  ce  qui  est  ind^niable.  Quoi 
qu'il  en  soit,  voici  comment  on  peut  envisager  la  naissance  de  la 
discontinuity,  a  la  maniere  d'un  bourgeon  a  double  paroi,  qui 
s'allonge  sans  que  l'extremite  en  soit  jamais  contournee  par  le 
lluide  (M.  Brillouin,  Annales  de  Physique  et  de  Chimie, 
1 91 1,  p.  1 46)-  La  surface  de  discontinuity  nait  le  long  de  la  paroi 
du  solide,  en  pai  tie  a  l'avant,  en  partie  a  l'arriere;  laissons  parler 
ici  M.  Brillouin.  «  Lorsque  deux  elements  venus  l'un  de  l'avant. 
l'autre  de  l'arriere,  viennent  s'accoler  pour  former  un  nouvel 
element  emanant  de  la  surface  du  corps,  ils  ont  des  vitesses  tan- 
gentielles  difl'erentes;  plus  exactement,  l'un  d'eux,  venu  de  l'avant, 
a  une  vitesse  tangentielle  finie,  il  se  detache  tangentiellement  de 
la  surface  du  corps  et  la  prolonge ;  l'autre,  auquel  cette  forme  de 
Mii face  imposerait  un  rebroussement,  a  une  vitesse  tangentielle 
nulle  en  ce  point;  en  de^a  le  long  du  solide,  et  au  dela  le  long  de 
la  surface  de  discontinuity,  la  vitesse  tangentielle  n'est  pas  nulle, 
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elle  croit  le  long  de  la  surface  de  discontinuite,  jusqu'a  la  pointe, 
ou  elle  devient  Ggale  a  la  vitesse  du  fluide  venu  de  l'aval,  et  egale 
a  la  vilesse  meme  avec  laquelle  la  pointe  de  la  surface  de  disconti- 
nuite s'avance  dans  1'espace  Cette  surface  nail  ainsi  conime  un 

vase  mince  dont  le  bord  tranchant  s'avance  dans  1'espace  en  meme 
temps  que  le  fluide.  » 

Admettons  done,  ce  qui  correspond  de  tres  pres  a  la  realite 
physique,  a  titre  de  cas  limite  pour  un  Huiile  tres  peu  visqueux, 
I'existence  de  diseontinuites  dans  les  conditions  envisagees 
ci-dessus,  et  vovons  la  mise  en  equations  du  problenie  mathe- 
niatiquc. 

Si  nous  poson> 

il  resulte  des  equations  (i),  (3)  que  I  on  a 


L'emploi  des  fonctions  de  variables- complexes,  et  la  methode  de 
la  representation  conforme,  vont  alors  nous  permettre  de  satisfaire 
a  toutes  les  conditions  que  nous  impose  le  problenie.  Notons  ici 
que  la  principale  difficulty  provient  de  ce  qu'une  des  conditions 
est  relative  a  la  ligne  de  discontinuite,  dont  la  forme  est  inconnue 
a  Tavance.  Nous  a\ons  deja  observe  qu'une  eertaine  ligne  de 
courant,  venue  de  l  avant,  devait  necessairement  se  subdiviser  en 
un  point  O  de  la  paroi,  pour  venir  envelopper  l'obstacle,  et 
dessiner  a  l'arriere  les  deux  bords  du  silla^e.  En  ce  point  O,  nous 
supposerons  que  -.p,  *|,  el  par  suite/  (definis  ehacun  a  une  constanle 
pres),  sont  tous  nuls. 

Representons-nous,  pour  preciser,  les  lignes  de  flux  et  les  lignes 
equipotentielles  dans  la  masse  fluide  en  inouveinent.  D'abord  les 
lignes  de  flux 

<b  =  C 

ont  la  configuration  (fig.  35o)  indiquee  en  traits  pointilles.  Celles 
qui  sont  au-dessus  de  la  ligne  singuliere  =  o,  qui  aboutit  en  O  et 
sedivise  ensuite,  s'obtiennent  en  faisant  varier  C  de  o  a  -f-  oo ;  celles 
qui  sont  au-dessous,  en  faisant  varier  C  de  o  a  — oo  .  Quand 
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le  point  x,  y  du  flnide  est  tres  loin,  on  a  sensible menl 


dj> 
dy 


d^ 
dx 


a  nne  constante  pres.  La  ligne  singuliere  ^  =  o  est  a  panir  de  O 
divisee  en  deux  branches  gj,  et  m2  avec  leurs  prolongements  res- 
pec  tifs  X|  et  X2. 

Les  Hgnes  equipotentielles 

tp  =  K 

coupent  les  precedences  a  angle  droit  (traits  pleins);  celle  qui 

Fig.  35o. 


passe  par  O  correspond  a  K  =  o,  c'est  cp  =r  u ;  celles  qui  coupent 
la  paitie  negative  Ox'  de  l'axe  Ox  s'obtiennent  en  faisant  varier 
K  de  o  a  — oo  ;  a  l'infini  on  a  sensiblement 

d®  do 

=  I,  — L  —  O,  <S>  =  X, 

dx  dy 

a  une  constante  pres.  Celles  qui  correspondent  a  K  variant  de  o 
a  -|-oo  coupent  orthogonalement  les  arcs  limiles  xsi\i  et  rar2X2  ; 
nous  les  tragons  seulement  dans  le  fluide  en  mouvement  :  chacune 
d'elles  est  interrompue  dans  l'obstacle  ou  dans  le  sillage  arriere  en 
deux  points  m,  et  m2. 
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La  relation 

/  —  f 

on  definit  alors  une  transformalion  conforme  de  la  portion  Hu  plan 
x  Oy  occupee  par  le  fluide  en  mouvement,  sur  le  plan  »0'}  de 
la  variable  complexe/  (  fig.  35 1  ). 


Fig.  35i . 


o 

tn,  A 

M, 

^1 

xnz  B 

M2 

^Z 

D'abord  varie  de  — oo  a  -hoc;  et  <p  egaiement.  Le  point  f 
decrit  done  tout  le  plan  oO'}. 

Au  point  x  =  o,  correspond  le  point  ./"  —  o.  Quand  o  est  negatif 
ou  nul,  ^  varie  d'une  maniere  continue  de  —  oo  a  -h  oo,  car  le 
long  d'une  ligne  d'egal  potentiel  KSo,  •]/  varie  de — x  a  +  x. 
Mais  si  cp  est  positif,  e'est-a-dire  le  long  d'une  ligne  d'egal 
potentiel  K>>  Oj  varie  soit  de  — oo  a  o  (branche  qm2),  soit  de 
o  a  -j-oo  (branche  mtq')  ;  au  point  m2  correspond  un  point  M2 
place  au-dessous  de  O cp  infinimenl  pres  de  O 3  ('}  === — o);  et  au 
point  mK    un  point  M,  au-dessus  de  O s  infiniment  pres  de  M2 

=  -|-o).  La  partie  du  plan  xOy  occupee  par  le  fluide  est  done 
representee  sur  le  plan  entier  cpO<},  avec  une  coupure  le  long,  de 
l'axe  positif  O'f ;  deux  points  M,  et  M2  d  abscisse  K  ^>  o,  infini- 
ment voisins  sur  les  deux  bords  de  cette  coupure,  etanl  les 
correspondants  des  deux  points  m{  el  m2  ou  la  ligne 

cp  =  K 

coupe  les  parois  Tzt  et  rz2  de  I' obstacle  on  leurs  prolongements 
X,  et  A2.  C'est  pourquoi  dans  le  plan  cp O'l  ainsi  coupe,  nous 
mettons  (fig-  35  i)  les  letres  n?t,  m2,  X,,  X2  sur  les  deux  bords  de  la 
coupure;  et  m2  correspondant  jusqu'aux  points  A  et  B  aux 
parois  rnt  et  m2 ;  X«  et  A2  aux  points  des  prolongements  a,  et  A2 
jusqu'a  l'infini  positif  sur  0<p. 

La  variable  /est  alors  fonction  de  z  et  inversement  la  variable  c 
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est  une  fonction  analytique  regulierede  /  dans  ce  plan  coupe  el  il 

en  est  de  m£me  de  ^  :  si  nous  reussissions  a  determiner  eelte 

dz  f 
d6rivee  -gj  en  fonction  de  /,  une  quadrature  donnerait  ensuite  z, 

et  il  ne  resterait  plus  qu'a  achever  la  discussion  et  le  calcul  de 
repartition  de  la  vitesse  dans  le  plan,  soit  en  eliminant  /*,  soil 
plutdt  en  le  conservant  comme  variable  auxiliaire. 

Vojons  done  de  plus  pres  quelles  sont  les  conditions  a  remplir: 
partout  a  l'infini  dans  le  plan  s,  sauf  dans  les  sillages,  la  vitesse  doit 
£tre  horizontale  et  egale  a  1;  on  devra  avoir  partout  1'equation  des 
pressions 

p  =  —  -  W1  -+-  const. 

2 

Mais  il  faut  avoir  soin  de  noter  que,  a  cause  de  la  presence  de 
discontinuity  pour  les  vitesses,  alors  que  la  pression  reste  conti- 
nue, la  valeur  de  la  constante  sera  differente  dans  le  sillage  et  a 
l'exterieur.  Dans  le  sillage,  W  est  nul,  et  Ton  a  p  =po ;  dans  le 
fluide  en  mouvement,  on  a  au  contraire,  comme  ei-dessns, 

P  =  />o+-  7  (f—  W*). 
t 

Le  long  des  lignes  de  discontinuity,  p  £tant  egale  a  p0,  W  reste 
constant,  et  egal  a  i  qui  est  sa  valeur  a  l'infini. 
Comme  on  a 

df  .  W* 

(8)  -j-  =  u  —  iv  =  r-, 

dz  U  -+■  IV 

on  conceit  qu'il  existe  des  cas  simples  ou  la  fonction  .  ^  puisse 
£tre  facilement  definie  au  mojen  de /. 

Exemple.  —  Par  exemple,  consiclerons  le  cas  d'un obstacle  forme 
d  un  segment  rectiligne  normal  au  courant.  Alors  les  plans  set/ 
fournissent  les  configurations  suivantes  ou  dans  le  plan  f  les  seg- 
ments to,  et  gt2  de  O'f  sont  egaux  et  de  longueur  k. 

Nous  allons  verifier  qu'on  peut  alors  poser 

df  s/f 


dz      i  y//,  H_  JJZTk 
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En  eflet,  pour  |  =  o,  o<^</:  (bord  superieur  de  la  cou- 
pure),  on  prendre,  les  radicaux  etant  arithmetiques, 


V/  =         \/f-k  =  * — ?i 


done 


les  points  correspondents  sont  done  alignes  sur  un  segment  OP, 

Fig.  35a. 


f 


p. 

o 

x, 

Pf 

<92  6 

de  l7axe  dans  le  plan  z,  et  la  vitesse  y  croit  du  reste  de  o  a  i . 
Pour  k  <lf  <  -f-oo,  nous  aurons,  au  bord  superieur, 

done  la  vitesse  sera  6gale  a  i  tout  le  long  de  la  ligne  correspon- 
dante  du  plan  z.  On  a  des  resultats  analogues  pour  1'autre  bord  de 
la  coupure;  la  partie  negative  de  l'axe  0<p  correspond  a  la  partie 
negative  de  l'axe  Ox, 

On  a  done  bien  realise  ice  la  correspondance  exigee  avec  toutes 
les  conditions  requises. 

Cas  general.  —  Mais  en  general,  pour  des  profils  d'obstaeles 

plus  compliques,  la  relation  entre  J  et  ^apparait  moins  facile- 

nient.  On  siinplifie  aiors  le  probleme  au  moven  d'un  artifice 
imagine  par  M.  T.  Levi-Civita,  qui  a  con  sac  re  a  cette  theorie  un 
Me  moire  fundamental  en  1907  :  Scie  e  leggi  di  resistenza 
(Circolo  Matematico  di  Palermo,  1. 1,  1907,  p.  1 ). 

Tout  d'abord,  on  remplacera  l'inconnue  ~  parson  logarithme 
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en  posant 

(9)  ^  =  €_,Q'      Q  =  «H-«'T1 
en  sorte  que 

(10)  %  =  ere-i®<, 

az 

%  represente  done  Tangle  que  fait  dans  le  plan  z  la  vitesse  de  la 
molecule  avec  Ox  et  cette  vitesse  elle-meme  est  W  =  eJ.  La 
condition  W  ^  i  sur  les  lignes  de  discontinuity  revient  done  a 
ecrire  T  =  o. 

Ceci  pose,  operons  une  transformation  conforme  qui  remplace 
le  plan  f  muni  de  sa  coupure,  par  Taire  d'un  demi-eercle  dans  un 
nouveau  plan  Z,  et  cela  de  fa^on  que  les  lignes  de  discontinuity  \\ 
et  X2  aient  leurs  images  sur  le  diametre  du  demi-cercie.  U  suffit 
pour  cela  de  poser  d'abord 

/=  F«, 

qui  donne  dans  le  champ  Fun  de  mi-plan ;  p«isy  en  appelant  <ft  et 
<p2  les  valeurs  de  (p  qui  correspondent  aux  points  Pe  et  P2  de  sepa- 
ration entre  les  lignes  is  et  X,  on  posera 

F  =  ^(v/?i-+- 

les  radicaux  etant  arithmetiques ;  on  a  ainsi  dans  le  plan  t  encore 
un  demi-plan,  mais  les  points  Pf  et  P2  correspondent  cette  fois  aux 
points  /  =  d=  i .  Au  point  F  ==  o  (/=  o)  correspond 

t  =  _  ^SmJji. 

Posons 

i£z^i  =  C0SJ(,,  I 

et  enfin 

nous  aurons  finalement  dans  le  plan  Z  la  representation  precisee 
par  le  dessin  ci-apres  (Jig.  353)* 

Aux  lignes  X,  et  a2  correspondent  les  rayons  situes  sur  I'axe  reel 
du  plan  Z;  aux  portions  de  paroi  ra,  et.  ma  correspondent  deux 
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arcs  de  la  circonference  |Z|=i,  le  point  de  separation  etant  le 
point  d'affixe  a'V 

La  fonction  U,  qui  etait  une  fonction  analytique  de  /,  devient 
une  fonction  analytique  de  Z  reguliere  dans  le  demi-cercle,  et 


Fig 

353. 

y 

-1  ° 

fXj)     1  X 

prenant  des  valeurs  replies  sur  l'axe  reel  OX,  puisque  T  y  est  nul ; 
on  peut  done  prolonger  cette  fonction  dans  le  demi-cercle  syme- 
trique  du  premier  par  rapport  a  Paxe  OX,  les  valeurs  prises  par  11 
aux  points  symetriques  devant  6tre  imaginaires  conjuguees. 

Observons  que  Z  =  o  correspond  a  /  =  oo  :  e'est  le  point  de 
separation  des  deux  lignes  de  discontinuity ;  la  on  a  8  =  o  et 
T  =  o,  done  Q(o)=^o.  Maintenant  il  est  clair  qu'une  fonction 
analytique,  reguliere  dans  le  cercle  de  rayon  i ,  telle  que  12  (o)  =  o, 
et  telle  que  sa  partie  reelle  prenne  des  valeurs  egales  deux  par 
deux  aux  points  de  la  circonference  limite  symetrique  par 
rapport  a  OX,  repond  a  la  condition  d'etre  reelle  sur  l'axe 
reel. 

Or  une  telle  fonction  est  entierement  determinee  des  qu'on  se 
donne  sur  la  demi-circonference  superieure  la  succession  des 
valeurs  de  6.  C'est  ce  qui  resulte  de  la  theorie  des  fonctions 
harmoniques  et  du  principe  de  Dirichlet.  La  fonction  ft  est  har- 
monique  dans  le  cercle  et  prend  sur  la  frontiere  des  valeurs 
connues;  done  on  sait  ecrire  son  expression  dans  tout  le  cercle, 
par  la  formule  de  Poisson ;  alors  la  fonction  conjuguee  T  en 
resulte,  a  une  constante  pres.  qui  est  elle-meme  determinee  par  le 
fait  que  T  doit  £tr.e  nul  en  O;  il  est  alors  nul  partout  sur  le 
segment  —  i  ,  -f-  i . 

Si  nous  supposons  momentanement  la  fonction  Q  (Z)  connue, 
la  relation 
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nous  donnera  par  un  calcul  facile 

( 1 1 )  dz  =  dx ■+- idy  =  e'  Qi»  ^/  =  y  e« Q<z> h-  J  —  a  cos i0)  (z  -  1  • 

Alors  de  simples  integrations  donneront  les  parois  gj,  et  m2,  et  les 
lignes  de  discontinuity  X,  et  X2,  en  observant  que  Z  =  e'**  corres- 
pond a  3  —  0.  Sur  une  paroi  gt,  ou  gj2,  par  exemple,  i'element 
d'arc  sera 

dm  =  \dz\  =  e-i\,dfl 
c'est-a-dire,  puisqu'on  peut  poser  Z  —  e'5,  avec  s  reel, 
dm  =  'iaJ<*-T|  cosi  —  cos*a||  sin s  ||  ds  |. 

L'angle  de  contingence  sur  tn,  ou  gj2  etant  egal  a  dfc>,  on  voitquele 
rayon  de  courbure  de  la  paroi  est 

(12)  S\  =  2a!r T(cos5  —  cos50)  sin;  ^« 

Cest  un  probleme  dont  la  difficulty  depasse  en  general  la 
puissance  de  l'Analyse  moderne,  que  de  determiner  la  fonction 
analytique  6  -f  *  T  par  la  connaissance  de  la  paroi,  celle-ci  pouvant 
etre  consideree  comme  donnee  par  la  relation  R  =  -7(0)  qui  lie 
le  rayon  de  eourbure  a  Tangle  0  (encore  cela  supposerait-il  que 
Ton  connaisse  exactement  d'avance,  et  le  point  O  de  bipartition 
a  l'avant  du  solide,  et  les  points  P,  et  P2  ou  il  convient  de  limiter 
la  paroi,  difficultes  que  nous  ne  pouvons  que  signaler  ici,  faute  de 
place).  M.  Levi-Civita  a  ramene  le  probleme  a  la  resolution  de  deux 
equations  integro-difFerentielles  a  deux  fonctions  inconnues.  On 
peut  le  ramener  a  tine  equation  unique  (H.  Villat,  Annates  de 
VEcole  Normale  superieure,  191 1,  p.  284)  a  une  inconnue  %(s)  : 


8  (*) 


(*)  (6)  —  Q(5)  dt 


11  a'est  pas  indispensable,  pratiquement,  de  resoudre  rigoureu- 
sement  eette  equation.  En  elTet,  si  Ton  se  donne  la  forme  de 
['obstacle,  la  facon  dont  doit  vaiier  &  —  <b(s)  quand  le  point  eis 
deciit  la  demi-circonference  |Z|=  1,  en  resulte  immediatement, 
le  point  z  correspondant  decrit  en  efTet  le  profil  P2OP,  dans  un 
sous  connu  ;  on  peut  done  se  donner  la  fonction  <!> (s)  telle  que 
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Ton  soil  assure  d'obtenir  finalement  un  profil  d'obstaele  ay  ant 
Failure  desiree,  et  l'on  peut  ensuite  modifier  apres  coup  plus  on 
moins  la  fonction  <I>  dont  on  est  parti,  pour  transformer  le  profil 
courbe  dans  le  sens  qui  conviendra ;  dou  des  solutions  qui 
peuvent  devenir,  aussi  approch£es  qu'on  voudra,  du  probleme 
physique  pose. 

Si  l'on  se  donne,  comme  on  vient  de  le  dire,  cette  fonction 
on  peut  en  deduire  la  fonction  Q(z)  de  bien  des  manieres;  en 
voici  une  tres  rapide  (H.  Villat,  bulletin  de  la  SocieU  mathe- 
matique  de  France,  igi 1,  p.  443)  qu'on  peut  legitimer  plus 
completement  par  des  raisonnements  pour  lesquels  je  dois  ren- 
voyer  aux  Memoires  detailles  : 

Soit 

0(Z)  =  6(X,  Y)-hiT(X,  Y) 

Posons 

Ztf=X-iY, 

on  a 

Q(ZU)=  eiX,  Y)  -  *T(X,  Y): 

et  l'on  voit  que 

a(Z)  +  Q(Za)  =  2e(5±^<  ^ir)' 

G'est  la  une  identite  par  rapport  a  Z  et  Z0.  Imaginons  que  nous  y 
fassions  Z  =  Z0,  il  viendra 

Q(Z)  ==  8(Z,  o). 

Or®(X,Y)  est  fourni  par  la  formule  de  Poisson  (c/.  Picard, 
Analyse,  t.  II,  p.  16) 

e(X,Y),=  —  /      *(#)  r  rds, 

ou  l'on  a  pose 

Z  =  X  + tY  =re"*\ 

c'est-a-dire  qu'on  a 

1.    r**  1  — Xs  —  Y» 

e(X,Y)=—    /      *(*)  ttt  rr-.  j  vl  vi  ds 

21?V0  i  —  ^(X  cos 5  -+-  Y  sin*)  -+-  Xs  -+-  Y* 

ll  vient  done 

1    r**  1  —  Z' 

v    '  '     2-nJ9  1  —  aZ  coss  -+-  Z» 
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Mais  l'hypothcse,  que  la  fonction  Q(Z)  prend  des  valeurs  conju- 
guees  aui  points  symetriques  par  rapport  a  1'axe  OX,  entraine 
comme  consequence 

(l4j  *('2  7T-5j  =  «l)(j), 

de  sorte  qu'il  restc  finalement 

tl5)  Q(Z)  =  -f  *(,)  \f=-^  =-Js. 

tzJo  I  —  ^Zcossh-Z* 

Enfin,  la  condition  Q(o)=o  implique,  comme  on  le  voit 
de  suite,  que  la  fonction  <t*(s)  soit  assujettie  a  la  relation  neces- 
saire  et  suflisante 


0f>) 


J'  4»(5)rfi=0. 
0 


Au  moyen  de  cette  formule,  on  peut  construire  la  solution  gene- 
rale  de  notre  probleme.  Une  premiere  difficulty  evidente  resle 
toutefois  en  suspens  :  si  Ton  veut  connaitre  ce  qui  se  passe  sur  les 
parois  gj,  et  nr2,  il  faul  calculer  les  valeurs  de  T  sur  ces  parois, 
c'est-a-dire  pour  les  points  Z  =  elt.  Or,  Inequation  precedente, 
valable  dans  le  cercle  de  rayon  i ,  ne  donne  pas  les  valeurs  de  T 
aux  frontieres,  si  l'on  ne  prend  pas  cerlaines  precautions  de 
calcul  :  la  fonction  sous  le  signe  somme  devient  en  effet  infime. 
comme     '  g  >  pour  s  ==  s,  si  Ton  a  remplace  Z  par  ei€. 

Pour  lever  rapidement  cette  difficulte,  nous  commencerons  par 
taire  remarquer  que  la  formule  (i5)  peut  etre  remplacee  par  la 
stiivante  : 

(i-)  G(Z)=  —   /      «!>(*)-     ;  <h 

en  retenanl  1'lijpothese 


<f>(  IT.  —  s)  =  «I»(.V  ). 

Cost  ce  (ju'on  verilie  de  suite.  On  a  de  plus  evidemment  le  droit 
d'ecrire,  en  supposant  le  point  Z  silue  au  voisinage  du 
point  e,£,  mais  pour  ['instant,  toujour*  a  l  interieur  de  la  circon- 
ferenre, 

o,  Z)  =  —  /     l*(  *  .  -  «hi  £ » I  -  -9 — r-  tts  h  1LJ  /        -  —  Tg  t/s. 
7     ?-^,'0  i  —  Ze~"  air  , '      i  —  Z  <?  <s 
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Or,  Z  £tant  intgrieur  au  cercle,  on  trouve  que 

d'ou 

(18)  Q(Z)^»(e)^^jT^[»(0-»(c)];^^;'>i. 

Gette  fonnule  conserve  un  sens  quand  Z  tend  vers  le  point  e<e, 
et  Ton  voit  que  la  partie  imaginaire  tend  vers  l'expression 

t  »ang  — 

ce  que  la  formule  (14)  permet  de  reduire  a 

T(c)=  -L  J* [<b(s)-*Kz))  (collZi  ^col£-~ij  ds, 

c'est~a-dire  enfin  a 

(19)  T(£) 

On  a  maintenant  tons  les  elements  necessaires  aux  calculs 
relatifs  aux  lignes  A,  X2,  rn1  tu2,  dans  chaque  cas  particulier. 

Pres$ion  exercee  sur  I' obstacle.  —  11  est  essentiel  d'ajouter  a 
ce  calcul  celui  de  la  resistance  6prouvee  par  le  solide  immerge, 
c'est-a-dire  de  la  pression  totale  qu'eprouve  celui-ci  de  la  part 
du  fluide.  M.  T.  Levi-Civita  a  determine  cette  resistance  par  un 
procede  mathematique  d'une  grande  elegance,  que  Ton  trouvera 
par  exemple  dans  notre  volume  Scientia,  mentionne  plus  haut. 
Le  procede  suivant,  un  peu  plus  long,  se  rattache  davantage 
au  sens  physique  de  la  question,  et  resulte  des  recherches  de 
M.  M.  Brillouin. 

Nous  partirons  de  ce  theoreme,  que  la  resultante  des  pressions, 
sur  un  contour  ferme  quelconque  situe  dans  le  fluide,  est  egale  a 
la  quantite  de  mouvement  que  le  fluide  entraine  hors  de  ce 
contour  pendant  l'unite  de  temps. 

En  effet.  pour  un  fluide  quelconque  de  densite  p,  on  a  d'ahord 


_  sine  r' 


<t>(s)-<i>(t) 


coss 


ds 
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l'equation  de  continuity 

dp      d(  'j  u )      d(pt> ) 

dl  A      dx      '      dj~  ~  °" 

Ajoutons  cette  equation,  multipliee  par  a,  a  l'equation  clas- 
sique 


„     dp       On         du  du 


nous  obtenons 


P        dx  ~"     dt     ^     dx  dy 

On  aura  une  equation  semblable  relative  a  l'axe  desy.  Done  la 
force  appliquee  a  l'eleraent  d'aire  du  fluide  est  £gale  a  la  sonime 
de  l'augmentation  locale  de  la  quantite  de  mouvement  et  de  la 
quantite  de  mouvement  entrainee  par  le  fluide  hors  de  l'aire 
envisagee.  En  faisant  X  =  o,  supposant  le  mouvement  perma- 
nent, et  transformant  1'integrale  double  de  ~,  appliquee  a  toute 

l'aire  interieure  a  un  contour  donne,  en  une  integrate  le  long 
du  contour,  on  a  de  suite  le  theoreme  annonce. 

Si  done  nous  appejons  a,  ^  les  eosinus  directeurs  de  la  nor- 
male  n  an  contour,  exterieurement  a  l'aire  envisagee,  et  ds  l'element 
d'arc  du  contour,  compte  dans  le  sens  positif  qui  laisse  l'aire  a  la 
gauche  du  parcours,  on  aura  les  formules 

(20)  J p*  ds  z=  J (au  +  $v)u  ds. 
et 

in)  dx  =  —  £  ds.       dy  =  ids 

les  integrates  ci-dessus  etant  etendues  a  tout  le  contour. 

Prenons  maintenant  comme  contour  ferme  celui  qu'indique  la 
figure  3f>4,  O  P,  Q,  QQ2P2O,  dont  la  partie  QiQQj  est  supposee 
tres  eloignee  du  solide;  nous  anions  done 

(aa)  /  pxds^t-  I  (au  +  pO"^ 


-.f 


puds  1-  ( a  u  -+-  (3  v )  u  ds . 
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Mais, sur  le  premier  cheinin,  on  a  <xu-{-$v=  o,  carin,-f-X|-hi5T2-4-X2 
est  une  ligne  de  courant;  done  la  seconde  integrale  de  gauche 

Fig.  35$. 


di  spa  rait .  D'autre  part,  la  pression  est  constante  ( —  p0)  le  long 
de  X,  et  Xf)  et  Ton  peut  sans  inconvenient  la  supposer  nulle  en 
reduisant  l'equation  des  prcssions  a 

^  =  I(,-\V*)I 

car  tine  pression  constante  p0  appliquee  sur  tout  un  contour 
fermc  dunne  line  rcsultante  evidemment  nulle.  Alors  le  premier 
mem  lire  de  (22)  se  reduit  a 


J pa  ds. 


Or  e'est  justement  aussi  a  quoi  se  reduit  la  eomposante  Px  de  la 
pression  totale  sur  le  solide.  On  a  done 


-X 


pa  ds  ■+-  (au  -1-  p  p )  u  ds. 


On  vient  de  rappeler  que 


doin 


et  Ton  aura  de  meme 


a(  u*  --+  v- )  4-  ■>.u{uol  -+-  p  (i  )  J 


2  ^O.QQ, 
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Ces  r6sultats  se  condensent  en  la  formule  unique 
(*4)  P  =  Pr-+-iPx  =  -i  f  (dx-idy) 

■+■  -  /      (  a  —  'V)'  (dx     i  £(y J. 
M  .  2c/VtQQ, 

Mais 

u.  —  ic  =  w  t=     '  Qiz>, 

d'ou  enfin 

(a5)  P=— -  T      rf:r  —  id^-h  -  f  <j-«to 

Appliquons  ce  resultat,  en  supposant  que  le  contour  Q,  QQ», 
extrdmement  eloigne,  soit  represents  sur  le  plan  Z  par  une  petite 
demi-circonference  de  centre  O,  et  de  rayon  8.  Posons  done 

Z  =  8<?'Y  (o<y<«). 

On  trouvera  de  suite 

Q(Z)  =  8e'Y  UT(o)  H  tt*(o)  -+-. . 

rf*  =  etQd/=  l!|n-t«e'YQ'(o)  ■+■  ^"'T{iQ»-  Q'»(o)] -+-... J 
x  £$e'YH-£«-<r —2cos*0J  x  (Wy  —  |«-'Y^  trff, 

e'est-a-dire 

dz  =  |  —  J?*""**  +  ft—         °'(o)  -+-  2  cos50  e-'Yj 

■+■  ^[Q'*(o)  —  iQ'(o)}  -h2tcos*0  Q'(o) 

■+■  des  termes  contenant  8  en  facteur  j; 

d'ou,  en  changeant  le  signe  de  i, 

<ir  —  i  dy  =  —  ^  d-\  j  —  ^  e»'Y  -+-  ^  [«V1  Q'(o)  -+-  2  coss0  c'Y] 

+  l|Q'»(o)+('0'(o)] 

—  2 t  cos  50  ^'  ( «> )  ■+■  termes  en  8  | . 

Com  me  on  a 

cette  derniere  expression  s'obtiendra  au  contmire  en  partant  de  la 
A.  —  111.  35 
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premiere  et  en  changeant  le  signe  de  Q,  ce  qui  donne 

c-iitoa\dt-  ~~rfY  j  —  ft  e  "Y  "+■  'TQ'(o)-4-acos*te-«Y] 

-*.I[Q'»(o>-f-tirfo)] 

—  21  cos Q'(°)  ■+*  tcmes  en  8  j. 
Done  il  vient,  en  portant  dans  (25), 

-+-  t"Q*(o)  -+-  Q'(o)  ~  4«  cos^o  D'(o)-hdx (...)|. 

Les  termes  en  eos2y  et  cosy  donnent  ze>o  dans  l'int£gration,  et  il 
reste,  quand  on  fait  tendre  o  vers  zero, 

4P  =  iir«s{Q'*(o)^/[Q"(o)  — 4coss0Q'(o)]|, 

cest-a-dire 

|   Py  =  1trt*^C'(o)CO350—  ^Q"(0)J  . 


(*7) 


La  illume  methode  permet  d'evaluer  le  moment  resultant,  par 
rapport  a  1'origine  du  plan  z,  des  pressions  qui  s'exercent  sur  le 
profil  solide.  En  diet,  on  pent  comme  ci-dessus  reduire  pn  a  zero 
sans  inconvenient;  de  plus,  on  a  le  theoreme  suivant,  dont  la 
demonstration  est  analogue  a  celle  dont  on  s'est  deja  servi  :  le 
moment  resultant  des  pressions  est  egal  au  moment  des  quantites 
de  mouveinent  entraine'es  par  le  fluide  hors  du  contour  ferme  pen- 
dant 1  unite  de  temps.  On  a  done 

;)R  =      /      —  p{ot.  y  —  fix  )  ds 

''\\  OF, 

=  —  /       p(<*y  —        ds  -4-  (%u  n-  $v)  {ay  —  vx)  ds, 
-  Q,QQ, 

e'est-a-dire 


Oil 


—  -  /       [  ->a  an  -+-  J3f )  (u  v  -  vx)  —  (a1—  v%){*y  —  $x)]  dst 
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ou  bien 


,7TL  =  —  -  /      (x  dx  -+-y  dy) 

—  "  /      [(u* ~~vt)y  —  iuvz\ dy  —  [(a1—  t>*)x     zuvy]  dx, 
2  *Mh  QQi 

ou  enfin 

4  7  JQ>QQ< 

le  symbole  Si  signifiant  que  I  on  doit  prendre  la  partie  reelle  de 
I'expression  ecrite. 

Le  moment  etant,  par  sa  definition  meme,  independant  de  la 
ligne  Q,  QQ2  sur  laquelle  on  faitle  calcul,  nous  choisirons  la  meme 
ligne  tres  Eloignee  que  ci-dessus.  Dans  les  deux  termes  de  OH  les 
termes  qui  deviennent  tres  grands  pour  8  tres  petit  se  compen- 
seront  exactement,  les  termes  qui  tendent  vers  zero  avec  o  sont 
negligeables,  et  il  n'j  aura  a  ^valuer  que  les  termes  finis  non  nuls. 
Comme  z  et  e~*'®[Z)dz  contiennent  tous  les  deux  des  termes 

en  ^>  il  suffira  de  pousser  le  developpement  de  ces  deux  expres- 
sions jusqu'aux  termes  en  82  seulement.  D'ou  une  Evaluation 
de  qu'il  sera  facile  d'obtenir  dans  chaque  cas  particulier, 
et  qu'il  est  inutile  d'ecrire  ici  dans  le  cas  general. 

Des  calculs  simples,  que  je  ne  reproduis  pas,  et  que  le  lecteur 
retablira  du  reste  aisement  au  mojen  des  formules  generates 
etablies  ci-dessus,  fournissent  la  solution  complete  du  cas  typique 
ou  le  profil  solide  est  constitue  par  deux  segments  rectilignes 
OPt,  OP2,  Le  point  de  subdivision  du  courant  coi'ncidant  avec 
le  sommet  de  Vangle  P,OP2-  Si  8  zb  a  designent  les  angles 
de  OP,  et  de  OP2  avec  O #,  il  suffit  de  prendre  ®(s)  egale  respec- 
tivement  a  ces  deux  constantes  sur  les  deux  arcs  de  la  circonference 
du  plan  Z  correspondant  a  nr,  et  gj2.  On  trouve  ainsi  pour  Q  la 
fonction  particuliere 

La  determination  choisie  pour  le  logarithme  est  celle  qui  se 
reduit  a  i^s0 —       pour  Z  =  o,  et  que  Ton  suit  par  continuity. 
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La  condition  generale  (16)  implique  entre  les  constantes  la 
relation 


<»9>  *.|(.  +  !) 


Eii  supposant  a  =  ^  (^sQ  =  8-1-  ^  j>  le  probleme  traite  est  alors 

celui  de  la  lame  recliligne  unique  P«OP2  placee  devant  le  courant 
sous  une  inclinaison  s0.  On  trouve,  par  l'application  des  formules 
generates,  que  la  longueur  totale  /  de  cette  lame  est 

/  =  a*(  4      tt  sinso). 

On  trouve  d'autre  part 

<**  it 

Pr  =  a*ic  sins«0,       Py  =  sinaf©: 

2 

d'ou  une  formule  celebre,  due  a  Lord  Rayleigh,  qui  donne  la 
resistance  directe  rapportee  a  l'unite  de  longueur  de  la  lame  : 

(3o)  &  ™$in,5° 


Dans  ce  dernier  exemple,  ou  Ton  suppose  a  =  ^ ,  la  difficulte 

soulignee  an  debut  du  paragraphe,  relative  a  la  position  du  point 
de  bipartition  du  courant,  se  trouve  avoir  disparu  d'elle-m6me. 
Le  calcul  determine  apres  coup  les  longueurs  OP«  et  OPt  des 
deux  portions  de  la  lame  unique,  et  la  position  du  point  O  sur 
cette  lame  en  resulte  en  fonction  de  l'inclinaison.  Mais,  dans  le 


cas  oua^  -,  si  a  et  8  sont  donnes,  s0  en  resulte  par  la  condi- 
tion (29),  et  les  longueurs  OP,,  OP2  etant  ensuite  determinees 
a  posteriori  par  les  equations  anterieurement  mises  en  evidence, 
on  voit  bien  que  le  probleme  ne  se  trouve  resolu,  pour  l'obstacle 
forme  de  deux  lames  OP,,  OP2,  que  dans  le  cas  particulier  ou  le 
rapport  des  deux  longueurs  OP,,  OP2  possede  justement  la  valeur 
precise  que  donne  le  calcul  en  question. 

En  general,  done,  le  probleme  n'est  pas  resolu,  me  me  pour  Tobs- 
tacle  si  simple  dont  on  vient  de  parler. 

II  y  a  la  une  grosse  et  importante  difficulte.  La  premiere  idee 
qui  se  presente,  pour  lever  cette  difficulte,  consiste  a  deplacer  le 
point  mort,  ou  le  courant  se  subdivise,  et  a  ne  plus  le  supposer  en 
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coincidence  avec  le  point  commun  aux  deux  segments.  Le  procede 
reussit  pour  a  >  ^,  c'est-a-dire  si  Tarete  vive  de Tobstacle  n'est 
pas  directement  opposee  au  courant.  Au  contraire,  le  procede  est 
inapplicable  si,  a  elant  <  ^,  le  bee  de  Tobstacle  est  devant  le 
courant.  Gela  tient  a  la  nature  de  la  discontinuity  de  la  fonc- 
tion<I>(5)  au  point  elSi  qui  correspond  a  la  separation  des  deux 
segments.  On  peut  montrer  que,  en  un  tel  point  de  discontinuity 
pour &(s),  le  coefficient  de  i  dans  Q(z)  devient  necessairement 
infini,  positif  ou  negatif,  selon  que  la  difference 

4>(si  -+-  o)  —  4>(f,  —  o) 

est  inferieure  ou  superieure  a  7t.  Cette  difference  etant  dans  le  cas 
actuel  pr^cisement  egale  a  2a,  on  apercoit  la  raison  du  fait  enonce 

dans   ce   qui   precede   :  pour  a  >  ~»  T  devient  egal  a  —  00, 

etW  =  eT  devient  nul  au  point  O;  il  n'en  resulte  rien  d'anormal; 

au  contraire,  si  a  <  ^,  W  deviendra  6gal  a  -}-oo,  et  la  pression  p 

a  — 00,  conclusion  inadmissible  pour  toute  application  physique. 
II  est  done  necessaire  d'admettre  dans  ce  cas  (ce  que  du  reste  fait 
prevoir  l'observation)  que  la  ligne  de  courant  venue  du  point  I  de 
bipartition  (place  sur  OP2  par  exemple),  line  fois  arrivee  en  O,  se 
detache  du  profil  solide  dans  la  direction  10,  pour  laisser  a  sa 
droite  une  plage  de  fluide  mort  accol£e  a  OP  .  Cette  plage,  si  le 

Fig.  355, 


point  1  est  tres  voisin  de  O,  sera  peu  etendue,  et  interessera  une 
faible  portion  OJ  de  la  lame  OP,  ;  elle  sera  sSparee  du  courant 
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general  par  une  ligne  X,  le  long  de  laquelle  la  vitesse  sera  cons- 
lante,  plus  petite  que  i,  et  non  forcement  6gale  a  i .  Si  le  point  1 
s'eloigne  de  plus  en  plus  du  point  O,  on  conceit  que  la  plage  OJ 
sera  de  plus  en  plus  etendue;  il  pourra  m£me  arriver,  pour  une 
inclinaison  suffisantc,  que  le  point  J  atteigne  le  point  P,,  et  a  partir 
de  ce  moment  la  lame  OP,  ne  jouera  plus  aucun  role,  devenant 
completement  noyee  dans  le  sillage  de  la  lame  OP2. 

Les  configurations  qu'on  vient  de  decrire  sont  possibles  a 
realiser.  Mais  la  presence  de  la  ligne  A  supplementaire  compliqfue 
beaucoup  la  question;  mathematiquement,  il  s'agit  maintenant 
d'un  tout  autre  probleme,  dont  nous  reparlerons  un  peu  plus  loin 
(cf.  H.  V.,  Annates  de  la  Faculie  des  Sciences  de  Toulouse, 
1915,  p.  375-404). 

Avant  de  quitter  le  probleme  type  dont  nous  nous  sommes 
occup£s  jusqu'ici,  nous  devons  signaler  les  divers  genres  de  diffi- 
cultes,  souvent  impossibles  a  deceler  a  priori,  qui  peuvent  apres 
coup  rendre  illusoire  la  solution  exposee  plus  haut. 

Tout  d'abord,  comme  nous  l'avons  vu,  la  vitesse  W(=e')  ne 
doit  nuile  part  devenir  superieure  a  1  dans  le  fluide;  cela  exige 
que  T  soit  partout  negalif  011  nul,  el  comme  il  est  nul  sur  le 
diametre  horizontal  du  domaine  demi-circulaire,  et  comme  d'autre 
part  c'est  une  fonction  harmonique  reguliere  dans  le  demi-cercie, 
il  suftira  de  s'assurer  qu'il  est  negatif  ou  nul  sur  toute  la  demi- 
cireonference  frontiere.  Or  cette  derniere  condition  n'estnullement 
assuree  a  priori,  et  elle  impose  a  la  fonction  arbitraire  <t>(s)cer- 
taines  limitations. 

En  second  lieu,  il  faut  que  quand  on  revicnt  du  plan  Z  au  plan  z, 
par  l'intermediaire  de  la  formule 

dz  =  e&w^dZ, 
aii 

il  ne  se  presente  pas  d'impossibilites.  Or  il  peut  arriver  que  les 
courbes  qui  limitent  le  fluide  en  mouvement,  construites  au  moyen 
de  cette  formule,  se  recoupent,  soit  elles-m£mes,  soit  les  unes  les 
autres,  ce  qui  est  physiquement  inacceptable.  C'est  la  une  diffi- 
cult singuliere,  qui  dans  la  theorie  de  la  representation  conforme 
n'avait  pas  encore  etudiee,  et  qu'il  eta  it  malaise  de  prevoir  :  aucune 
regie  n'existait  encore  dans  cette  theorie,  permettant  de  prevoir, 


CH4FITRE  XXXVI.  —  MOU VBMKNTS  PAR ALLELES  A  UN  PLAN  FIXB.  55l 

sur  la  representation  conforme  de  la  derivee  d'une  fonction,  les 
recouvrements  possibles  dans  la  representation  de  la  fonction  elle- 
m^me,  M.  Brillouin  a  le  premier  mis  en  evidence  cette  source  de 
difficultes. 

On  trouvera  dans  un  Travail  special  ( H.  V. ,  Journal  des  Mathe- 
matiques  pures  et  appliquees,  1914,  p.  231-290)  un  certain 
norabre  de  resultats  concernant  les  restrictions  a  apporter  a  la 
fonction  du  fait  des  ordres  de  difficultes  qu'on  vient  de 

signaler.  Sans  pouvoir  entrer  ici  dans  les  details,  enoncons  seule- 
ment  quelques  theoremes  : 

Bin  nous  bornant  a  des  mouvements  symetriques  par  rapport 
aOi,  les  difficultes  relatives  aux  vitesses  sont  evitees  si  Ton  a 

<!>(*)  cos*  =  fonction  croissante  de  *, 

pour 

o<*<  *, 
2 

ou  bien 

4>'(*)sin*  s=  fonction  croissanle  de  *, 

ou  bien 

<&"(*)  cos*  =  fonction  croissante  de  < 

avec 

4>'(h-  o)  =  o, 

Ou  bien 

<|>w(*)sin*  =  fonction  croissante  de  * 

avec 


<p'(-4-0)  =  0 


Ces  theoremes  sonl  compatibles  avec  des  formes  d'obstacles 
quelconques.  Tous  les  profits  concaves  vers  le  courant  se  rattachent 
au  premier  des  theoremes  ci-dessus. 

Pour  les  profils  convexes,  lorsque  ces  resultats  ne  se  trouvent 
pas  applicables,  on  a  encore  celui-ci  :  les  vitesses  sont  certaine- 

nient  acccptables  si  la  fonction         reste  croissante  dans  l'inter- 
1  sin* 

Yalle  o, 

1 

Quant  a  la  difficulty  relative  aux  recoupements,  elle  ne  se 
presente  pas  pour  les  proCtis  concaves  vers  le  courant,  des  que  la 
fonction  ne  sort  fas  des  1  i m i +n,  — n;  pour  d'autres 

formes  de  profil,  on  a  des  resultats  tels  que  le  suivant :  si  &(s)  reste 
inferieur  ou  egal  a  <&(-{- o)  entre  oet-,  et  si  <!>'(*)  sin  J  est  une 
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fonction  croissante  dans  cet  intcrvalle,  la  difficulty  en  question  est 
encore  evitee. 

A  I'examen  des  difficultes  eventuelles  que  nous  venons  de 
signaler,  se  rattache  une  definition  tres  importante,  que  nous 
devons  noter. 

En  general,  le  calcul  qui  fournit  a  posteriori  les  lignes  X,  et  X2 
donne  pour  celles-ci,  en  P,  et  P2,  des  rayons  de  courbure  nuls. 
Cela  exige  pratiquement  que  I'obstade  P,  OP2  soit  a  bords  tran- 
chants,  de  fagon  que  les  lignes  de  discontinuity  puissent  s'incurver 
eirectivement  a  l'arriere,  sans  etre  genees  par  la  portion  du  profil 
de  l'obstacle  noyee  dans  le  sillage  arriere.  Or  le  cas  pratiquement 
le  plus  interessant  est,  au  contraire,  celui  ou  l'obstacle  a  un  profil 
donne  (par  exemple  ou  il  a  la  forme  generate  d'une  proue  de 
navire)  tel  que  l'indique  le  dessin  ci-dessous  {fig.  356). 

Fig.  356. 

.2*  — 


Les  points  P,  et  P2  sont  alors  des  points  du  profil,  non  pas 
quelconques,  puisqu'ils  sont  determines  par  le  calcul,  mais  sans 
propriety's  geometriques  particulieres  sur  ce  profil.  En  ces  points, 
les  lignes  A,  et  A2  doivent  se  detacher  tangentiellement,  avec  des 
rayons  de  courbure  egaux  (ou  au  moins  egaux)  aux  rayons  de 
courbure  de  la  paroi  solide  en  ces  memes  points.  M.  M.  Brillouin 
appelle  proues  les  profils  P,  OP2  tels  que  les  lignes  de  discontinuity 
s'en  detachent  avec  un  rayon  de  courbure  non  nul.  En  supposant 
le  profil  et  le  mouvement  symetriques  par  rapport  a  Ox^  j'ai 
fait  voir  que  la  condition  dVxistence  d'une  prone  etait  la 
suivantc  : 

no  /"'J^U  = 

Jn     situ  \'i  J 

Considerons  roujours  le  probleme  general  d'un  obstacle  dans 
un  courant  indefini.  Nous  voulons  mettre  en  evidence  encore  deux 
points  essentiels. 
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Le  premier  de  ces  deux  points,  dont  il  a  ete  deja  question  plus 
haut,  est  que,  pour  certaines  configurations  d'obstacles.  le  pro- 
bleme  pose  ne  s'est  pas  rrouv6  encore  recevoir  de  solution  :  par 
exemple,  pour  le  cas  ou  l'obstacle  est  forme  par  un  diedre  P,  OP2 
tournant  sa  pointe  vers  le  courant,  lorsque  le  point  de  bipartition 
ne  coincide  pas  avec  la  pointe  elle-mSme,  c'est-a-dire  lorsque  Tin- 
clinaison  du  profil  n'est  pas  tres  particuliere.  Nous  avons  deja 
indique  comment  il  faudrait  sans  doute  envisager  la  question  en 
pareils  cas.  Si  nous  faisons  la  representation  du  champ  qu'indique 
la  figure  355  sur  le  plan  de  la  variable /,  nous  voyonsqu'on  obtient 
la  representation  suivante,  en  supposant  encore  que  Ton  ait /=o 
au  point  O  : 

Fig.  357. 

t 

"CO.  T33  X. 


La  relation  f  —  t*  nous  fera  passer,  de  ce  plan  coupe,  au  demi- 
plan  superieur  dans  le  domaine  de  la  variable  /  (=  £,  -\-it%) 

Fig.  358. 


trr, 

rrf 

Puis  la  transformation 

-    f  dt 

Jm  s/{t  —  a)  it  —  b){t  —  e)(t  —  d) 

dans  laquelle  0,  6,  c,  d  designent  les  abscisses  des  points  de  la 
figure  precedente,  fera  eorrespondre  a  ce  demi-plan  1'aire  dun 
rectangle  dans  le  plan  Z, .  On  pent  alors  poser,  en  designant  par 
w',  et  io3  les  demi-periodes  (reelle  et,  imaginaire  pure,  respective- 
ment)  des  fonrfions  cllipliques  introduites  : 

_  (  p'  (  Z 1  |  (o ',  (o 3 )  —  p'  (  y  |  io u>3  )       a  -4-  b  ■+•  c  -+-  d 
"  *  P(7-\  !<*>',  u>'3)  -  p (  Y  |  w't  w'3 )       "  4  ' 


y  £tant  une  constante  reelle  convenable;  le  rectangle  du  plan  Z,  a 


554  EQUILIBRB  ET  MOU YEMEN?  DBS  MILIEUX  CONTSNUS- 

pour  sommets  les  points 


-I- 
2 


11  s'agira  ensuite.  dans  ce  rectangle,  de  construire  une  fonction 
analytique  Q(Z, ),  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  (nous 


Fig.  359. 


•TO 


conservons  les  notations  me'mes  utilises  plus  haut)  : 

La  partie  r^elle  de  0  doit  Stre  egale  a  a  —  8  sur  gi,  a  —  a  —  h 

sur       a  —  a  —  8  -f- it  sur  tu,  . 

Le  coefficient  de  «  dans  U  doit  Stre  nul  sur  X,  et  Xa,  egal  a  — -  a 

sur  X;  a  designe  ici  une  constante  positive,  egale  a  logW,,  si  W, 

est  la  vitesse,  constante  ou  inferieure  a  1,  du  fluide  sur  X. 

On  peut  obtenir  une  telle  fonction  Q(Z,)  soil  en  appliquant 

certains  resultats  du  Memoire  de  M.  H.  Villat  des  Acta  mathema- 

tica  (19 16,  p.  101-178),  soit  en  transforniant  le  rectangle  en  une 

demi-couronne  circulaire,  par  la  relation 


et  en  faisant  usage  d'une  forniule  qu'il  a  demontree  (Circolo  di 


9*,^  I  X 


Palermo,  1912,  p.  1 34-i  7^>-  Voicile  resultat  :  les  deux  circonfe- 
rences  limitant  lu  couronne  ont  pour  rayons  1  et  q  \  =  e    w'  / 1 
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ce  dernier  plus  petit  que  i ;  en  posant  aiors 
on  parvient  4  la  fonclion  suivante  : 


(Si)  0(Z)  =  ilog 


to. 

On  prend  pour  logZ  la  determination  principale,  et,  pour  le  loga- 
rithme  du  quotient  des  fonctions  tf,  la  determination  egale  a  i  fz 
pour  Z  =  i ,  suivie  ensuite  par  continuity. 

L'existence  m£me  de  cette  fonction  exige  que  Ton  ait  la 
condition 

(S3)  it  —  22  —  50-»-a-^=o. 

La  question  est  alors  encore  loin  d'etre  resolue.  Car  il  faut  6tre 
assure  de  pouvoir  choisir  les  parametres  dont  dependent  les  equa- 
tions, a  savoir,  ro,,  T33,  a,  s0,  y,  de  facon  que  d'abord  nulle  impos- 
sibility ne  se  presence  qui  rende  la  solution  illusoire,  et  ensuite  de 
facon  que  cette  solution  corresponde  bien  a  la  configuration  de  la 
figure  355,  c'est-a-dire  en  partieulier  de  facon  que  le  point  O  se 
trouve  bien  sur  le  prolongement  du  segment  JP,.  D?ou  une  discus- 
sion a  faire,  dont  on  apercoit  les  elements.  Bornpns-nous  a  dire 
qu'il  resulte  de  cette  discussion  que  la  solution  ci-dessus  est  eflec- 
tivement  acceptable  pour  des  valeurs  convenables  des  parametres. 
Je  me  permettrai  de  renvoyer,  pour  le  detail,  soil  aux  Memoires 
cites  plus  loin,  soil  au  livre  de  la  Collection  Scientia  consacre  a 
ces  questions.  [Apcrcus  theoriques  sur  la  resistance  des  Jluides 
{Collection  Scientia,  Paris,  Gauthier-Villars),  a  paraitre  inces- 
samment.) 

Par  des  procedes  tels  que  celui  dont  on  vient  de  se  servir,  on 
voitdonc  qu'en  general  le  probleme  du  mouvement  permanent,  en 
presence  d'un  obstacle  donne,  comporte  une  solution  repondant 
aux  principes  ci-dessus,  et  comportanl  un  sillage  en  repos  a 
Tarriere. 
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Le  second  point  essentiel  sur  lequel  nous  desirons  attirer  l'atten- 
tion  est  ceiui-ci  :  il  y  a  des  cas  ou  Ton  peut  trouver,  non  seulement 
une  solution  de  ce  genre,  mais  au  moins  deux.  R^sultat  assez 
inattendu,  et  qui  ouvre  une  nouvelle  categorie  de  questions  :  s'il  y 
a  plusieurs  solutions,  laquelle  correspond  le  mieux  a  la  r£alit6 
physique?  Sans  eJucider  ce  point  ici,  nous  nous  contenterons 
d'indiquer  rapidement  un  cas  de  double  solution. 

II  suffit  de  considerer  un  diedre  P,  OP2  analogue  a  celui  dontil 
a  et6  question  plus  haut,  mais  place  la  pointe  en  arriere.  Le  pro- 
bleme  peut  alors  £tre  traite  exactement  par  1c  procede  explique  au 
d£but,  en  formantau  mojen  de  la  formule  ( i5)  une  fonction  Q  (z) 
qui  prenne  sur  la  frontiere  |Z|  =  i  les  valeurs  constantes  definies 
par  les  inclinaisons  des  deux  lames  sur  le  courant;  la  ligne  qui  se 
subdivise  en  I,  sur  OP,  par  exemple,  suit  exactement  le  profil  de 
Tobstacle,  de  part  et  d'autre,  ne  s'en  detachant  qu'en  P4  et  P2. 
On  s'assure  aisement  que  Ton  peut  disposer  de  la  position  du 
point  I,  et  de  la  valeur  des  parametres  qui  interviennent,  pour 
obtenir  une  solution  qui  corresponde  a  un  profil  P,  OP2  donne 
en  grandeur  et  en  direction. 

Mais  on  peut  obtenir  une  autre  solution  en  imaginant  qu  il  se 
soit  forme\  au  voisinage  de  l'angle  O,  une  region  ( fig.  36 1 )  de 

Fig.  36i. 


fluide  mort  le  long  de  laquelle  le  fluide  glisse  apres  s'etre  detache 
de  la  paroi  OP2  (par  exeniple)  pour  aller  se  raccorder  plus  loin  a 
la  paroi  OP,.  Le  long  de  la  ligne  A  qui  delimite cette region  morte, 
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la  vitesse  du  fluide  sera  constante  et  plus  petite  que  i .  On  se  trou- 
vera  en  presence  d'une  configuration  tres  analogue  a  celle  qui  a 
ete  etudiee  drns  le  paragraphe  anterieur,  et  Fon  peutl'aborder  par 
les  m£mes  procedes.  Le  probleme  sera  resolu  par  l'introduction 
d'une  fonction  &(z)  de  m^me  provenance  que  la  precedente.  Mais 
la  condition  d'alignement  des  points  OJP,  devra  6tre  remplacee 
par  une  autre,  concernant  la  ligne  X  :  il  faudra  que  ceHe-ci  soit 
tout  entiere  en  avant  de  Tangle  P,  OP2,  de  facon  quel'existence  de 
la  plage  morte  soit  compatible  avec  celle  de  l'obstacle  lui-meme. 
Cette  condition  sera  certainement  remplie,  si  Top  introduit  la 
relation 


(34) 


2TfJ,  to, 


ou  £,  designe  la  fonction  elliptique  connue.  Bien  entendu,  il 
faudra  adjoindre  a  cette  condition  toutes  celles  qui  expriment  en 
outre  que  la  solution  est  acceptable  et  non  illusoire.  La  discussion 
detaillee  assure  l'existence  effective  de  la  solution  cherchee  II  y 
a  done,  pour  l'obstacle  considere,  plusieurs  solutions.  Le  fait  est 
general  pour  tous  les  obstacles  dont  le  profil  possede  un  point 
anguleux  au  voisinage  duquei  le  creux  se  pr^sente  directement  au 
courant.  M.  R.  Thiry  vient  de  completer  ce  resultat,  en  mon- 
trant,  dans  le  cas  du  diedre,  que  les  deux  solutions  signalees 
precedemment  forment  les  deux  chainons  extremes  de  toute  une 
serie  continue  de  solutions,  toutes  egalement  acceptables  du  point 
de  vue  physique  (Comptes  rendus,  mars  1920). 

Une  foule  d'importants  problemes  d'Hvdrodynamique ,  relatifs 
aux  fluides  parfaits,  et  meme  aux  Huides  pesants,  ont  pu  etre  etu- 
dies  au  mojen  de  principes  analogues  a  ceux  qu'on  a  exposes  ci- 
dessus,  et  ont  pu  ainsi  recevoir  des  solutions  (probleme  des  jets 
fluides,  mouvement  d'un  solide  dans  un  canal,  etc.).  On  trouvera 
un  expose  detaille  de  ceux  qui  se  rattachent  plus  specialement  a  la 
resistance  des  fiuides,  dans  le  Volume  de  la  Collection  Scientia 
auquel  on  a  fait  allusion  plus  haut.  La  bibliographic,  deja  impo- 
sante,  des  Travaux  auxquels  tous  ces  problemes  ont  donnelieu,  Se 
trouve  dans  YEncy elope die  des  Sciences  mathematigues,  IV, 
vol.  0,  fasc.  2.  Un  resume  de  ces  „ravaux  a  paru  dans  le  Bulletin 
des  Sciences  mathematiques  ( fevrier-mars  1918).  Nous  devons 
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nous  borner  a  y  renvoyer  le  lecteur,  ainsi  qu'aux  Memoires  origi- 
naux,  dus  principalemenl  a  MM.  U.  Cisotti,  B.  Caldonazzo, 
A.  Palatini,  V.  Valcovici,  T.  Boggio,  leathern,  etc. 

Nous  terminerons  cette  etude  par  une  indication  sur  i'un  des 
plus  importants  problemes  de  la  Theorie,  celui  oil  Ton  etudie  le 
mouvement  d'un  solide  dans  un  fluide  limits,  d'un  cote,  par  une 
paroi  fixe  parallele  a  la  direction  du  courant  general  (de  vitesse  1  a 
Finfini).  C'est  le  cas  realist  appro ximativement  par  un  aeroplane 
volant  horizontalement.  On  constate  que  la  transformation 

(9S)  /=-A[p(glogZ-»,)-^] 

—  A  j^et  —  p       s0  —  u>,^  J  Iog[e,  +  p(j^  logZ  —  u>,  j  J 

(ou  A  d£signe  une  constante  positive,  s0  un  arc  entre  o  et  et 
ou  p  est  la  fonction  de  Weierstrass  aux  demi-periodes  o>,  et  cj3) 
permet  de  ramener  le  champ  du  plan  z  occupe  par  le  fluide  en 
mouvement,  a  l'aire  d'une  demi-couronne.  La  solution  generale 

Pig.  362 


p/-  


estalors  obtenue  par  une  fonction  Q(z)  qui  joue  un  role  analogue 
a  celle  de  la  theorie  anterieurc,  et  qu'on  peut  calculer  par  la 
formule 

(J6)  tt(1), 


It*    *  \ITZ      8     /     /  /W,  \  U), 


$  (s)  satisfaisant  a  la  relation  necessaire 
(37)  jf  *(s)ds  =  o. 


Le  cas  d'un  profil  reduit  a  un  segment  rectiligne  {fig-  362) 
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incline  sur  l'axe  Ox  d'un  angle  e  correspond  a 


\  lit  TC      /  2T)t 


(38)        Q«(Z)  =  i  log  — - — h  ^LL^i£|0gZ-+-e. 


Le  calcul  de  la  resistance  eprouvee  par  1'obstacle  pr£sente  des 
difficultes  particulieres.  La  composanle  horizontale  de  cette  resis- 
tance est  egale  a 

p  ^  aAft>}(g1-e,)'l<,-«l)«r    /»*    <t>(s)ds  1\ 

Pour  un  segment  de  longueur  /  normal  au  courant  =  ^ »  on 
trouve 

expression  qu'on  demontre  Stre  exactement  egale  a    ^  ^  :  c'est  la 

mdme  valeur  que  pour  le  cas  du  fluide  illimite  dans  tous  les  sens  : 
mais  on  demontre  aussi  que  cette  analogie  ne  se  conserve  pas  pour 
une  inclinaison  quelconque. 
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—  Sur  le  mouvement  discontinu  d'un  fluide  dans  un  canal  renfermant 
un  obstacle  (Annates  de  I'lZcole  Normale,  1912,  p.  127-197). 

—  Sur  les  mouvements  a  la  Helmholtz  d'un  liquide  dans  un  canal  syme- 
trique  (Bulletin  de  la  Societe"  mathematique,  t.  XI,  191a,  p.  266-3o4). 

—  Sulla  funzione  che  caratterizza  i  moti  ondosi  (Rendiconti  delta  Reate 
Accademia  dei  Lincei,  Roma,  vol.  XXI,  191a,  p.  1 38 ). 

—  Sur  le  probleme  de  Dirichlet  (Bulletin  de  la  Societe  mathematique, 
t.  XXXIX,  191 1,  p.  443-456). 

—  Le  probleme  de  Dirichlet  dans  une  aire  annulaire  (Rendiconti  del 
Circolo  matematico  di  Palermo,  t.  XXXIII,  1912,  I,  p.  i34-'75). 

—  Sur  un  probleme  mixte  de  Dirichiet-Neumann  (Athenes,  Xenia,  19 1 3, 
p.  359-38o >. 

—  Sur  la  validite  des  solutions  de  certains  problemes  d'hydrodynamique 
(Journal  de  Mathimaliques  pures  et  apptique'es,  1 9 1 4 ^  P-  231-290). 

—  Sur  le  changement  d  orientation  d'un  obstacle  donne  dans  un  courant 
fluide,  et  sur  quelques  questions  connexes  (Annates  de  la  FaculU  des 
Sciences  de  Toulouse,  igi 5,  p.  375-404) 

—  Sur  1'ecoulement  des  fluides  pesants  (Annates  de  I'Ecole  Normale, 
»9»5,  p.  »77-a>4) 

— Sur  la  determination  des  prob&mes  d'Hydrodynamique  relatifs  a  la 
resistance  des  fluides  (Annates  de  I'Ecole  Normale,  1914,  P-  4^5-49 » )• 

—  Sur  la  resolution  de  certaines  equations  integrates  et  sur  quelques 
problemes  qui  s'y  ratlachent  (Acta  mathematical  1916,  p.  101-178). 

—  Sur  un  calcul  de  resistance  dans  un  courant  fluide  limite  par  un  mur 
(Annates  de  I'ficole  Normale  1918,  p.  25i-3i2). 

—  Sur  certainssystemesd'equationsde  Fredholm  (Bulletin  des  Sciences 
mathematiques,  2e  serie,  t.  XLIII,  fevrier  1919. 

—  Sur  certains  mouvements  cycliques,  avec  ou  sans  tourbillons  {Comptes 
rendus,  fevrier  1920). 

—  Sur  le  mouvement  variable  d'un  fluide  indefini.  avec  sillage,  en  presence 
d'un  corps  solide  (Comptes  rendus,  mars  1920). 

EXERCIGES. 

1.  Etudier  le  mouvement  des  particuies  liquides  dans  un  clapotis,  mouvement 
ondulatoire  resultant  de  deux  ondes  progressives  simples  identiques,  mais  de 
vitesses  opposees  (n*  788). 

Reponse.  —  Les  trajectoires  des  particuies  sont  des  segments  de  dioites  dont 
on  etudiera  I'inclinaison  sur  1'horizon  (voir  Nau,  These,  1897). 

2.  Mouvement  de  trois  tubes  dc  tourbillon  infrniment  delies  dans  un  liquide 
indefini  qui  se  meut  parallelemenl  a  un  plan  fixe. 

On  resoudra  ce  probleme  en  appliquant  les  equations  generates  (21)  au  cas  de 
trois  tubes  ( n«  792). 
Le  probleme  se  ramene  a  des  quadratures,  comme  on  peul  le  prevoir  d'apres 
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le  theoreme  du  dernier  mMltiplicateur  (Chap.  XXV).  (Voir  Grobli,  Inaugural 
Dissertation,  Goeltiogen,  1877;  Kirchhoff,  Mechanih,  p.  260;  Poincare,  Lemons 
sur  la  thcorie  des  tourbillons,  p.  84.) 

3.  Mouvement  d'un  seul  tube  de  tourbillon  infiniment  delie  A,  dans  un  liquide 
qui  se  meut  parallelement  au  plan  x Oy  et  qui  est  litnite  par  deux  cloisons  Ox 
et  Oy  formant  un  diedre  droit. 

fteponse.  —  Le  mouvement  est  le  merae  que  si  le  liquide  recouvrait  tout  le 
plan  xOy  et  contcnait  qualre  tourbillons  places  aux  sommets  d'un  rectangle,  le 
tourbillon  A,  et  ses  sym&riques  Aa,  A3,  A4  par  rapport  aux  axes  et  au  point  O. 
(Application  du  principe  des  images  analogue  a  celle  du  n°  794.) 

4.  Dans  la  houle  du  n«  795,  verifier  que  le  niveau  de  I'eau  a  l'^tat  d'equilibre 
est  au-dessous  de  la  ligne  des  centres  C0C  du  cercle  geneVateur  de  la  trochol'de 
(Jig-  345). 

Be'ponse.  —  On  demontre  que,  dans  1'etendue  d'une  ondc  PQ,  les  aires  des 
sections  des  vagues  au-dessus  de  C0C  sont  moindres  que  les  aires  des  sections 
des  creux  au-dessous.  La  difference  entre  ces  deux  aires  est  egale  a  l'aire  du  cercle 
de  rayon  CM.  Le  niveau  de  I'eau  a  l'etat  d'equilibre  doit  etre  tel  que  les  aires 
des  sections  des  vagues  au-dessus  du  niveau  soient  equivalentes  aux  aires  des 
sections  des  creux  au-dessous.  (  Guyou,  The'orie  du  navire,  a"  Edition,  p.  270.) 

5.  Tourbillon  clliptique  de  Kirchhoff.  —  Dans  le  mouvement  d'un  liquide 
indefini  parallelement  a  un  plan  fixe,  il  peut  exister  un  seul  tube  de  tourbillon, 
homogene,  e'est-a-dire  tel  que  £  ait  la  meine  valeur  en  tous  ses  points,  ce  tube 
ayant  pour  section  droite  une  ellipse  de  grandeur  invariable  qui  tourne  d'un 
mouvement  uniforme  autour  de  son  centre  avec  la  vitesse  angulaire 

r  ab 


a  et  b  d<6ignant  les  axes  de  l'ellipse.  Les  diverses  particules  decrivent  des  cercles 
non  concentriques  avec  la  vitesse  angulaire  2  A.  (  Voir  Kirchhoff,  Mechanik} 
p.  261,  264.) 

Pour  a  =  b,  on  retrouve  les  r^sultats  de  1'exemple  du  n°  793. 

6.  Appliqucr  aux  equations  canoniques  definissant  le  mouvement  des  tubes  de 
tourbillon  infiniment  delies  (p.  481),  les  theoremes  generaux  sur  les  equations 
canoniques  (Chap.  XXV).  {Voir  une  Note  de  M.  Ernesto  Laura,  Accademia 
Reale  del  Scienze  di  Torino,  n  mai  1902.) 


A    —  III 


36 
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CHAPITRE  XXX  VII. 

FLUIDES  BAROCLINES. 


7$K).  Objet  du  Chapitre.  —  On  doit  a  M.  Bjerknes  des  res ul tats 
tres  importants  au  point  de  vue  mathemalique  coniine  au  point  de 
vue  physique  et  nieteorologique.  L'exposc  de  ces  resultats,  que  le 
savant  geometre  de  Bergen  a  bien  voulu  rcdiger  pour  ee  Traite, 
fait  I'objet  fondamentaLde  ce  (Chapitre.  Tout  le  paragraphe  I  cons- 
titue  la  redaction  de  M.  Bjerknes. 

Dans  le  paragraphe  II,  nous  avons  rappele  des  generalisations 
diverses  de  la  Theorie  des  tourhillons,  dont  la  pi u part,  sous  une 
autre  forme,  rentrent  dans  les  Iravaux  de  M.  Bjerknes. 

I.  -  DYNAMIQUE  DES  FLUIDES  BAROCLINES. 

800.  Fluides  barotropes  et  fluides  baroclines.  —  On  peut  appeler 
barotropes  les  fluides  ou  la  densite  est  delci  mince  uniquement 
par  la  pression  en  vertu  d'une  equation  earaeleristiquc  / "(p,/?)  =  o, 
dans  laquelle  entrent  exeliisivement  les  variables  p  et  p.  Dans  ces 
fluides,  il  y  a  toujours  coincidence  entre  les  surfaces  d'egale  pres- 
sion et  celles  d'egale  densite.  Mais,  des  que  d'au tres  variables  inde- 
pendantes  entrent  dans  cette  relation,  les  surfaces  des  deux  sys- 
temes  sont  inciinees  les  tines  vers  les  autres.  Le  iluide  devient  ce 
qu'on  peut  appeler  barocline . 

En  dehors  du  cas  ou  ^equation  earaeleristiquc  n'est  pas  inter- 
venue  dans  nos  deductions,  nous  nous  sommes  exeliisivement 
occupes,  dans  les  Chapitres  precedents,  de  la  theorie  des  fluides 
barotropes.  Mais  dans  l'equation  caracterislique  de  tout  fluide 
naturel,  il  entre,  outre  les  deux,  variables  p  et  p,  au  moins  une 
troisieme,  la  temperature.  D'autres  encore  peuvent  intervenir,  par 
exemple  la  concentration  saline  des  eaux  de  l'Ocean  ou  l'huniidite 
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de  1'air  atmospherique,  qui  varient  en  general  d'un  point  a  l'autre. 

Coin  me  les  grands  mouvements  atmospheriques  el  oceaniques 
ont  leur  origine  exclusive  dans  les  differences  de  densite  dues  aux 
variables  :  temperature,  humiditc  ou  concentration  saline,  on  voit 
qu'il  est  impossible  de  discuter  a  fond  ces  mouvements  sans  aborder 
la  theorie  des  iluides  baroclines. 

Cette  generalisation  est  done  d'une  importance  capitale  pour  les 
applications  pratiques  de  rHydrodjnamique.  Mais  son  inter£t 
theorique  n'est  pas  moindre,  car  elle  nous  permet  de  discuter  au 
fond  les  analogies  remarquables  qui  existent  entre  le  champ  de 
mouvement  hvdrodv  namique  ct  le  champ  de  force  electrique  ou 
magnetique. 

801.  Proprietes  geometriques  du  champ  barocline.  —  Dans  les 
dcveloppements  sui\ ants,  il  est  commode  d'inlroduire,  au  lieu  de 
la  densite  p,  son  inverse,  le  volume  speciiique  z  : 


Appelons  isosteres  les  surfaces  d'egale  \olume  speciiique,  et 
isobares-isosteres  les  courbes  d'intersection  des  surfaces  isobares 
f  t  des  surfaces  isosieres.  Le  long  de  ces  courbes,  il  y  a  done  Cons- 
tance simultanrc  de  la  pression  et  du  volume  speciiique.  Dans  les 
Iluides  barotropes,  les  surfaces  des  deux  sjstemes  coincident,  et 
e'est  sur  toute  leur  etendue  que  cette  Constance  simultanee  est 
realisee. 

Gon\cnons  maintenant  de  tracer  les  surfaces  isobares  pour  des 
differences  unite  de  la  pression,  el  les  surfaces  isosteres  pour  des 
differences  unite  du  \olume  speciiique.  On  obliendra  alors  une 
division  du  champ  entier  en  des  tubes  dont  les  sections  sont  des 
parallelogrammes  curvilignes,  et  qu  on  pent  appelcr  des  tubes- 
unite  ou  bien  des  solenoideS  isobares-isosteres.  En  choisissant 
con\ enablement  les  unites,  on  arrive  a  donncr  a  ces  lubes  des  sec- 
tions aussi  petites  qu'on  veul 

Designons  par  /r,  la  normale  aux  surfaces  isosteres,  par  n2  la 
normale  aux  surfaces  isobares,  et  considerons  les  deux  vecteurs 
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qui  sont  dirig£s  suivant  ces  normales.  Voici  quelle  est  limportance 
dynamique  du  premier  vecteur  B  :  il  nous  montre  la  direction  qui 
va  des  masses  de  grande  inertie,  et  par  consequent  moins  mobiles, 
vers  les  masses  de  petite  inertie,  et  par  consequent  plus  mobiles. 
C'est  pourquoi  nous  pouvons  l'appeler  le  vecteur  de  mobilite.  Le 
second  vecteur  Q  determine  la  direction  et  la  valeur  de  la  chute  la 
plus  rapide  de  la  pression.  II  est  egal  a  la  resultante  des  pressions 
agissant  sur  l'unite  de  volume  due  a  la  pression.  C'est  le  vecteur 
qu'on  appelle,  en  Meteorologie,  le  gradient  de  pression. 


Fig.  363. 


Ces  deux  vecteurs  permettent  de  dcfinir  un  troisieme,  A,  qui 
est  normal  au  plan  determine  par  B  et  dont  la  valeur  numerique 
est  egale  a  laire  du  parallelogramme  formee  par  les  deux  segments 
de  lignc  repr6sentant  B  et  (jf,  et  dont  la  direction  positive  est  telle 
que  les  trois  vecteurs  A,  B,  (J  forment  un  sjsteme  positif  oriente 
comme  celui  des  axes  de  coordonnees  X,  Y,  Z  Ainsi,  la  rota- 
tion positive  autour  de  A  transfere  B  en  Cj.  A  est  done  ce  qu'on 
appelle  le  produit  vectoriel  des  deux  vecteurs  B  et  J. 

II  existe  une  relation  simple  entre  le  parallelogramme  |B(j  sin6|, 


(')  Nous  uous  servons,  dans  ce  Chapitre,  du  systeme  de  coordonnees  adopte 
generalement  en  Astronomie  et  en  Physique  :  par  exemple,  si  I'axe  des  x  est 
oriente  vers  l'Est  et  celui  des  y  vers  le  iNord,  celui  des  z  sera  dirige  verticalement 
de  bas  en  haul.  Dans  ce  systeme,  la  Terre  eflectue  une  rotation  positive  autour 
de  I'axe  dirige  du  pdle  Sud  vers  le  pole  Nord;  de  meme  le  champ  magnetique 
tourne  dans  le  sens  positif  autour  du  courant  e"lectrique. 
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qui  represente  la  valeur  numerique  du  vecteur  A,  et  celui  qui 
forme  la  section  normale  d'un  solenoide  isobare-isostere.  Identi- 
fions  dans  les  formules  (2)  la  differentielle  dnh  avec  la  distance  ht 
entre  les  deux  surfaces  isosteres  e  =  e0  et  e  =  e0-h  1,  et  la  diffe- 
rentielle dn2  avec  la  distance  h2  entre  les  deux  surfaces  isobares 
p  =p0  et  />  =  7?0-r-  1  ♦  Les  variations  correspondantes  de  £  et  de  p 

etant  alors  egales  a  l'unite,  on  a  |  B  I  =  ~  et  I  G  \  —     ,  et  ainsi 
I  BCf  sin  8 1  =  ^— Mais,    comme    on  voit   d'apres    la  figure, 
represente  l'aire  du  parallelogram  me  que  forme  la  section  du 

solenoide.  Ainsi  les  deux  parallelogrammes  sont  reciproques  Fun 
de  l'autre.  Done,  d'apres  la  definition  mdme  du  vecteur  A,  le  pro- 
duit  de  la  valeur  absolue  de  ce  dernier  par  la  section  d'un  solenoide 
est  egal  a  l'unite. 

C'est-a-dire  :  les  soleno'ides  sont  des  tubes  de  flux  unite*  du 
vecteur  A. 

Evidemment,  les  courbes  et  les  soleno'ides  isobares-isosteres  sont 
fermes  sur  eux-m£mes,  ou  finissent  aux  surfaces  limites  du  champ. 
Une  courbe  fermee  quelconque  L,  tracee  dans  le  fluide,  enlace 
done  un  nombre  N  completement  determine  de  ces  soleno'ides 
qu'on  peut  compter  algebriquement.  Pour  le  faire,  on  peut  mener 
une  surface  quelconque  par  la  courbe  fermee  et  compter  le  nombre 
de  petits  parallelogrammes  intersections  de  la  surface  avec  les  sole- 
no'ides. Un  parallelogramme  compte  pour  -fi  ou  —  1 ,  suivant  que 
le  solenoide,  dont  la  direction  positive  est  definie  par  le  vecteur  A, 
traverse  la  surface  dans  le  sens  positif  ou  negatif. 

Cette  enumeration  algebrique  est  identique  a  la  determination 
du  flux  du  vecteur  A  a  travers  la  surface  limitce  par  la  courbe  L, 
et  peut  s'effectuer  par  l'intSgration  de  surface  correspondante. 
A  cette  integration  de  surface,  on  peut  aussi  substituer  l'inte- 
gration  suivante,  prise  le  long  de  la  courbe  fermee  L  : 

(3)  N  = jjdi=-J^dp. 

On  le  voit  directement  dans  le  cas  011  p  represente  les  abscisses 
et  e  les  ordonnees  dans  un  systeme  de  coordonnees  rectangulaires. 
Alors  une  quelconque  des  integrates  (3)  represente  l'aire  limited 
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par  la  courbe  L,  ou  bien  le  nombre  de  carres  unites  contenus  dans 
cette  courbe.  Dans  le  cas  general,  ou  p  et  e  representent  des 
courbes  dc  coordonnees  curvilignes  sur  une  surface  quelconque, 
les  integrates  (3)  ne  sont  plus  egales  a  l'aire  limitee  par  la  courbe. 
Mais  elles  representent  toujours  le  nombre  de  petits  elements 
dans  lesquels  est  divisee  cclte  aire  par  les  courbes  z  =  i ,  2,  3,  ... 

et  p=i  ,  3,  

On  arrive  au  m<*me  resultat  par  voie  analytique  en  remarquanr 
qu'on  peut  ecrire  l'une  des  integrates  (3),  par  exemple  la 
deuxieme  : 

J     dx  dy  J       dz  ' 

011  par  la  for  mule  de  Stokes  : 

J  Jv  L  \*r  <fc      **  *y)     V \dz  dx     dx  dz  ) 

I  \dx  dz       dy  dx)  J 

Si  ici  on  munit  du  signe  —  les  facteurs  qui  multiplient  les  cosinus 
directeurs  a,  (3,  y,  ces  facteurs  ne  seront  autre  cbose  que  les  com- 
posantes  du  vecteur  A. 

802.  Equations  du  mouvement.  —  Introduisons  com  me  seule 
hypocbese  restrictive  que  les  forces  exterieurcs  dcrivent  d'une 
i'onction  de  force  uniforme  U.  Les  equations  de  mouvement 
s'ecrivenl  alors,  dans  les  variables  de  Lagrange, 

(Px  _  dU        dp         d\y  _  d\J       dp         d^z  _  dV  dp 
dC-  ~~  dx      £  dx  '        dP  ~~  dy  "   £  dy  '        dt1  ~  dz  ~  £  dz  ' 

Comparons-les  aux  equations  correspondantes  des  fluides  baro- 
tropes[n°  753,  (2)] 

d*-x  _  dQ         d*y  _  dQ         d*z  _dQ 
dt*  ~~  dx'        dr-  ~  dy'       ~dn  ~  7z  ' 

On  voit  que,  dans  les  fluides  barotropes,  l'acceleration  se  presente 
comme  un  vecteur  simplement  scalaire,  derivant  d'un  potentiel  Q. 
Dans  les  fluides  baroclines,  par  contre,  l'acceleralion  est  un  vec- 
teur general  triplement  scalaire,  dependant  des  trois  quantites 
scalaires  independantes  U,  s,  p  (n°  535). 


comme  au  n°  755,  avec  la  seule  difference  qu'au  lieu  de  ~,  ~,  ^> 

dx   dy  dz 
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803.   Origine   de  la  circulation.  —  Procedons  precis£meni 

u 

Z&y'  ~~dz 


nous  ecrirons  partout 

r  dx  ox  dy 

arriverons  immediatement  a  l'equation 


dv      dp   du    JP   du    tdp9  Nmis 


dci  _      f P  ,'dU  dx     dj^dy  dUdz 
dt  ~    Ja    \  dx  dl      dy  dl  ~*~  dz  dl  ^  "  dX      "  5X 

I  dp  dx      dp  dy      dp  dz  \  . 


du 


dv 


dz 


dw\ 
w  —k —  ah 


ou  bien 

dci  0  /i,       ^^«-^-^>«-f-lvS\  f§   dp  _ 

tt-jl  — » — 

La  premiere  des  deux  integrates  disparait  quand  elle  est  prise  le 
long  d'un  contour  ferine,  et  l'equation  se  reduit  a 


(5) 


dci  r 


dp  representant  la  variation  de  la  pression  le  long  d'un  element  ds 
de  la  courbe  L.  On  a  alors,  en  vertu  de  (3), 


(5  bis) 


d  ci 


=  N. 


La  variation  de  la  circulation  le  long  dUtne  ligne  jluide 

Fig.  364. 


fO 


9 


fermee  en  trainee  par  le  mo uvement  general  est,  par  unite  de 
temps,  e'gale  au  nombre  de  solenoides  isobares-isosteres  enlaces 
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par  cette  ligne.  Cette  variation  est  positive  dans  le  sens  positif 
de  rotation  autour  des  solenoides,  qui  va  du  vecteur  de  mobi- 
lite  B  vers  le  gradient  de  pression  g. 

Si  le  fluide  est  barotrope,  on  aura  coincidence  entre  les  surfaces 
isosteres  et  isobares.  Le  nombre  N  de  solenoides  compris  dans  la 
courbe  devient  identiquernent  nul.  La  derivee  de  ci  par  rapport 
au  temps  disparait  alors,  et  ci  devient  constante  :  le  theoreme 
g6ne>al  de  la  formation  des  circulations  se  reduit  alors  au  theo- 
reme plus  special  du  n°  755  :  la  circulation  reste  constante. 

804.  Formation  dee  tourbillons.  —  En  transformant  maintenant 
l'expression  de  la  circulation  comme  au  n°  756  on  arrive  a  la  gene- 
ralisation suivante  du  theoreme  de  ce  paragraphe  : 

La  variation  du  flux  de  tourbillon  a  travers  une  surface 
fluide  est  par  unite  de  temps  egale  au  nombre  de  solenoides 
isobares-isosteres  qui  coupent  la  surface  dans  le  sens  positif. 

II  s'ensuit  immediatement  que,  pour  toules  les  sections  d'un 
meme  tube  isobare-isostere,  le  flux  de  tourbillon  subit  la  merae 
variation  pendant  le  meme  temps. 

On  voit  done  comment  se  forment  des  tourbillons.  Considerons 
le  fluide  originairement  au  repos,  et  supposons  qu'a  ce  moment 
les  surfaces  isobares  et  isosteres  se  coupent  mutuellement.  Apres 
un  temps  dt,  les  elements  de  surface  fluide  qui  forment  la  section 
d'un  ni£me  tube  isobare-isostere  seront  traverses  par  le  meme  flux 
de  tourbillons.  II  en  resuite  qu'au  debut  du  mouvement,  les  tubes 
de  tourbillon  coincident  avec  les  tubes  isobares-isosteres.  Mais 
cette  coincidence  estbientot  detruite  par  le  mouvement  lui-mSme, 
qui  entrem£le  peu  a  peu  la  matiere  des  differents  tubes  isobares- 
isosteres. 

II  faut  considerer  toujours  dans  le  fluide  deux  systemes  de  tubes  : 
les  tubes  isobares-isosteres  et  les  tubes  de  tourbillons.  lis  ont  en 
g£ne>al  des  mouvements  tout  a  fair  independants  et  sont  formes 
sans  cesse  de  nouvelles  masses  fluides.  II  n'y  a  done  plus  conser- 
vation du  tourbillon,  au  sens  de  Helmholtz. 

Mais  si  a  un  moment  donne  viennent  coincider  les  surfaces 
isobares  et  les  surfaces  isosteres,  et  si  elles  continuent  ensuite  a 
coincider,  le  fluide  devient  barotrope.  Les  tubes  de  tourbillon  qui 
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existent  a  ce  moment  se  conservent  dor^navant  conform6ment  au 
th£oreme  de  Helmholtz. 

805.  Exemples  de  formation  de  circulations  on  tourbillons.  — 

Les  mouvements  de  circulation  ou  tourbillonnaires  qui  se  forment 
suivant  les  lois  que  nous  venons  de  developper  auront  des  carac- 
teres  bien  differents  suivant  les  causes  auxquelles  est  due  la  nature 
barocline  du  fluide.  D'abord  celle-ci  peut  etre  due  a  la  constitu- 
tion m£me  du  fluide.  C'est  le  cas  d'une  solution  non  homogene  de 
sel  dans  l'eau.  On  peut  alors  parler  d'un  liquide  heterogene  et 
incompressible.  Si  Ton  considere  la  diffusion  du  sel  comme  infi- 
niment  lente  relativement  au  mouvement  du  fluide,  les  surfaces 
isosteres  seront  toujours  constitutes  des  memes  molecules  :  alors 
leur  mouvement  sera  donne  par  celui  du  fluide. 

D'autre  part,  le  caractere  barocline  d'un  fluide  compressible  peut 
elre  du  a  des  differences  de  temperature-.  On  peut  imaginer  un 
sjsteme  d'echauffement  et  de  refroidissement  tel  que  les  sur- 
faces isosteres  restent  stationnaires  dans  l'espace  pendant  le  mou- 
vement du  fluide,  ou,  d'une  fagon  generale,  qu'elles  prennent  a 
travers  le  fluide  un  mouvement  quelconque. 

Pour  donner  un  exemple  du  premier  cas,  supposons  qu'une 
solution  heterogene  de  sel  dans  1'eau  soit  contenue  dans  un  vase 
ferme.  S'il  y  a  equilibre,  le  liquide  sera  stratifie  en  couches  hori- 
zontals, superposees  par  ordre  de  concentrations  croissantes  du 
haut  vers  le  bas. 

Mais  imaginons  maintenant  que  cet  equilibre  soit  trouble  de 
la  facon  que  les  surfaces  isosteres  soient  des  plans  inclines  qui 
coupent  les  surfaces  isobares  sensiblement  horizontales.  La  circu- 
lation s'etablira  dans  le  sens  qui  va  du  vecteur  de  mobilite  vers  le 
gradient  de  pression  {fig.  365).  II  nait  un  mouvement  qui  tend  a 
ramener  les  surfaces  isosteres  vers  une  orientation  horizontale  :  le 
nombre  de  solenoides  diminue  done  pendant  que  l'intensite  de  cir- 
culation augmente.  Quand  les  surfaces  isosteres  ontatteintla  posi- 
tion horizontale,  la  circulation  est  maximum.  Dans  la  suite  du 
mouvement,  les  surfaces  isosteres  prennent  l'inclinaison  opposed, 
et  il  se  forme  des  solenoides  de  signe  contraire  qui  diminuent 
peu  a  peu  la  circulation  :  on  obtient  un  mouvement  pendulaire. 

Autre  exemple  :  considerons  le  cas  ou,  dans  l'atmosphere,  il  se 
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trouve  une  masse  limitee  d'hydrogene.  Dans  la  couche  de  passage, 
on  a  des  surfaces  isosteres  ferm6es  entourant  la  masse  d'hydro- 

Fig.  365. 


vers  le  gradient  {/qui  est  dirige  sensiblement  suivant  la  verticale  et 
vers  le  haut.  II  en  resulte  qu'il  se  forme  une  couche  superficielle  de 
tourbillons  qui  fait  glisser  la  masse  d'hydrogene  a  travers  l'air 
atmospherique  vers  le  haut,  conformement  au  principe  d'Archi- 
mede.  Le  fait  est  general.  Toute  mise  en  mouvement  d'une  masse 
fluide  a  travers  une  autre  est  liee  a  la  formation  d'une  couche  de 
tourbillons.  Dans  le  cas  limite  ou  cette  couche  devient  infiniment 
mince,  le  mouvement  tourbillonnaire  se  r^duit  a  un  simple  glisse- 
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ment.  C'est  un  principe  donl  nous  ferons  des  applications  impor- 
tantes  plus  tard  (n°  809). 

Soit  enfin  dans  le  cas  de  la  figure  365  un  gaz,  qui  est  chauffe  du 
cote  gauche  et  refroidi  du  cdte  droit.  Par  suite  de  la  dilatation 
thermique,  a  des  valeurs  egales  du  volume  specifique  corres- 
pondent des  niveaux  plus  hauts  a  droite  qu'a  gauche.  Les  surfaces 
isosteres  sont  done  inclinees  de  droite  a  gauche.  Par  une  distribu- 
tion convenable  de  flux  de  chaleur,  on  peut  maintenir  leur  incli- 
naison  invariable.  La  circulation  s'«etablira  dans  le  sens  qui  va  du 
vecteur  B  vers  le  vecteur  Cj.  Elle  augmentera  toujours  par  suite 
d'une  transformation  continue  de  chaleur  en  energie  cinetique. 

806.  Applications  aux  mouvements  atmospheriques.  —  Si  l'at- 
mosphere  etait  en  equilibre  complete  relativement  a  la  Terre,  on 
aurait  coincidence  complete  des  surfaces  isobares  et  des  surfaces 
isosteres  avec  les  surfaces  de  niveau.  Mais  cet  equilibre  est 
trouble  par  l'insolation.  L'6chauffement  qui  varie  d'un  point  a 
l'autre  produit  une  expansion  de  Fair.  Celle-ci  aura  done  un  meme 
volume  specifique  a  des  niveaux  qui  seront  plus  eleves  dans  les 
regions  froides  que  dans  les  regions  chaudes. 

Ainsi  reflet  direct  d'un  echauflement  local  est  un  abaissement 
des  surfaces  isosteres  dans  la  region  chauffee.  Au  contraire, 
l'echauflement  n'a  aucun  eflet  primaire  sur  la  pression,  mais  seu- 
lement  des  effets  secondaires  dependant  des  dislocations  des 
masses  qui  suivent  l'expansion.  Rien  nous  empeche  d'en  tenir 
compte ;  mais  comme  les  resultats  qualitatifs  n'en  sont  pas  changes, 
nous  pourrons  les  negliger  en  premieraapproximation ;  etnous  con- 
sidererons  les  surfaces  isobares  comme  sensiblement  horizontales. 

Les  surfaces  isobares  sont  done  coupees  par  les  surfaces  isos- 
teres par  suite  des  depressions  qui  se  forment  dans  les  regions 
echauffees.  II  se  forme  un  sjsteme  de  solenoides  qui  entourent  ces 
regions.  Comme  le  vecteur  de  mobilite  B  est  penche  vers  le  centre 
de  l'echauflement,  tandis  que  le  gradient  de  pression  reste  ver- 
tical, ces  solenoides  produiront  une  circulation  qui  tend  a  faire 
tourner  la  masse  d'air  comme  un  tore  d'axe  vertical,  comme  on  le 
voit  sur  la  figure  3(>7,  l'air  chaud  montant  au  centre. 

L'eflet  d'un  refroidissement  local  est  exactement  tout  l'inverse  : 
les  surfaces  isosteres  se  soulevent  dans  la  region  refroidie,  celle-ci 
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est  entouree  de  solenoides  de  signe  oppose  a  ceux  de  l'exemple 
precedent.  La  circulation  s'etablit  par  le  m£me  mecanisme,  mais 
inverse,  Tair  froid  descendant  au  centre. 

Fig.  367. 


Pour  en  tirer  des  consequences  speciales,  rappelons  qu'on  a 
constamment  des  temperatures  basses  dans  les  regions  polaires  et 
hautes  dans  les  regions  equatoriales.  Par  suite,  les  surfaces  iso- 
steres  se  penchent  des  poles  vers  1'equateur;  elles  coupent  les  sur- 
faces isobares  et  forment  un  systeme  de  solenoides  entourant  la 
Terre  entiere  comme  des  parallels.  Ces  solenoides  tendent  done  de 
produire  une  circulation  qui  est  dirigee  des  poles  vers  1'equateur 
dans  les  couches  inferieures,  vers,  le  haut  dans  les  regions  equato- 
riales, vers  les  poles  dans  les  couches  superieures,  et  vers  le  bas 
dans  les  regions  polaires  :  e'est  la  cause  primaire  de  la  formation 
du  systeme  des  alizes  dans  les  couches  inferieures  et  des  contre- 
alizes  dans  les  couches  superieures  {fig.  368). 


Fig.  368. 


Outre  ces  differences  de  temperature  qui  existent  constamment 
11  y  en  a  d  autres  qui  ont  une  periode  journaiiere  ou  annuelle.  Dans 
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la  journee,  l'air  s'echauffe  davantage  au-dessus  de  la  Terre  qu'au- 
dessus  de  la  mer.  Par  consequent,  les  surfaces  isosteres  sabaissent 
au-dessus  de  la  terre  ferine.  II  se  forme  des  solenoides  qui  suivent 
les  cotes,  et  qui  produisent  au  niveau  du  sol  la  brise  de  mer 
{fig-  36o,).  Dans  la  nuit,  la  situation  se  renverse  :  les  surfaces 


Fig.  36g. 


isosteres  s'elevent  au-dessus  de  la  Terre,  il  se  forme  le  long  des 
cotes  des  solenoides  de  signes  opposes  aux  precedents,  et  qui  pro- 
duisent le  vent  de  terre  dominant  pendant  la  nuit. 

Le  meme  phenomene  se  repete  sur  une  echelle  plus  grande  avec 
une  periode  annuelle.  La  temperature  des  continents  est  plus 
elevee  en  ete,  plus  basse  en  hiver,  que  celle  des  oceans.  II  se  forme 
done  des  faisceaux  de  solenoides  qui  suivent  les  cotes,  et  qui  pro- 
duisent dans  les  couches  inferieures  des  vents  diriges  des  oceans 
vers  les  continents  pendant  l'ete,  et  en  sens  inverse  pendant  l'hiver  : 
ce  sont  les  moussons. 

Enfin.  on  peut  rencontrer  le  cas  d'echauffement  local  du  a 
une  insolation  intense  sur  de  grandes  plaines,  ou  encore  aux 
courants  chauds  des  oceans  comme  le  gulf-stream  dans  nos  regions. 
Ces  echaufFements  locaux  donnent  naissance  a  des  solenoides 
fermes  entourant  les  masses  d'air  chauffe,  et  produisant  la  circula- 
tion representee  deja  sur  la  figure  36}  :  e'est  le  commencement  de 
la  formation  d'un  cyclone. 

<S07.  Circulation  relative.  —  Les  considerations  precedentes 
expliquent  l'origine  des  grands  mouvements  atmospheriques ;  mais 
pour  en  poursuivre  le  developpement  ulterieur,  il  faut  avoir  egard 
a  la  rotation  de  la  Terre.  On  y  arrive  tres  facilement. 

Comme  la  circulation  ne  depend  que  des  vitesses,  la  circulation 
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absolue  le  long  d'une  courbe  feririee  L  est  la  somme  de  sa  circula- 
tion relative  el  sa  circulation  d'entrainenient.  Mais  la  derniere 
s'exprime  par  le  champ  de  tourbillon  du  systeme  rigide  tournant  : 
elle  est  egale  au  flux  de  tourbillon  dans  le  tube  eylindrique  avant 
la  courbe  L  pour  directrice  et  pour  generatrices  les  lignes  de  tour- 
billons  qui  sont  des  droites  paralleles  a  l'axe  de  rotation. 
Mais  ce  flux  est  simplement  egal  a  la  double  vitesse  angulaire  2 to 
du  systeme  tournant  multiplie  par  la  section  £du  tube.  On  a  ainsi, 
cia  representant  la  circulation  absolue  et  ci,  la  circulation  relative, 

(6)  c«rt=  ctV-t- 2wS. 

Introduisons  cette  expression  au  lieu  de  ci  dans  la  formule  (5  bis), 
resolvons  par  rapport  a  ciri  et  supprimons  enfin  Tindice  r  superflu, 
nous  obtenons 


On  arrive  a  la  meme  equation  en  introduisantla  force  de  Coriolis 
dans  les  equations  de  l'Hydrodynamique  avant  de  developper  le 
th^oreme  relatif  a  la  circulation. 

Quand  on  applique  la  formule  (7)  aux  mouvements  relalifs  a  la 
surface  de  la  Terre,  ci  est  la  circulation  relative,  w  la  vitesse  angu- 
laire  de  la  Terre  el  S  l'aire  embrassee  par  la  projeclion  de  la  courbe 
sur  le  plan  de  l  equateur. 

Dans  ce  mouvement  relatif  on  observe  done,  oulre  la  formation 
de  la  circulation  par  les  solenoides,  aussi  une formation  de  circu- 
lation proportionnelle  a  la  vitesse  de  contraction  de  I1  aire  2 
embrassee  par  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  deVcqua- 
teur. 

Quand  le  mouvement  part  du  repos,  cette  vitesse  de  contraction 
est  nulle.  Nous  retombons  done  sur  l  equation  eorrespondant  au 
mouvement  absolu.  Par  consequent,  nous  ivavons  rien  a  ajouter  a 
ce  que  nous  avons  developpe'  ci-dessus  sur  la  premiere  origine  des 
mouvements  atmospheriques ;  mais  des  1' instant  oil  un  mouvement 
s  est  produit,  le  nouveau  terme  commence  a  se  faire  sentir.  Gonsi- 
derons  par  exemple  une  courbe  situce  dans  les  couches  inferieures 
et  entourant  la  Terre  comme  une  parallele.  Le  long  de  cette  courbe, 
qui  ne  renferme  pas  de  solenoides,  ceux-ci  ne  produisent  pas  direc- 
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tement  de  circulation;  mais  com  me  tous  ses  poinls  sont  entraines 
vers  l'equateur,  comme  nous  l'avons  vu  au  n°  806,  elle  se  dilate 
necessairement  et  prend  peu  a  peu,  en  vertu  de  Inequation  (7), 
une  circulation  retrograde  :  c'est  la  composante  Est  des  alizes. 
Inversement,  une  courbe  analogue,  situee  dans  les  couches  supe- 
rieures  de  l'atmosphere,  s'ecarte  de  l'equateur,  se  dilate  et  prend 
une  circulation  positive  qui  donne  la  composante  Ouest  des  contre- 
alizes. 

De  meme,  une  courbe  horizontale  f'ermee,  qui  entoure  dans  les 
couches  inferieures  une  region  chaufFee,  s'y  contracte  par  suite  du 
mouvement  centripete  engendre  par  les  solenoides  comme  nous 
l'avons  vu  sur  la  figure  36}.  Elle  prendra  par  consequent  une  cir- 
culation positive  ou  cvclonique.  En  meme  temps  les  courbes  qui 
se  dilatent  dans  les  couches  superieures  prennent  une  circulation 
anlicyclonique ;  mais  comme  elles  s'ecartent  de  la  region  centrale 
qui  est  la  plus  importante,  nous  ne  considererons  que  les  courbes 
venant  d'en  bas  et  qui  rempliront  peu  a  peu  la  region  centrale  de 
masses  animees  d'une  circulation  cyclonique  de  plus  enplusforle. 
Quand  cette  circulation  a  ainsi  atteint  une  intensite  suffisante,  on 
arrive  au  cas  ou  les  intensiles  tourbillonnaires  sont  grandes  relati- 
vement  aux  forces  qui  les  produisent  ou  les  modifient.  Le  tour- 
billon  devienl  done  un  individu  dynamique  de  la  nature  des  tour- 
billons  de  Helmholtz,  qui,  dans  une  certaine  mesure,  peuvent 
Se  mouvoir  en  conservant  leur  individuality  sans  etre  detruits. 

808.  Origine  de  la  circulation  et  des  tourbillons  de  moment 
sp6ciflque.  —  Dans  la  dynamique  des  systemes  il  est  avantageux, 
dans  certains  cas,  d'introduire  les  moments  ou  quantiles  de  mou- 
vement a  la  place  des  vitesses.  En  Hydrodynamique,  de  meme,  il 
y  a  souvent  interet,  pour  decrire  le  champ  de  mouvement  dans  un 
milieu  continu,  a  introduire  les  produits  des  vitesses  par  les  den- 
sites,  c?est-a-dire  les  quantites  de  mouvement  par  unite  de  volume, 
que  nous  appellerons  les  moments  specifiqu.es.  Mais  ce  change- 
men  t  de  variables  n'est  utile  que  dans  le  cas  des  fluides  ^aroclines. 
Dans  les  liquides  homogenes  et  les  fluides  barotropes  en  eflet,  les 
vitesses  et  les  moments  speciliques  ont  les  memes  proprietes 
essentielles. 

Designons  par  u,  v,  w  les  vitesses  et  par  w,  i>,  <v  les  moments 
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specifiques  correspondants ;  nous  avons  les  relations  reciproques 

(8)  u  =  pu,       f  =  pc,       tv  =  pw; 

(9)  11  =  iu,       y  =  ty,        w  —  tw. 

Ecrivons  maintenant  l'equation  de  mouvement  pour  l'axe  des  x 
sous  la  forme 

1  du  _  dU  dp 
t  dt  ~  ?  dx  dx 

ou,  d'apres  (9), 

du     1  dt  —         dU  dp 

~de~hTdiu~pdx~  dx' 

Si  Ton  remplace  la  densite  p  par  sa  valeur  ^,  l'equation  de  conti- 
nuity devient 

1  de  _du  dv  dw 
e  dt     dx     dy  dz 

En  ecrivant,  pour  abreger, 

da      dv  dw 

<,0)  e  =  ~X^Ty  +  ^' 

les  trois  equations  du  mouvement  prennent  la  forme 

-  dp 
dx 


00 


du 

dV 

dt  ~ 

?  ~z — 

dv 

d\J 

dt  ~~ 

>Ty 

dw 

dV 

~di  ~ 

dp 

w 

dp 

dz  ' 


Considerons  maintenant  la  circulation  ci  du  vecteur  w,  e,  «>,  le 
long  d'une  courbe  fermee  L,  entrainee  par  le  fluide  dans  son 
mouvement  : 

ci  =  I  u  dx     v  dy  -+-  w  dz* 


Pour  en  former  en  toute  rigueur  la  derivee  par  rapport  au 
temps,  on  peut  proceder  comme  au  n°  755  en  introduisant  le 
parametre  X  Mais  on  peut  aussi  simplifier  un  peu  les  calculs. 
Remarquons  que  l'int6gration  le  long  de  la  courbe  est  une  opera- 
tion geomelrique,  independante  du  temps,  et  qu'on  peut  par  con- 
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sequent  intervertir  l'ordre  dans  lequel  on  effeclue  cette  integration 
et  la  differentiation  par  rapport  au  temps.  Differentions  done  sous 
le  signe  d'integration. 

La  variation,  par  unite  de  temps,  de  la  projection  dx  d'un  ele- 
ment ds  de  la  courbe  est  due  simplement  a  la  difference  des 
vitesses  u  de  ses  deux  extremites.  On  a  done 


d  ,  du  ,  . 

—  dx  =  ds+ds  —  us  =  -j-  ds  =  du 


On  trouve  ainsi 


dci 
~dl 


/du  ,        dv   ,        dw   .         C  _  _  _ 

~d       ^"di  y~*~~Tt         J  11  du  -±-vdv  +  wdw. 


ou  du,  dv,  dw  sont  les  variations  de  la  vitesse  le  long  d'un  ele- 
ment ds  de  la  courbe.  En  integrant  par  parties  le  long  de  la  courbe 
entiere,  on  pent  donner  a  la  seconde  integrate  la  forme 

—  f  u  du  -+-  v  dv  -+-  w  dw, 
ou,  en  remplacant  u,v,w  par  les  expressions  identiques  e  w,  e  v,  e  w, 

ou  dz  designe  la  variation  du  volume  specifique  le  long  d'un  ele- 
ment ds  de  la  courbe.  Mais  la  premiere  de  ces  deux  integrates 
disparalt  le  long  de  la  courbe  fermee,  done 

Jci       rdu   ,        dv  dw  fx   —      -  — 

— —  =  /  —  dx  -+-  —  d y  -+-  — j-  dz  ^  /  -  a'+^+^Ws. 
dt      JL  dl  dt    J       dt  Jh  2  v  7 

Substituons  maintenant  dans  cette  equation  les  valeurs  de  ~> 

donnees  paries  equations  du  mouvemenl.  Le  terme  contenant  p 
prend  la  forme  d'une  differentielle  exacte,  qui  disparait  par  l'inte- 
gration  le  longde  la  courbe  fermee.  On  obtient  finalement 

( i a)         =  f  pdU  —  J~ e  (u  dx     v  dy  -+■  w  dz)  +J^~  (/Is  w5)  dt, 

A.  -  III.  37 


5^8  EQUILIBAE  ET  MOUVEMENT  DB8  MIIJKUX  CONTLNU8. 

qui  donne  la  loi  de  la  formation  de  la  circulation  du  moment 
specifique. 

Le  premier  terme  du  second  membre  a  la  mgme  forme  que  le 
second  membre  de  l'equation(5)  :  on  a  seulement  a  substituer 
pasetUa—  p  \  on  peut  done  en  donner  une  interpretation  6gu- 
ree  analogue  a  celle  du  n°  803  :  ce  premier  terme  d^crit  une  for- 
mation primaire  de  circulation  due  a  des  sotenoides  produits 
par  l'intersection  des  surfaces  d'egale  densite  avec  les  surfaces 
U  =r  const.,  e'est-a-dire  des  surfaces  de  niveau  quand  il  s'agit  de  la 
pesanteur.  La  circulation  s'etablit  dans  le  sens  qui  va  du  vecteur  D 
vers  le  vecteur  g{fig-  370).  Le  premier  suit  la  direction  d'accrois- 

Fig.  37o. 


Sement  le  plus  rapide  de  la  densite;  le  second  est  la  force  qui  agit 
par  unite  de  masse.  Dans  le  cas  de  la  pesanteur,  e'est  Taccelera- 
tion  de  gravite. 

On  peut  done  faire  de  liquation  (12)  les  monies  applications 
mpteorologiques  que  de  Tequation  (5)  quand  il  s'agit  de  la  produc- 
tion primaire  des  mouvements.  En  efl'et  quand  onsortd'un  etal  de 
repos,  les  deuv  dernieres  inte^rales  de  l'equalion  (12)  sont  nulles 
initialement;  mais,  des  qun  le  mouvement  atteint  une  int  ensile  sul- 
lisante,  ces  termes  commencent  a  se  lairr  sentir  et  a  modilier  le 
mouvement,  en  produisanl  des  circulations  dependant  d  une  part 
des  vitesses  d'expansiun  donnees  par  e,  et  de  l'autre  des  h6lero- 
geneites  caraclcrisees  par  la  different  ielle  dz. 

Dans  les  conditions  qui  regissent  les  mouvements  almosphe- 
riques,  il  n'en  resulte,  cependant,  que  des  modifications  de  pen 
d'iraportance;  mais,  dans  d'autres  circonstances,  les  deux  derniers 
termes  de  l'equation  (12)  peuvent  devenir  dominants,  et  deter- 
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•miner  les  proprietes  essentielles  du  mouvement.  Cest  ce  que  nous 
allons  demontrer  dans  un  cas  special 

809.  Ph6nom6nes  analogues  a.  ceux  des  phenomenes  electriqnes 
et  magnetiques.  —  Placons-nous  dans  des  conditions  ou  les  pro- 
prietes baroclines  de  notre  sysleme  fluide  sont  bien  localisees.  Le 
systeme  peut  consister  en  un  nombre  quelconque  de  corps  fluides 
plonges  dans  un  fluide  illimite  exterieur,  que  nous  supposerons 
homogene  et  incompressible.  Parmi  les  corps  qui  y  sont  plonges, 
quelques-uns  peuvent  egalement  etre  homogenes  et  incompres- 
sibles,  mais  avec  une  autre  density  que  le  fluide  exterieur.  D'autres 
peuvent  etre  compressibles.  Pour  simplifier,  iious  les  supposerons 
barotropes,  obeissant,  par  consequent,  a  une  equation  earacteris- 
tique  de  la  forme  z  =  /(/>)•  On  a  done  barotropie  du  fluide  exte- 
rieur et  de  chacun  des  corps;  les  proprietes  baroclines  sont  loca- 
lisees dans  les  couches  de  passage  entre  les  corps  et  le  fluide 
exterieur.  Nous  admettrons  que  la  transition  des  uns  a  l'autre  est 
rapide,  mais  sans  discontinuity.  Seules,  ces  couches  de  passage 
peuvent  done  £tre  le  siege  de  la  formation  de  tourbillons. 

Pour  fixer  les  idees,  imaginons  que  I©  mouvement  primaire  soit 
produit  de  la  maniere  suivante  :  quelques-uns  des  corps  elastiques 
onl  ete  comprimes,  d'autres  dilates,  et  puis  tous  laches  simulta- 
nement.  lis  eflectucront  alors  des  pulsations  qui  mettront  en  mou- 
vement le  fluide  environnant.  Supposons  aussi  que  les  proprietes 
elastiques  des  corps  soient  telles  qirils  efl'ectuent  toutes  leurs 
pulsations  avec  la  m£me  periode,  mais  avec  des  phuses  diverses. 
Les  difl'erences  entre  ces  phases  resteni  constantes  au  cours  du 
lemps.  Pour  restreindre  encore  les  conditions,  nous  supposerons 

que  ces  difl'erences  ne  peuvent  <Hre  egales  qu'a  zero  ou  ^»  c  est-a- 

dire  que  les  phases  des  divers  corps  pulsants  sont  en  coincidence 
on  «n  opposition. 

Examinons  main  tenant  les  proprietes  tourbillonnaires  du  mou- 
vement ainsi  produit.  Conformcment  au  theoreme  de  Helm  holt*, 
le  champ  de  vitcsse  restera  irrotationnel  dans  le  fluide  exterieur  el 
dans  chacun  des  corps.  Nous  supposerons  qu'il  en  est  de  meme 
du  champ  des  moments.  Si  Ton  ne  faisait  pas  cette  hypothese,  on 
aboutirait  a  des  conclusions  un  peu  plus  generates,  mais  qui  ne 
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different  pas  essentiellement  de  celles  que  nous  allons  developper. 

Des  tourbillons  ne  peuvent  se  former  que  dans  les  couches  de 
passage.  Mais,  comme  on  l'a  vu  au  n°  756,  l'existence  de  ces 
tourbillons  entraine  la  consequence  suivante  :  toute  courbe  fer- 
mee  qui  est  situee  en  partie  dans  un  des  corps  et  en  partie  dans  le 
fluide  exterieur  ct  qui,  par  suite,  embrasse  un  certain  flux  de 
tourbillon,  possede  un  mouvement  de  circulation.  D'apres  lequa- 
tion  (12),  cette  circulation  sera  engendree  suivant  la  loi 

(j3)  =  —  f  e  (u  dx  -+■  v  dy  -h  w  dz)  -+-  f-(u*-hv*-+-wi)dt. 

at         Jh  JL  2 

Remarquons  d'abord  que  les  integrates  du  second  membre  sont 
nulles  au  commencement  du  mouvement,  et  qu'elles  restent  tou- 
jour s  finies.  Les  tourbillons  de  m,  f ,  w  sont  done  ires  voisins  de 
zero  pendant  les  premiers  instants. 

L'etat  initial  est  done  extremement  simple  :  les  moments  u,  w 
sont  irrotationnels  dans  le  champ  tout  entier.  II  en  resulte,  comme 
on  le  verra  aisement,  que  ce  vecteur  a  des  composantes  tangen- 
tielles  egales  des  deux  cotes  d'une  couche  de  passage ;  mais,  comme 
les  densit^s  n'ont  pas  la  meme  valeur  de  part  et  d'autre  de  la  couche, 
les  composantes  tangentielles  des  moments  ne  peuvent  etre  egales 
que  si  celles  des  vitesses  ne  le  aont  pas.  11  se  produit  done  une 
variation  brusque  —  a  la  limite,  une  discontinuite  — ■  des  compo- 
santes tangentielles  des  vitesses.  C'est  ce  qu'on  appelle  un  tour- 
billon de  surface. 

Gonsiderons  une  telle  surface  de  discontinuite  ou  change  subi- 
tement  le  volume  specifique,  ou,  comme  nous  pouvons  dire  aussi, 
le  coefficient  de  mob Hi te  An  fluide,  de  la  valeur  £  a  la  valeur  1 .  A 
travers  cette  surface,  la  composante  normale  de  la  vitesse  et  la 
composante  tangentielle  du  moment  specifique  sont  continues. 
Mais  il  existe  la  discontinuite  correspondante  de  la  composante 
normale  du  moment  specifique,  et  de  la  composante  tangentielle 
de  la  vitesse,  la  premiere  variant  en  raison  inverse  et  la  seconde  en 
raison  directe  des  coefficients  de  mobilite  s  et  s'.  On  en  conclut 
que  les  lignes  de  courant  subissent  une  refraction  en  traversant  la 
surface,  les  angles  d'incidence  i  et  de  refraction  1  etant  dans  la 
relation 

ta  n  g  i  s 
ta  n  g  r  e' 
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Ainsi,  les  lignes  de  courant  s'ecartent  de  la  normale  quand  ils 
passent  d'une  region  de  grande  mobilite  a  une  region  de  petite 
mobilite  du  fluide. 

Dans  le  champ  magnetique,  les  lignes  de  force  se  refractent  sui- 
vant  la  meme  loi ;  dans  la  formule  ci-dessus  il  suffit  d'interpreler 
les  coefficients  e  et  e  comme  ceux  de  permeabilite  magnetique 
au  lieu  de  mobilite  hydrodynamique.  L'analogie  electrodyna- 
mique  enoncee  au  n°  768  prend  done  une  forme  plus  precise,  en 
conduisant  a  la  correspondance  suivante  entre  les  grandeurs  fon- 
damentales  : 

Permeabilite  magnetique   volume  specifique  ou  mobilite 

Induction  magnetique   vitesse 

Force  ou  intensite  de  champ  ma- 
gnetique  moment  specifique 

On  en  tire  de  suite  les  consequences  relativement  aux  differentes 
quantites  qu'on  derive  des  grandeurs  fondamentales.  Ainsi,  les 
tourbillons  de  surface  mentionnes  ci-dessus  correspondent  aux 
courants  electriques  fictifs  par  lesquels  on  peut,  dans  les  idees 
d'Ampere,  representer  Pinfluence  qu'exercent  sur  la  configuration 
du  champ  les  corps  qui  ont  une  permeabilite  magnetique  diffe- 
rente  de  celle  du  milieu  environnant;  et  les  vitesses  d'expansion 
ou  de  contraction  des  corps  elastiques,  qui  produisent  le  mouve- 
ment,  correspondent  aux  masses  magnetiques  positives  ou  nega- 
tives des  aimants  permanents  qui  produisent.  le  champ  magnetique. 

Notre  champ  hydrodynamique  a  ainsi  exactement  la  m£me 
structure  geometrique  qu'un  champ  magnetique  :  les  lignes  de 
courant  emanent  des  corps  qui  se  dilatent,  comme  les  lignes  de 
force  des  masses  magnetiques  positives ;  elles  convergent  vers  les 
corps  qui  se  contractent,  comme  les  lignes  de  force  vers  les  masses 
negatives.  De  plus,  ces  lignes  se  concentrent  et  passent  de  prefe- 
rence dans  les  corps  de  grande  mobilite,  precisement  comme  font 
les  lignes  de  force  dans  les  corps  de  grande  permeabilite  magne- 
tique, le  fer  doux  par  exemple.  Elles  font  des  detours  autour  des 
corps  peu  mobiles,  comme  les  lignes  magnetiques  autour  des  corps 
fortement  diamagnetiques. 

Si  Ton  a  affaire  a  des  corps  effectuant  des  pulsations  perio- 
diques,  les  vitesses  moyennes  et.  les  moments  moyens  sont  nuls. 
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Mais  I'etat  de  monvement  moyen  se  definit  par  la  racine  carree 
des  mo^yennes  des  carres  des  grandeurs  periodiques,  nuinie  d  un 
signc  dependant  de  la  phase.  L'analogie  se  eonserve  ulors  en 
entier  :  des  corps  pulsants  en  concordance  de  phase  correspondant 
a  des  poles  magnet  iques  de  ni&ine  nom  et  des  corps  dont  les 
phases  soul  opposees  a  des  masses  magnetiques  de  nom  oppose. 

La  discussion  de  Inequation  (i3)  nous  a  permis  ainsi  d'appro- 
fondir  l'analogie  electrod vnamique  du  n°  76S,  mais  a  la  condition 
de  iiegiifjer  provisoirement  l'influence  des  deu\.  integrales  du 
second  meinhre.  Mais  peu  a  pen  ces  termes  donnent  naissance  a  la 
formation  de  tourhillons.  E\aminons-en  les  consequences  pour 
I'analogie  en  question. 

La  premiere  integrale  de  1'equalion  (i3)  nous  inontre  que  les 
partieules  fluides  situees  sur  une  ligne  qui  traverse  un  corps 
pulsanl  et  se  ferme  par  le  lluide  exterieur  prennent  au  total  une 
rertaine  circulation.  Comme  r  est  seulement  la  partie  de  la 
courbe  siluee  dans  le  corps,  ou  e  est  different  de  zero,  qui  donne 
une  contribution  a  l'integralc,  on  voit  de  suite  la  direction  de  cir- 
culation produile  :  elle  est  donnee  par  —  «/,  —  c,  — w  quand  e  esl 
posit  if,  par  u.  t>,  w  quand  e  est  negalif.  Done  les  tou  rbillons  qui 
naissent  dans  la  eouche  de  passage  font  glisser  les  corps  en  sens 
inverse  du  couranl  general  s'ilsse  dilntent,  dans  le  meme  sens  s'ils 
se  contractent  (fig:  371).  Considerons  par  exemple  deux  corps 

Fig.  *7i 


r  — \ 

pulsants.  Chacun  d  eux  fie  tiouve  dans  le  courant  radial  produit  par 
l  autre.  En  cas  de  pulsations  concordantes,  its  glissenl  done  toujours 
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l'un  vers  Fautre.  En  cas  de  pulsations  de  phases  opposees,  ils 
s'eloignent  Tun  de  Pautre. 

C'est  la  un  resultat  extrdmement  interessant  :  en  negligeant 
prealablement  les  deux  integrales  de  l'equation  (i3).  nous  avons 
va  se  presenter  une  analogie  qui  se  rapporte  a  la  structure  geo- 
metrique  des  champs  hydrodynamiques  et  magnetiques.  En  pro- 
cedant  ensuite  a  prendre  en  consideration  la  premiere  de  ces 
integrales,  nous  voyons  comment  l'analogie  commence  a  s'etendre 
aussi  aux  proprietes  dynamiques  des  deux  champs. 

La  seconde  integrate  de  (i3)  peut  s'exprimer  par  des  sole- 
no'ides  :  on  trace  d'une  part  les  surfaces  d'egal  volume  specifique 
e  =  i,2,3,  ...  qui  sont  toutes  continues  dans  la  couche  de  passage 
entre  le  corps  et  le  fluide,  ou  sont  localisees  les  helerogeneites ; 

on  trace,  de  r  autre,  les  surfaces  ^(u 2 -f- \>2-\-w2)  =  i.  2,  3,  . ... , 
qui,  dans  le  fluide  homogene,  representent  des  surfaces  d'egales 
valeurs  de  l'energie  cinetique.  On  peut  mener  perpendiculaire- 
ment  a  ces  deux  families  de  surfaces  le  vecteur  de  mobilite  B, 
qui  montre  la  direction  de  mobilite  croissante,  et  le  vecteur 
d'energie  K,  oriente  vers  la  direction  ou  i'energie  cinetique  du 
fluide  croit  le  plus  vite  (fig.  372).  Ainsi,  les  solenoides  dus  a 


Fig.  372. 


1'intersection  des  deux  families  de  surfaces  produiront  dans  la 
couche  de  passage  des  tourbillons  a  rotation  dirigee  du  vecleur 
d'encrgie  K  vers  le  vecteur  de  mobilite  B.  Cette  couche  tourbii- 
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lonnaire  fait  glisser  un  corps  plus  mobile  que  le  fluide  environ- 
nant  dans  la  direction  d'energie  cinetique  d£croissante,  un  corps 
moins  mobile  en  sens  inverse. 

Gomme  l'energie  du  fluide  est  toujours  maximum  au  voisinage 
de  la  surface  des  corps  pulsants  qui  produisent  le  mouvement,  un 
corps  plus  legcr  que  le  lluide  est  repousse^  un  corps  plus  lourd 
attire  par  les  corps  pulsants.  Par  ce  resultat,  l'analogie  entre  les 
proprtetes  dynamiques  des  deux  systemes  est  realisee.  Voici  le 
resultat  general  : 

Les  tourbillons  qui  se  forment,  comme  le  fait  prevoir  l'equa- 
tion  (i3),  ont  pour  effet  de  donner  aux  corps  qui  se  trouvent 
dans  le  champ  hydrodynamique  des  mouvements  analogues  a 
ceux  qu'on  obtient  dans  le  champ  magnetique  correspondant, 
mais  avec  une  difference  singuliere  :  pour  une  m£me  structure 
geometrique  du  champ,  les  forces  hydrodynamiques  sont  egales 
et  opposees  aux  forces  magn^tiques  correspondantes.  Ainsi,  deux 
corps  pulsants  s'attirent  quand  ils  ont  des  pulsations  du  m6me 
nom,  c'est-a-dire  quand  les  deux  flux  qu'ils  produisent  autour 
d'eux  convergent  ou  divergent  en  meme  temps;  ils  se  repoussent 
quand  ils  ont  des  pulsations  de  noms  opposes,  c'est-a-dire  quand 
Tun  des  flux  est  convergent  et  l'autre  divergent.  Cette  regie  est 
Tinverse  de  celle  des  attractions  et  des  repulsions  magnetiques. 
De  n£me  les  corps  de  grande  mobilite  sont  repousses,  ceux  de 
faible  mobilite  attires  vers  les  champs  les  plus  intenses,  ce  qui  est 
encore  exactement  Tinverse  des  lois  de  Faraday  sur  les  attrac- 
tions des  corps  para  et  diamagnetiques. 

810.  Demonstration  directe  de  l'analogie.  —  Nous  avons  trouve 
ces  resultats  en  etudiant  les  proprietes  tourbillonnaires  du  vecteur 
u,  p,  w  dans  un  fluide  barocline.  Gherchons  maintenant  a  appro- 
fondir  cette  theorie,  en  determinant  directement  les  forces  appa- 
rentes  en  question,  au  lieu  d'etudier  seulement  leurs  eflfets  tour- 
billonnaires. 

Retournons  done  aux  equations  (i  i)  ou  le  vecteur  fondamental 
etait  le  moment  sp^cifique  a,  iv.  Mais  generalisons  en  suppo- 
sant  des  forces  exterieures  tout  a  fait  quelconques  dont  nous  nous 
reservons  de  disposer  plus  tard.  Soient  X',  Y4,  7J  les  composantes 
de  ces  forces  par  unite  de  volume  du  fluide.  La  premiere  equa- 
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tion  s'6crit 

du        ,  -  dp 

dt  dx 

ou,  en  d6veloppant  le  premier  membre, 

du  du  du  du  _,,  —  dp 
dt        dx        dy         dx  dx 

Disposons  maintenant  de  la  force  X'Y'Z'  de  maniere  que 
tt,  v,  w  reste  toujours  un  vecteur  irrotationnel  (■)  et  que,  par 
suite,  son  champ  reste  analogue  au  champ  magnetique,  Si  cette 
condition  est  remplie,  on  a 

dv      du      dw  _  du 
dx~~  djr'    dx  ~~  dzf 

En  tenant  compte  de  ces  relations  et  en  substituant  en  m£me 
temps  eu,  et>,  e  w  aux  grandeurs  identiques  w,  p,  w>,  nous  obtenons 

du       ^  fi,-  -     —  \~|  —dp 

ou  encore 

^  =  X'—  eu  -+■  -  (  u*  -+■  v*  w*  )  ~  —  4"  \p  -+■  -  6  (  ^s     ^~s-+-  * 

2  '  dx     dx  \J       2  x                   7  J 

On  voit  maintenant  que,  pour  assurer  la  nature  irrotation- 

nelle  du  vecteur  u,  v,  il  suffit  de  donner  a  la  force  exterieure  X' 
la  valeur 

(i5)  X' =eu- 1 


car  alors  on  aura 


du 
de 

dv 
dt 


dw  d 
~dt  ~~  ~dl 


2  N  '  dx 

^  [l> +  + w>], 


(')  Si  cette  condition  n'est  pas  realised,  l'analogie  se  poursuit  neanraoins,  mais 
il  faut  faire  intervenir  une  aimantation  intrinseque  ou  pernaaoente. 
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ce  qui  donne 


Ces  equations  expriment  que,  si  Ton  a  donne  a  la  force  exterieure 
la  valeur  (i5),  les  tourbillons  du  vecteur  u,v,  w  restent  inva- 
riables  en  chaque  point  de  l'espace.  Si  Ton  suppose  qu'ils  sont 
initialement  partout  egaux  a  zero,  ils  resteront  toujours  nuls. 
Si  done,  au  choix  (i5)  de  la  force  exterieure,  on  joint  cette  autre 
condition  que  le  tourbillon  des  a,  w  soit  nul  initialement,  on 
obtient  un  champ  hydrodynamique  qui,  du  point  de  vue  geome- 
trique,  est  decrit  par  le  systeme  d'equations 

1U  =  EM,  V  =  tVt  W  =  t  W . 

dw      dv      du      dw      dv  du 
dy  ~  Oz  ^  Jz  ~~  dx  ^  0x~~  dy  =  °' 
du      dv  dw 
-r~  -(-  —  -4-  — —  ==  e, 
ox      dy  dz 

Mais  ces  equations  ont  exactement  la  meme  forme  que  celles  du 
champ  magnetique  si  Ton  appelle  u,  ^,  w  l'intensite  du  champ, 

v,  w  ['induction,  e  la  permeabiiite  et  e  la  densite  magnetique, 
et  si  Ton  convient  d'exprimer  toutes  ces  grandeurs  dans  les  unites 
rationnelles  de  Heaviside  (*). 

Le  champ  hydrodynamique  est  donne  par  ces  equations,  a  la 


(')  L'experience  donne  la  loi  de  Coulomb  sous  la  forme  k"zr*  Au  temps  ou 

Ton  n'avait  pas  encore  une  vue  assez  large  de  l'ensemble  des  phenomenes  electro- 
magnetique*,  on  a  cru  obtenir  une  simplification  en  choisissant  k  —  i.  Mais  ce 
choix  d'unites  conduit  k  la  consequence  bizarre  qu'il  opparatt  un  facteur  4  * 
dans  toute  une  se*rie  de  formules  qui  ne  se  rapportent  en  rien  ni  a  des  cercles  ni 

a  des  spheres.  En  choisissant  avec  Heaviside  k  =s  ~  »  on  ecrit  la  loi  de  Coulomb 

EE 

sous  la  meme  forme  que  celle  des  corps  pulsanls  Le  d^nominateur  reprd- 

sente  la  surface  spherique  sur  laquelle  Taction  emanant  de  l'un  des  corps  s'est 
repandue  a  la  distance  r.  Si  Ton  fait  ce  choix  d'unites,  le  facteur  t\n  apparait 
exclusivement  pour  multiplier  la  distance  r  dans  des  formules  qui  se  rapportent 
a  des  actions  a  distance  qui  emanentd'un  centre.  Toutes  les  autres  formules  en  sont 
debarrassees  [VoirO.  Hbavisidk, Electromagnetic  Theory ,  vol.1  (London,  1893) : 
Lorentz,  Encyclopedic  des  Sciences  mathematiques,  t.  V,  p.  i3.] 
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condition  que  les  particules  fluides  soient  soumises  a  Taction.  drune 
force  extearieure,  dont  (i5)  donne  la  premiere  composante.  En 
vertu  du  principe  de  Tegalite  de  Taction  el  de  la  reaction,  ces  par- 
ticules exerccnt  done  vers  Texterieur  les  forces  apparentes 

X 

(17)  ]  Y 

Z 

Ces  forces  sont  egales  et  de  signe  contraire  aux  forces  exercees 
par  le  champ  magnetique  correspondant.  Le  terme  contenant  e 
donne  la  force  qui  agit  sur  les  elements  pulsants,  et  qui  cor- 
respond a  Taction  du  champ  sur  les  masses  magnetiques.  Le  second 
terme  qui  contient  e  donne  les  forces  agissant  sur  les  corps  de 
mobilite  plus  grande  ou  plus  petite  que  le  fluide  environnant,  et 
qui  correspond  a  Taction  d'un  aimant  sur  du  fer  doux  ou  du 
bismuth  (' ). 

Les  equations  (16)  et  (1 7)  mettent  done  en  lurniere  Tanalogie 
entre  les  phenomenes  hydrodynamiques  et  magnetiques.  Elle  est 
d'ordre  direct  en  tout  ce  qui  concerne  la  configuration  geome- 
trique  du  champ,  mais  d'ordre  inverse  en  tout  ce  qui  concerne  les 
forces  produites  par  le  champ. 

811.  Verification  experimental.  —  L  analyse  a  ete  verifiee  en 
loule  son  etendue  par  Texperience.  Pour  des  necessites  pratiques, 
on  a  du  substituer  des  corps  solides  aux  corps  fluides  consideres 
dans  les  de\ eloppements  precedents.  Mois  il  n'en  r^sulte  pas  de 
difference  essentielle  :  les  forces  dependent  entierement  du  mouve- 
ment  du  fluide  exterieur,  qui,  s'il  restc  identique,  exerce  toujours 
la  meme  pression  sur  la  surface  limite  d  im  corps,  independamment 
de  la  nature  de  la  ma  tie  re  qui  se  trouve  au  dedans  de  cette  surface. 


(*)  Pour  la  question  des  ton:«-s  eleinentaiies  agissant  clans  le  champ  magne- 
tique, voir  Memoire  Ue  Helmlioltz,  Wissentsch.  Abh.,  I,  t,  p.  799,  et  le 
Memoire  de  Heaviside,  On  the  forces,  stresses  und  fluxes  of  energy  in  the  elec- 
tromagnetic field  (  Transactions  of  the  Royal  Society,  London,  1892;  Elec- 
trical Papers,  vol.  II,  p.  b?  )  . 


1  / —      -      —  x  de 
—  —  e  u  — f~  —  y     -+-         iv* )  1 


2 


dx 

—       1  /  —      -      —  N  de 
—  e  w  h —  ( M*  -u-  pi      w\  )  ■ 
2  x  '  oz 


.  ,_      -      —  \  dz 
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812.  Deuxi4me  analogic  entre  le  champ  hydrodynamique  et  le 
champ  magnetique.  —  Un  champ  de  mouvement  pcut  prendre 
l'apparence  d'un  champ  statique  de  deux  manieres  diflerentes  :  ou 
bien  si  le  mouvement  est  vibratoire  avec  de  petites  amplitudes, 
comme  celui  qui  est  produit  par  les  corps  pulsants,  ou  bien  s'il 
est  de  caractere  permanent.  Peut-on  arriver  a  une  analogie  des 
ph6nomenes  magnetiques  en  considerant  des  champs  hydrodyna- 
miques  permanents  ?  Oui,  mais  a  la  condition  d'effectuer  un  chan- 
gement  tres  remarquable  dans  la  correspondance  entre  les  quan- 
tity magnetiques  et  les  quantites  hydrodynamiques. 

Remarquons  qu'au  cas  d'un  mouvement  permanent,  un  corps 
qui  semble  immobile  ne  peut  pas  dtre  constitue  toujours  par  les 
m  ernes  masses  fluides.  Les  corps  seront  represented  par  des  espaces 
iimites  dans  lesquels  le  fluide  qui  les  traverse  en  s'ecoulant  prend 
d'autres  propriety  intrinseques  ou  des  mouvements  d'un  autre 
caractere  que  dans  l'espace  exterieur. 

Pour  fixer  les  idees,  convenOns  de  definir  ces  espaces  par  des 
reseaux  atomiques  assez  fins  pour  ne  pas  faire  obstacle  au  mouve- 
ment du  fluide,  mais  agissant  sur  celui-ci  de  maniere  a  modifier 
ses  propriety  et  son  mouvement.  Ces  modifications  se  font  au 
moment  ou  le  fluide  traverse  la  couche  de  passage. 

Dans  i'espace  exterieur,  il  doit  avoir  les  proprietes  d'un  liquide 
homogene  et  incompressible  et  y  etre  partout  anime  d'un  mouve- 
ment irrotationnel.  Mais,  dans  les  corps,  nous  supposons  possible 
Pexistence  de  tourbillons.  11  fautdonc  qu'en  traversant  les  couches 
de  passage,  de  Fexterieur  vers  l'interieur,  les  masses  fluides 
prennent  des  mouvements  rotatoires  qu'elles  perdent  lorsqu'elles 
traversent  ces  couches  en  sens  inverse.  Ces  tourbillons  ne  peuvent 
apparaitre  et  disparaitre  que  sous  Taction  de  forces  que  nous  allons 
determiner. 

Dans  les  espaces  definis  par  les  reseaux  atomiques,  nous  suppo- 
sons enfin  que  le  fluide  peut  avoir  une  autre  densite  que  dans 
l'espace  exterieur.  Ceci  correspond  a  une  hypothese  bien  connue 
qu'a  faite  Fresnel  sur  I'ether  lumineux.  11  faut  done  que  le  fluide, 
en  traversant  la  couche  de  passage,  subisse  un  changement  ana- 
logue a  une  condensation  ou  une  evaporation,  qui  se  produit  en 
vertu  d'une  equation  caracteristique  assez  generale. 

Les  condensations  et  dilatations,  qui  se  montrent  ainsi  inevi- 
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tables  dans  le  cas  du  regime  permanent,  ont  une  consequence 
importante  relative  au  caractere  de  l'analogie.  On  peut  la  prevoir 
de  suite  par  des  considerations  elementaires.  La  conservation  des 
masses  demande  que  la  composante  normale  du  moment  specifique 
reste  la  meme  de  part  et  d'autre  de  la  couche  de  passage.  II  s'en- 
suit  que  la  composante  normale  de  la  vitesse  doit  varier  en  raison 
inverse  de  la  densite.  D'autre  part,  une  particule  fluide  qui  tra- 
verse la  couche  de  passage  n'a  aucune  raison  de  changer  la  com- 
posante tangentielle  de  sa  vitesse.  Mais  alors  il  suit  que  la  compo- 
sante tangentielle  du  moment  specifique  varie  directement  com  me 
(a  densite  de  part  et  d'autre  de  la  couche.  Dans  le  cas  limite,  ou  la 
couche  de  passage  se  reduit  a  une  surface  de  discontinuity,  on 
trouve  done  qu'une  ligne  de  courant  qui  traverse  cette  surface 
subit  une  refraction  suivant  la  loi 

tangt 

langt'      p' ' 

C'est  la  reciproque  de  la  loi  que  nous  avons  developpee  au  n°  809 ; 
maintenant  les  lignes  de  courant  s76cartent  de  la  normale  quand 
elles  passent  d'une  region  de  petite  a  une  region  de  grande  den- 
site. La  correspondance  entre  les  grandeurs  fondamentales  hydro- 
dynamiques  et  magnetiques  se  presentera  alors  comme  il  suit : 

Permeabilite  magnetique.   densite 

(18)    Induction  magnetique   moment  specifique 

Force  ou  intensite  de  champ  magnetique.  vitesse 

C'est  l'inverse  de  la  correspondance  donnee  par  le  Tableau  (i4) 
ci-dessus.  II  s'ensuit  que  maintenant  les  lignes  de  courant  du 
fluide  exterieur  convergent  vers  les  corps  a  fluide  condense,  pour 
les  traverser  en  grand  nombre,  iandis  qu'elles  feront  des  detours 
autour  des  corps  a  fluide  dilate.  Examinons  maintenant  les  details 
de  cette  analogie,  dont  on  preVoit  ainsi  deja  les  traits  g&ieraux. 

Si  Ton  veut  donner  aux  champs  permanents  toute  la  genera- 
lite  que  possedent  les  champs  a  mouvement  p^riodique,  il  faut 
remplacer  les  corps  pulsantspar  d'autres  d'oii  emane  ou  vers  les- 
quels  convergent  des  courants  radiaux  continus.  C'est  la  un 
point  faible.  11  faut  le  mettre  en  pleine  lumiere  :  un  courant  qui 
diverge  a  partir  d'une  source  ne  peut  £tre  entretenu  que  pour  un 
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temps  Li  mite  aux  frais  d'une  reserve  de  fluide  plus  ou  moins 
condense.  II  faut  done  se  borner  a  ne  considerer  que  des  temps 
limites,  et,  de  plus,  renoncer  a  1'hypothese  d'un  regime  absolu- 
ment  permanent.  En  effet,  si  le  regime  des  vitesses  est  permanent 
dans  les  corps,  ou  le  fluide  subit  ainsi  une  dilatation  ou  condensa- 
tion progressive,  celui  des  moments  ne  peut  pas  V«Hre,  car  la  den- 
site  varie  avec  le  temps.  Mais,  comme  on  le  verra  tout  a  l'heure,  ce 
dernier  fait  n'a  pas  d'inconvenients  si  nous  admettons  qu'il  n'existe 
pas  de  tourbillon,  ni  de  moment  specifique,  ni  de  vitesse,  dans  les 
corps  d'oii  divergent  ou  vers  lesquels  convergent  les  courants 
radiaux. 

On  peut  remarquer  qu'on  peut  se  debarrasser  de  ces  restric- 
tions en  introduisant  des  hypotheses  comme  celle  de  la  creation 
et  la  destruction  des  masses  fluides,  ou  celle  d'un  retour  de 
ceux-ci  par  une  quatrieme  dimension  de  lVspace;  mais,  en 
le  faisant,  nous  quitterions  la  base  solide  des  axiomes  de  la  Meca- 
nique,  qui  s'appliquent  a  des  masses  qui  se  conservent  individuel- 
lemeni  dans  un  espace  a  trois  dimensions.  Nous  preferons  done 
rester  dans  le  domaine  ou  I  on  peut  employer  sans  aucune  reserve 
les  equations  hydrodynamiques,  Tequation  de  continuity  et  une 
equation  caracte>istique  des  fluides  ne  contredisant  aucun  prin- 
cipe  physique,  mais  assez  gene>ale  pour  dtecrire  les  dilatations  et 
condensations  demandees. 

Exanunons  done  ce  que  nous  apprennent  les  equations  hydro- 
dynamiques du  mouvement  de  ce  fluide.  Partons  de  Tequation 

du  __  £#  dp 
^dt '  ~ ' '  ~~  dx 


ou,  sous  une  forme  plus  developpee, 

du  du  du  du      „,  dp 

r  dt  dx      '    dy      1     dz  dx 

En  portanl  dans  le  premier  lerme  p  sous  le  signe  ~>  on  obtient 

du      dp  du  du  du  dp 

dt       df         r    dx      n  dy      r     dz  dx 


Dautre  part,  l'crquatiori  de  conltnuite  [n°  699,  equation  (i  i) 
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peut  a'&crire 

dp  _  da  dv  dw 
Ot  "~  dx      0/  dz 

Introduisons  dans  Inequation  de  mouvement  la  quantity 

.  -     du      dv  dw 

('9)  *=3»  +  £-'-*' 

ajoutons  et  reiranchons  en  m£me  temps  les  termes 

dp  dtv 
r  Ox  r  Ox 

L'equation  peut  s'ecrire  alors 

du      —        i     d  ,  a 
d<  2  r  dar 

(da      dw  \    ^       fOv       d«\    ^_  d/> 
d*  ~~  Ox  )  *w  ~~  \d~x  ~~  ly)  *V  ~     ~  Ox' 

En  portant  enfin  p  sous  le  signe  ~  dans  le  Iroisieme  terme,  et  en 
ecrivant  w  et  v  an  lieu  de  p«>  el  p*>,  on  trouve 

du 


a  dp       /da      div\ —  da\ 


Jusqu'ici,  nous  n'avons  pas  introduit  de  conditions  restriclives,  ni 
sur  les  forces  exte>ieures,  ni  sur  la  nature  du  mouvement.  Suppo- 
sons  maintenunt  que  la  force  exterieure  ait  la  valeur 


(20)    \  =  e  a  7^+^+ w1)-^  -h  — -  )  H'  —  — 

7  1  '  Ox       \0z      Ox  J  \0x 

Les  equations  de  mouvement  devieiment  alors 

^  T       1   /  •      .       • v I 

Tt  —  sl>» +  •'+-)J. 
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Gc  sont  les  m6mes  equations  que  nous  avons  trouve  au  n°  810,  en 
traitant  un  mouvement  de  nature  differente  s'effectuant  sous 
Faction  d'autres  forces  exte>ieures.  Nous  avons  tire"  alors  de  ces 
Equations  les  consequences  qu'il  n'y  a  pas  de  creation  de  tourbil- 
lons  du  moment  sp^cifique.  Par  consequent,  s'il  en  existe,  ils 
restent  invariables  et  stationnaires  dans  1'espace.  Nous  avons  du 
les  supprimer  alors  parce  qu'ils  ne  pouvaient  pas  prendre  une 
intensity  periodique.  Mais,  en  traitant  maintenant  un  mouvement 
de  nature  permanente,  rien  ne  nous  empSche  de  les  conserver. 
Introduisons  la  condition  du  regime  permanent  des  moments 
spdcifiques 

du  _  dv  _  dw  _ 
dt  ~  dt  ~  ~dt  ~°' 

Les  equations  prec£dentes  s'integrent  alors  immediatement  et 
delerminent  la  pression  par  la  relation 

p  —  p9  —  ^p(w*-H 

Inversement,  si  I'on  donne  cette  valeur  a  la  pression,  il  en  requite 
que  les  moments  sp6cifiques  gardent  un  regime  permanent. 

La  permanence  des  tourbillons  de  moments  specifiques  a  pour 
consequence  immediate  la  permanence  des  tourbillons  de  vitesse. 
II  y  aura  it  exception  seulement  dans  les  corps  qui  produisent  les 
courants  radiaux;  mais  nous  avons  fait  l'hypothese  que,  dans  ces 
corps,  le  mouvement  est  irrotationnel.  Ces  reserves  faites,  les  equa- 
tions du  mouvement  s'Scrivent 

1u  =  p«,        v  =2  w  =  pw, 
dw      dv  _  .        du      dw  _  .         dv       du  _ ^ 
du      dv      dw  — 
 h-  h  —  =  «, 
dx      dy  dz 

ou  i.  y,  k  sont  des  fonctions  qui  dependent  des  coordonnees 
x,  yy  3,  mais  no n  pas  du  temps  t. 

Ces  equations  sont  exactement  de  meme  forme  que  celles  du 
champ  magnetique  produit  par  une  distribution  de  masses  magne- 
tiques  et  de  courants  electriques  constants  :  w,  v,  w  est  alors  la 
force;  n,     w  Tinduction;  p  la  perm£abiiife;  e  la  densite  magne- 
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tique;  i,  j,  k  representent  les  densites  du  courant  eleetrique  ('  ). 
On  suppose  toutes  les  quantites  mesurees  dans  les  unites  ration 
nelles  de  Heaviside.  Les  equations  determinent  le  champ  unifor- 
mement  dans  un  espace  illimite  quand  on  se  donne  partout  dans  le 
champ  les  quantites  e,  t\  /,  A,  p. 

Nous  avons  suppose,  pour  aboutir  aux  equations  (21),  que  les 
particules  du  fluide  sont  soumises  a  des  forces  exterieures  dont  (20) 
est  la  premiere  composanre.  Ces  particules  elles-memes  exercent 
done  vers  rexterieur  des  forces  egales  et  opposee* 

[  X  =  -  en      -(i**-*  v*+-<v*)^  —{j^—k~v  ). 
(12)  \  Y  —  —  e  v  -  r-  -  {  u-  -+-  vl  -4-  tv-)  -—■  —  (k  u  —  i  w  ) , 

f  /  —   -  e  w  -r-  —  (  u-     v*  -t-  w- )  ^  —  (  i  v  —  /  u  ) , 

qui  se  manifestcnt  exclusivcment  dans  les  espaces  que  nous  avons 
definis  comme  des  corps,  et  qui  sont  identiques  a  celles  qui 
agissent  sur  les  corps  du  svstcme  magnctique  correspondant,  mais 
avec  inversion  du  signe  :  le  terme  dependant  de  e  correspond 
a  Taction  du  champ  sur  les  masses  magneliques;  celui  qui  depend 
de  p  correspond  aux  forces  qui  s'exercent  sur  le  fer  doux  on  le 
bismuth;  enfin,  le  dernier,  qui  depend  do  t,/,  A-,  correspond  aux 
forces  electromagnetiques  ;  actions  d'un  champ  magnetique  sur  les 
co u rants  electriques. 

Si  Ton  pose  e  =  o,  on  evite  les  difficultes  qui  ont  ete  signalees 
ci-dessus  et  qui  sont  relatives  a  la  production  des  courants  radiaux 
permauents  dans  le  fluide.  Cette  hypotliese  correspond  a  la  theorie 
du  magnetisme  d'Ampere,  dans  laquelle  les  aimants  sont  dus, 
comme  on  le  sait,  a  une  distribution  moleculaire  de  courants  elec- 
triques permauents. 

L'analogie  est  alors  parfaite  enrre  le  champ  hydrod  vnamique  et 
le  champ  magnetique.  Mais,  en  raison  du  parallehsme  bien  connu 


(')  Voir  les  Memoires  de  H.  Hkrtz  ou  encore  Maxwell,  Traite  d'EUctricite, 
t.  II,  4*  Partie,  Ch  a  pi  tie  IX.  Mais,  par  excmple,  dans  les  equations  (  Ej,  p.  286, 
il  faut  suppiimer  les  facteurs  /\r  si,  an  lieu  des  unites  hal>ituelles,  on  se  scrt  de 
celles  dc  Heaviside.  Ces  equations  prennent  alors  exartement  la  forme  (ao). 

A.  —  III.  38 
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entre  les  phenomenes  electriques  et  magnetiques,  on  peut  aussi 
bien  comparer  lcs  champs  hydrodynamiques  que  nous  avons 
etudie  ici  au  champ  electrostatique,  et,  dans  ce  cab,  il  est  impos- 
sible de  se  passer  des  courants  radiaux. 

Pour  des  raisons  evidentes,  cette  seconde  analogie  ne  se  pr£te 
pas  a  des  verifications  experimentales  aussi  completes  que  la  pre- 
miere. On  pent  etudier  seulement  des  cas  tres  speciaux.  Nous 
renvoyons  pour  ces  experiences  aux  Ouvrages  cites  ci-dessous. 
N^anmoins,  cette  seconde  analogie  presents  des  avantages  impor- 
tants.  Si  Ton  donne  au  fluide  les  proprietes  gyrostatiques  qu'a 
attributes  le  premier  Mac  Cullagh,  dans  ses  travaux  optiques, 
a  L'ether  lumineux,  on  arrive  a  etendre  l'analogie  a  l'ensemble  des 
phenomenes  electromagnetiques,  tels  qu'on  les  decrit  maintenant 
a  l'aide  des  Equations  de  Maxwell,  en  particulier  des  eflets  d'in- 
duetion  et  de  la  propagation  des  ondes.  Une  extension  correspdn- 
dante  de  la  premiere  analogie  parait  presenter  de  grandes  diffi- 
cultes. 

Une  derniere  remarque.  Dans  la  seconde  analogie,  nous  avons 
fait  intervenir  un  reseau  atomique,  qui  a  joue  seulement  le  role 
forrael  de  definir  les  corps.  Mais  si  I'on  veut  tenter  d'edifier  une 
theorie  mecanique  coherente  des  phenomenes  electromagnetiques, 
il  est  absolument  necessaire  de  definir  ce  reseau  d'une  facon  plus 
precise.  Mais  alors  se  prescntera  la  question  des  liaisons  entre  ce 
reseau  et  le  fluide.  On  peut  imaginer  des  liaisons  telles  que  les 
forces  que  nous  avons  trouvees,  et  qui  agissent  sur  les  particules 
fluide*,  soient  transmises  directement  aux  reseaux  atomiques. 
Mais  il  ne  parait  pas  impossible  de  donner  a  ces  liaisons  une  forme 
telle  qu  elles  agissent  comme  des  engrenages  dans  les  mecanismes 
elementaires  :  il  s'exercerait  alors  sur  les  atomes  qui  constituent  la 
matiere  des  forces  r  gales  et  opposees  a  celles  auxquelles  est  soumis 
le  fluide.  Ces  forces  seraient  done  directement  analogues  a  celles 
de  l'electromagnetisme. 

Gependant,  meiiie  si  Ton  pouvait,  a  la  rigueur,  surmonter  ainsi 
des  difficultes  speciales,  comme  finversion  du  signe  des  forces 
ponderomotrices  et  Tentretien  des  courants  radiaux  permanents, 
on  rencontrerait  encore  des  difficultes  formidables  si  Ton  voulait 
passer  d'une  simple  analogie  formelle  a  une  theorie  mecanique 
satisfaisante  des  phenomenes  electromagnetiques. 
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813.  Notice  historique  et  bibliographique-  —  L'idee  de  la 
seconde  analogie  entre  le  magnetisme  et  I'hydrodynamiqu* 
remonte  jusqu'au  fondateur  meme  de  cette  derniere  science.  Dans 
ses  Lettres  d  une  princesse  d: Allemagne  (3°  Partie),  Euler  l'a 
developpee  et  en  a  fait  une  theorie  du  magnetisme,  mais  sans 
pouvoir  l'appuyer  sur  des  developpements  rigoureux  a  partir  de 
ses  equations  hydrodynamiques,  et  sans  soupconner  la  nature 
inverse  de  la  force.  Lord  Kelvin,  le  premier,  a  approfondi  ces 
idees.  II  enon^a,  en  1870,  qu'a  Fanalogie  geometrique,  connue 
deja  depuis  les  travaux  de  Helmholtz,  s'associe  une  analogie 
dynamique,  mais  avec  inversion  du  signe.  En  187a1,  il  publia 
F analyse  ingenieuse  qui  l'avait  conduit  a  ce  resultat,  analyse  basee 
sur  l'application  des  equations  de  Lagrange. 

La  premiere  analogie,  celle  qui  est  caracterisee  par  Taction 
entre  les  corps  pulsants,  est  due  a  C.-A.  Bjerknes;  Ses  travaux 
publies  sur  ce  sujet  sont  peunombreux;  les  plus  importants  datent 
des  annees  1 863  a  1879;  les  attractions  et  repulsions  entre  spheres 
pulsantes  furent  decouvertes  en  1875.  Son  tils,  V.  Bjerknes,  a 
donne  un  expose  complet  de  ces  travaux,  tant  theoriques  qu'expe- 
rimentaux,  dans  l'Ouvrage  Vorlesungen  iiber  hydrodynamische 
^ernkrdfte  nach  C.-A.  Bjerknes  Theorie.  Leipzig,  1900- 
1902. 

La  methode  de  C.-A  Bjerknes  consistaii  dans  la  resolution 
explicite  du  probleme  sur  le  mouvement  de  corps  spheriques  a 
volume  variable  dans  un  fluide  homogene  et  incompressible.  Dans 
les  annees  1 893-1 903.  011  il  s'est  occupe  de  la  redaction  des  tra 
vaux  de  son  pere,  M.  V.  Bjerknes  a  commence  a  substituer  aux 
spheres  rigides  ou  elastiques  des  corps  fluides  de  forme  quel- 
conque,  et  a  £te  conduit  ainsi  a  s  occuper  de  la  theorie  des  fluides 
baroclines  les  plus  generaux. 

Les  deux  theoremes  de  circulation  [equations  (5)  et  (  12)]  ont 
ete  publies  dans  le  Memoire  :  Ueber  der  Bildung  von  Cirkula- 
tionsbewegungen  und  Wirbein  in  reibungslosen  Flussigkeiten 
(  Vide nskabsseiskabets  Skrifter,  Christiania,  1898). 

Plus  tard,  dans  le  Livre  Die  Kraft/elder  (Braunschweig,  1909), 
il  a  donne  Texposd  complet  des  deux  analogies  et  des  experiences 
qui  les  verifient. 


5g6  EQU1LIBRE  ET  MOUVEMENT  DBS  MILIEUX  CONTINU8. 

Pour  l'application  du  th^oreme  de  circulation  aux  mouvements 
atmosphe>iques  et  oc&miques,  on  peut  consulter  les  M^moires 
suivants  du  meme  auteur  : 

Ueber  einen  hydrodynamischen  Fundamentalsatz  und 
seine  Anwendung  auf  die  Dynamik  der  Atmosphdre  und 
der  Weltmeeres  (K.  Vetenskapsakademiens  Handlingar, 
Stockholm,  1899). 

Das  dynamische  Princip  der  Cirkulationsbewegungen  in  der 
Atmosphare  (Meteorologische  Zeitschrift,  1900). 

Cirkulation  relativ  zu  der  Erde  (/bid.,  1902). 

Relativement  a  la  generalisation  du  theoreme  de  Helmholtz, 
il  faut  renvoyer  aussi  a  la  Note  de  Schiiltz  (Ann.  Phys  und 
Chimie,  t.  56,  1896,  p.  1 44-i 4^ )  et  a  Tarticle  de  Silberstein 
(Bulletin  international  de  VAcademie  des  Sciences  de  Cra- 
covie,  1896-97,  p.  280-290). 

II.  —  Generalisations  diverses  de  la  theorie  des  tourbillons 

ET  DES  EQUATIONS  DE  l'HyDRODYNAMIQUE. 

814.  Extension  de  la  theorie  des  tourbillons  (•).  —  Comme 
nous  l'avons  vu,  la  theorie  des  tourbillons  dans  un  fluide  sans 
viscosite  est  basee  sur  l'hypothese  que  les  accelerations  des  divers 
points  du  fluide  derivent  d'un  potentiel.  Les  recherches  de 
M.  Bjerknes,  que  nous  avons  donnees  dans  le  paragraphe  prece- 
dent, etendent  cette  theorie  a  des  cas  tres  generaux.  M.  Bjerknes 
se  place  surtout  au  point  de  vue  physique  et  meteorologique.  En  se 
plagant  au  point  de  vue  de  Cauchy,  on  peut  egalement  etendre  les 
resultats  dun0  730  de  la  maniere  suivante. 


(')  Voir  Appell,  Comptes  rendus,  t.  16*,  19 17,  p.  71. 
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Reprenons  les  equations  du  mouveuient  d'un  flu ide  parfait 

p  dx  p  dy  p  dz 

et  employons  les  variables  de  Lagrange  a,  6,  c,  J  (726),  #,  6,  c 
etant  les  coordonnees  d'une  particule  a  l'instant  t  =  o.  Nous  sup- 
posons  x,  y,  z,  uy  wy  p  et  p  exprim^s  en  a,  6,  c  et  t  :  alors 
m',  t>',  w  sont  les  derivees  de  w,  i>,     par  rapport  a  /.  En  posant 


+ 

da 

^  da 

da 

=  A, 

da? 
*d6 

V  — 

d6 

f=  B, 

dc 

dc 

+  Z£ 

=  c, 

nous  supposerons  egalement  A,  B,  G  exprimes  en  a,  6,  c,  f. 

da:  <?k  dz 
da    da '  da 


En  multipliant  les  equations  (i)  par        ^ ,  ^  et  ajoutant, 


,  dx        ,  Oy         ,dz  i  dp 

tl  V-  v  -j^-  -!-  (v  —  =  A  f- 

da         da  da  p  da 


on  a 
(*) 
de  meme 

.da;       ,  dy*        .  dz      _       i  dp 

Prenons  les  derivees  partielles,  des  deux  membres  de  la  pre- 
miere par  rapport  a  6,  des  deux  membres  de  la  deuxieme  par  rap- 
port a  a  et  retranchons;  nous  avons 

du'  dx  du'  dx  ^  dv'  dy  dv'  dy  ^  dw'  dz  dw'  dz 
da  db       db  da      da  db       db  da       da  db       db  da 


dB 
da 


—  _ A. /T  dp\    A/1  dp\ 

db  ~  da\p  db  )      db\}  da) 


On  voit,  comme  nous  r avons  montre  au  n°  730,  que  le  premier 
membre  est  la  derivee  exacte  de  la  fonction 


du  dx  du  dx 
7a  db~  db  da 
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par  rapport  a  t.  Posons  alors 


Cdt. 


A,=  f  \dt,       B.-.T  Bdt,        G,=  f  l 

./0  «/f)  *A> 

Jo    P  <ta  J„    P  *6  P  dc 

~  a  ^  d&        dc  /  =  7.  J0    \  db       dc)  ' 

**~  *W  ~  *J9   LMp  ^/"'dcVp  d6/J 

-  '7^'      dCt\         r  _  i  /dB,  dA,\ 
Yll~  a  V  da  *'  ~  a"  V  da*      d6  /  ' 

n*  ~  2  V  dc        da  J'        ^~  i\da        db  )  5 

on  a,  en  integrant  de  o  a  t  les  deux  membres  de  la  relation  (3) 


(4) 


du  dx  du  dx  ov  dy 
da  db       db  da       da  db 


dv  dy      dw  dz       dw  dz 

Tb  4a  +  da  Tb  ~  Tb  Ta  =  »Ci  +  *t«- 


ou    £0  est  la  valour  du  premier  membre  pour  t  =  o  : 
o      ^«  \  _  i  fduQ      dtv0  . 


avec 


i  /  dwc 


db 


On  trouve  de  meme  les  deux  relations 

du  dx  du  dx  dv  dy 
db  dc       dc  db       db  dc 

dv  dy      dw  dz      dw  dz 


'4') 


dc  00       db  dc 

du  dx      du  dx      dv  dy 
da      da  dc       dc  da 


dc  db 


dv  dy 
da  dc 


dw  dz  dw  dz 
dc  da      da  dc 


equations  analogues  aux  equations  ( 18)  du  n°  730,  sauf  ie  rerapla- 
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cement  de  £0,  *io>  £0  par 

En  transformant  les  premiers  membres  comme  nous  l'avons  fait 
pour  obtenir  les  Equations  (20),  puis  les  equations  (21)  et  (21') 
du  n°  730,  on  obtient  finalement  les  relations 

1  =  So      Zt      U  dx  _j_  H-  t)a  <fcr       Co-*-  si  +  ^2  ^ 

p  po         da  p0  3o  ' 

5  -=  §i±jl±i!  dJL    ri*  +  T* °Z  _l_  so-^-  C>  -+- 

p  p0         da  p0  po  ' 

?  =  IliL1l±  Eg  ^f.    "no-*-  "nt d_±    SQ-+-  ^1    C«  t 

p  po         da  p9  d£  po  dc 

Telles  sont  les  relations  qui  generalisent  celles  de  Cauchy.  On 
verra-alors,  en  les  traitant  comme  eelles  de  Cauchy,  quelles  con- 
sequences on  pent  en  deduire  pour  la  generalisation  de  la  theorie 
du  tourbillon  (n°  761 ). 

Pour  /  =  o,  n,,  £2,  tj2>  ?2  sont  nuls,  J,  yj,  £,  p  se  r6duisent 
^  £o>  ^oj  £oj  A  un  instant  /  quelconque,  les  Equations  (5) 
donnent  le  tourbillon  5,         Les  lignes  de  tourbillon  a  l'instant  t 

dx  _dy  _  clz 

(6)  T  ~  T  ~  T 

ont  pour  images,  dans  le  milieu  initial,  les  lignes 

db         _  dc 

qui  changent,  en  general,  avec  t.  Les  lignes  de  tourbillon  ne 
sont  done  pas,  en  general,  des  lignes  fluides. 

Theoreme  de  Sir  W.  Thomson.  —  Pour  que  les  lignes  de 
tourbillon  soient  des  lignes  fluides,  c 1  est-a-dire  se  conservenl 
dans  le  temps,  il  faut  et  il  suffit  que  le  tourbillon  de  V accele- 
ration 

—      1  I  dw'      dv'  \ 
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soil  parallele  au  tourbillon  ij,  f\>  £  du  la  vitesse 

f     V  _  [ 

En  effet,  pour  que  les  lignes  de  tourhillon  soient  des  lignes 
fluides  et  se  conservent  quand  /  varie,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
lignes  (6)  soienl  fixe*;  dans  le  milieu  initial,  c'est-a-dire  qu'elles 
coincident  avec  ce  qu'elles  sont  a  1'instant  t  rz=  o  : 

da      db  dc 

Mais  alors,  pour  que  les  lignes  (6)  et  (7)  coincident,  il  faut  et 
il  suffil  que  les  denominateurs  de  da,  db,  dc  dans  les  equations 
(6)  et  (7)  soient  proportionnels  : 


Ces  equations  peuvent  etre  remplacees  par  les  equations  equi- 
valentes  obtenues  en  derivant  par  rapport  a  t 

w  '  *  „  r  > 

?o  r,o  <;0 

en  effet,  si  les  rapports  (8)  sont  egaux,  leurs  derivees  par  rapport 
a  t  le  sont;  reciproquement,  si  les  equations  (y)  ont  lieu,  les  trois 
rapports  (8)  ne  different  que  par  des  constantes  par  rapport  a  /, 
et  ces  constantes  sont  nulles,  parce  que  les  quantites  £i-|-£2, 
*)«  H-  *l2>     -f-  Ca  s'annulent  avec  t. 

Mais  dans  les  equations  telles  que  (3),  les  seconds  membres 
sont  pr6cisement  2^  +  2^,  2 1;', -+-2^,  2  7|',  -h2Y^.  Ces  equations 
devront  done  s'ecrire 

du'  <)r  e)u'  da:  .dv'  dy  dv'  dy  dw'  dz  dw'  dz  f 
dp db "~ '  ~db  da       da    db  ~  db  ~oa      ~da~  db       Jb  da  ^  x 


Transformons  alors  les  premiers  membres  en  posant 

[  du'      du'  dx      du'  dy      du'  dz 
(10)  <  da  ~  dx  da      dy  da^~  ~dz  da' 
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avec  les  Equations  analogues,  nous  aurons  les  trois  equations  sui- 
vantes,  analogues  aux  equations  (20)  du  n°  740  : 


;  /  dz  dy  dz  dy  \ 
\db  da  ~  da  db  J 

/dx  dz  dx  dz  \ 
\  ~Ah  A7i        ^ Ah  I 


(11)  {      n  \db  da      da  db  J 

-^{dbda      da  db)"^ :  5,1 


avec  deux  equations  analogues. 

Mais  on  a.  d'autre  part,  les  equations  (4)  et  (4  )  analogues  aux 
equations  (18)  du  n°  730  qui  donnent,  en  rempla^ant  ~  par 

du  dx      du  dy      du  dx 

dx  da      dy  da      dz  da'  9 


eorame  au  n°  730, 

/£>s  dy      dz  dy\ 
*\db  da~  da  ~db) 

(dx  dz  dx  dz  \ 
db  da  ~  da  db  / 

„  /  dy  dx      dy  dx\      _      ¥  „ 


avec  deux  equations  analogues. 

Alors  si  les  lignes  de  tourbillon  se  conservent,  les  conditions  (8) 
et  (9)  sont  satisfaites,  les  seconds  membres  des  equations  (11) 
sont  proportionnels  aux  seconds  membres  des  equations  (12)  :  on 
a  done 

X  ~  -n  ~  C 

Inversement,  si  ces  relations  ont  lieu,  les  premiers  membres 
des  Equations  ( 1 1 )  et  ( 1 2)  sont  proportionnels,  les  seconds  membres 
sont  proportionnels  aussi  et  Ton  a 

Si *»  =  Vt+Vt  _.  Ci  +  c; 


Les  numerateurs  £tant  les  d^rivees  des  d^nominateurs  par  rap- 
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port  Mi  Qn  a 


1o 


X  et  (jl  designant  des  constantes  par  rapport  a  c'est-a  dire  des 
fonctions  dea,  6,c.  En  faisant  t  =  o,  on  sait  quel;,,  ti,  ,  £2,  7j2,  £2 
s'annulent  et  Ton  a 


done 


it 


lA  = 


go+gt-*-  g; 
go 


TQo  -+-  ^1  -H  ^2 
1)0 


les  Equations  (8)  ont  lieu  et  les  lignes  de  tourbillon  se  conservent. 
Le  tn£oreme  de  Thomson  est  ainsi  demontre. 


815.  Interpretation  des  equations  generalises  :  extension  des 
Equations  de  Weber.  —  Si  Ton  considere,  a  l'instant  t  (t  constant), 

l'expression  differentielle 

( 1 3 )  u  dx  -+■  v  dy  -+-  w  dz  —  (  u0  -h  At     A2  )  da 

-(  pt.+  B,  +  B»)rf6 
-(Jfo  +  Ci  +  C,}*, 

dans  laquelle  dx,  dy,  dz  sont  remplaces  par 

dx 


dx  dx 

—  da  H  r  do 

da  db 


dc 


dc, 


les  equations  (/f)  et  (4  )  expriment  qu'elle  est  une  differentielle 
lotale  d¥  d'une  fonction  F  (a,  6,  c,  /).  On  a  done 


OA) 


dx 

dy 

dz 

■+■  w  — 
da 

da 

da 

dx 

dj 

d* 

db 

dx 
dc 

dy 

dc 

dz 
dc 

MO 


A, 


dF 

da~' 

=>  «>o-h  B,  -f-  B2  + 

n    '  St 
=  «><>-+-  C|  +  C2+  — . 

dc 


Derivons  ces  equations  par  rapport  a  t  et  tenons  corapte  des 
equations  du  mouvement  (a),  nous  pouvons  ecrire 


I  dp_ 
p  0a 


du 

da 


dv 
da 


d(* 

da 


p  da 


d*F 

dad/' 
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d  r  i  dFl 


On  voit  de  mgme  que  les  derivees  partielles  de  la  quantite  entre 
crochets  par  rapport  a  ft  etc  sont  nulles.  Cette  quantite  est  done 
independante  de  a,  6,  c  et  se  reduit  a  une  fonction  de  t  seul. 
Mais,  comme  la  fonction  F  est  definie  a  une  fonction  de  t  pr£s,  on 
peut.  dire  que  la  quantite  entre  crochets  est  constante  et  m$me 
nulle  a  condition  de  choisir  convenablement  la  fonction  F.  Ge 
raisonnement  est  analogue  a  celui  du  n°  731.  On  a  done 

i  dF 

(l5)  -(^-rP'+W1)  —  =  O. 

En  rempla^ant  a,  vy  w  par  on  a  ainsi  quatre  equa- 

tions differentielles  simultan^es  du  premier  ordre^  (i4.)  et(i5), 
qui  sont  verifiees  par  les  quatre  fonctions  y,  s,  F  des  quatre 
variables  independantes      6,  c.  t. 

Cas  particuliers.  —  i°  Si  la  density  p  est  fonction  de  la  pres- 
sion  p,  on  posera 


p0  etant  une  constante  nume>ique; 


On  peut  alors  ecrire 


Pdt. 

0 


et  si  Ton  fait 


les  equations  (i4)  out  pour  seconds  membres 

l*0 -H  At  -+-  —  , 
da 

el  l'equation  (i5)  s'ecrit 


<H>  <>* 
^A,-*--,    ^B,+--,  cvo^C,^-, 


1  (** 

F  -f-  ~(U*+  £=  — 

2  at 
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2°  Si,  au  contraire,  la  force  derive  d'une  fonction  de  forces  U, 
Em       £i  sont  nuis,  car  U  etant  exprime  en  a,  6,  c,  t,  en  posant 


on  a 

On  voit  alors  que 

V+F  =  V; 


les  equations  (i£)  ont  pour  seconds  membres 
dW 

«o  -+-  A2  -h  — ) 
da 

et  l'equation  (i  5)  s'ecrit 


dw  _      <W  <W 


1  <W 

U  -4-  -  (  U-      P*  -h       )  =  —  • 

2  '  dt 

3°  Si  les  deux  circonstances  se  presentent  en  meme  temps,  on 
revient  aux  equations  de  Weber  oar  A<  -\-  A2,  B,  -h  B2,  C,  -4-  C2 
sont  ies  derivees  partielles  par  rapport  a  a,  6,  c  d'une  fonction 
qu'on  peut  ajouter  a  F. 

816.  Expression  geuerale  de  la  circulation  le  long  d'une  ligne 
Aoide  ferroee.  —  Si  nous  reprenons  les  notations  du  n°  755,  la 
circulation  a  1'instant  l  le  long  d'une  ligne  fluide  fermee  L  est 


ci (  L )  ==  J*  u  dx  -h  v  dy  -+-  w  dz. 

On  peut,  d'apres  (io),  remplacer 

u  dx  -+-  v  dy  -4-  w  dz 

par 

(w0  -h  Ai-4-  Aj)  da  -+-  (f©-+-  Bi  +  Bs)  rf&  -+-  ( <v0-h  G,-h  C2)  dc  —  rfK. 

Gomme      ^  ~  °  Sl,r  UnG  ^£ne  ^erm^e?  on  a 
ci(  L)  =     ^  i/0  da  H-  Vq  db  •+■  w0dc 

f  (A,+  A1)<fa  +  (B,4-  B,)«7> -4-(d-f- C2)rfc, 
ou  la  premiere  integrale  est  la  circulation  le  long  de  L0^  c/(L„). 
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L©  etant  la  fonction  initiale  de  L.  On  a  done 
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ci(L)  —  ci(L0)  ^  j  (A1  +  A,)rfa  +  (B,+  B,)rf6  +  (C1  +  C,)rfc, 

formule  qui  donne  la  variation  de  la  circulation  le  long  d'une 
ligne  fluide  fermee. 

817.  Quelques  renseignements  bibliographiques.  —  On  trouvera 
dans  les  Comptes  rendus  (')  des  Notes  int6ressantes  de  M.  B6nard, 
sur  la  formation  des  tourbillons  dans  un  liquide  dont  la  tempera- 
ture varie. 

On  pourra  egalement  sur  ce  sujet  consulter  un  Memoire  de 
M.  Friedmann  (2),  dont  le  point  de  depart  consiste  a  former  les 
equations  du  mouvement  en  eliminant  p  et  p. 

M.  Belot  (3)  a  emis  une  hypothese  cosmogonique  basee  sur  la 
theorie  du  mouvement  tourbillonnaire  :  mais  il  semble  que 
M.  Belot  et  M.  Weyher,  dont  il  a  decrit  les  belles  experiences, 
aient  pris  le  mot  tourbillon  dans  un  sens  plus  large  que  celui  que 
nous  lui  donnons  d'apres  Helmholtz. 

Un  autre  genre  de  recberches  consiste  a  etudier,  dans  le  mou- 
vement d'un  fluide,  comment  varient  avec  le  temps  les  elements 
einematiques  ou  geometriques  independants  du  choix  des  axes; 
Ges  elements  sont  de  deux  sortes;  ce  sont  ou  bien  des  vecteurs 
dejinis  en  chaque  point  du  fluide  comme  la  vitesse,  l'accel6ration, 
le  tourbillon,  etc.;  ou  bien  des  quantites  alg^briques  ayant  une 
valeur  determinee  en  chaque  point  P  du  fluide,  a  chaque  instant, 
comme  la  grandeur  de  la  vitesse,  la  grandeur  du  tourbillon,  le 
produit  interieur  de  la  vitesse  et  du  tourbillon,  etc. ;  ces  dernieres 
quantites  sont  des  fonctions  scalaires  ou  fonctions  du  point  P. 
On  trouvera  les  premiers  elements  de  cette  etude  dans  un  Memoire 
de  M.  Appell  (Journal  de  Ma thematiques  pures  et  appliquees, 
5e  se>ie,  t.  IX,  1903,  p.  5,  et  Bulletin  de  la  Societe  mathema- 
tique,  t.  XXXI,  1903,  p.  68). 


(l)  Comptes  rendus,  t.  156-157,  igi3. 
(5)  Comptes  rendus,  t.  162,  191 6. 

(3)  Belot,  Divers  M^moires  (Comptes  rendus,  1905,  1906,  etc.);  Journal 
de  I'Ecole  Poly  technique,  1908. 
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CHAPITR&  XXXVIII. 

NOTIONS  SUR  LA  THfiORIE  DE  LtUSTICITE. 


8t8.  G6n*ralit6s  et  indications  bibliographiques .  —  La  theorie 
de  Telasticite  a  pour  but  l'etude  des  deformations  que  subissent 
Jes  corps  sous  Taction  de  forces  exterieures.  Les  principaux 
fondateurs  de  cette  theorie  sont  Navier,  Cauchy,  Poisson,  Lame, 
Clebsch^  Lord  Kelvin  (sir  W.  Thomson),  Kirchhoff,  Saint- 
Venant. 

Nous  nous  limiterons  ici  au  cas  elementaire  ou  les  forces  defor- 
mantes  sont  assez  petites  pour  que  la  deformation  puisse  6tre 
regardee  comme  injiniment  petite.  Dans  ce  cas,  la  distribution 
interieure  des  efforts  est  liee  a  celle  des  deformations  par  la  loi 
dite  de  Hooke.  Mais  la  consideration  de  ce  cas  est  loin  d'etre  suf- 
fisante  pour  les  applications  :  en  suivant  une  voie  ouverte  par 
Lord  Kelvin  (W.  Thomson)  (1),  on  peut  rattacher  la  theorie  des 
deformations  finies  aux  principes  de  la  Thermodynamique,  par 
l'introduction  de  Yenergic  de  deformation  :  c'est  ce  qu'ont  fait 
M.  Boussinesq  (2),  M.  Brillouin  (■*■)  et  MM.  Eugene  et  Francois 
Cosserat  (*).  On  peut  esperer,  en  suivant  cette  voie,  arriver  a 
l'explication  des  faits  singuliers  que  M.  Considere  a  signales  (5), 


(')  On  the  thermo-elastic  and  thermo-magnetic  properties  of  matter  {Ma- 
thematical and  Physical  Papers,  de  Lord  Kelvin,  t.  I). 

(3)  Memoires  presented  par  divers  savants  a  V Academic  des  Sciences,  t.  XX. 

(3)  Deformations  homo  genes  finies;  energie  d  un  corps  isotrope  (Comptes 
rendus,  t.  112,  1891).  —  Lecons  sur  V  Elasticite  et  I'Acoustique,  Toulouse, 
librairie  Labouche,  i884-i885). 

(*)  Sur  la  theorie  de  V  Elasticite  (premier  Memoire)  {Annates  de  la  Faculte 
des  Sciences  de  Toulouse,  t.  X,  1896;  Gauthier-Villars). 

(*)  Commission  des  methodes  d'essai  des  materiaux  de  construction  (1"  ses- 
sion, t.  II  et  III,  1875). 
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et  des  r6sultats  si  interessants  par  lcur  generalite  et  leur  regularity 
geom6trique  que  W.  Liiders  (')  et  M.  le  colonel  Hartmann  (2)  ont 
fait  connaitre. 

Le  probleme  fondamental  de  la  th6orie  de  1'elasticite  est  d'ex- 
priraer  les  efforts  dans  le  milieu  deforme  en  fonction  des  elements 
caract6ristiques  de  la  deformation  en  chaque  point,  afin  d'en  de- 
duire  les  equations  de  l'£quilibre  ou  du  mouvement  du  milieu 
sous  Taction  de  forces  exterieures  donnees.  Si  Ton  appelle,  comme 
nous  l'avons  fait  au  Chapitre  XXXII,  a?,  y,  z  les  coordonnees 
d'un  element  avant  la  deformation  et  y^  zt  les  coordonnees 
du  m£me  element  apres  la  deformation,  on  peut  ecrire  les  equa- 
tions de  Tequilibre  ou  du  mouvement  en  prenant  comme  variables 
independantes  le  temps  t  et  les  variables  z,  definissant  les 

positions  des  elements  a  l'instant  t,  ou  le  temps  t  et  les  variables  x, 
y,  z  definissant  les  positions  initiales  des  elements.  Le  systeme 
des  variables  j?r,  yti  zt  est  analogue  au  systeme  des  variables 
d'Euler  en  Hydrodynamique,  et  celui  des  variable*  t,  x,  y,  z  ana- 
logue au  systeme  des  variables  de  Lagrange.  Le  premier  systeme 
a  ete  employe  par  les  fondateurs  de  la  theorie ;  M.  Boussinesq  (3) 
et,  apres  lui,  M.  Brillouin  (4)  ont  montre,  par  des  methodes  diffe- 
rentes,  comment  on  peut  ecrire  les  equations  dans  le  systeme  des 
variables  .r,  yy  z  :  les  equations  ainsi  obtenues  sont  exposees 
d'une  maniere  simple  et  rapprochees  les  unes  des  autres  a  la 
page  4>  du  Memoire  deja  cite  de  MM.  Cosserat. 

Comme  nous  l'avons  deja  dit,  nous  nous  bornerons  ici  au  cas 
des  deformations  infiniment  petites  :  nous  suivrons,  dans  ses 
grands   traits,    le   mode   d'exposition   elementaire   adopte  par 

(l)  Ueber  die  JEusserung  der  Elasticitat  an  stahlartigen  Eisenstaben . . . 
(Dinglers  Poly  tec  hniches  Journal  y  Bd  CLV,  p.  18.  Stuttgart,  1860). 

(')  Distribution  des  deformations  dans  les  melaux  soumis  a.  des  efforts 
{Revue  d'Artillerie,  t.  XLV  et  XLVI,  1894-1895).  Voir  egalement  1e  compte  rendu 
des  seances  du  Congres  internationak  des  methodes  d'essai  des  materiaux  de 
construction,  lenu  a  Paris  du  9  au  16  juillet  igoo,  a  l'occasion  de  l'Erpositiou 
univertelle  (Paris,  Dunod);  et  I'Ouvrage  de  M.  €h.  Duguet,  Deformation  des 
corps  Bolides  :  1"  Partie,  Statique  speviale,  1882;  2*  Partie,  Statique  generate, 
i885  (Paris,  Gauthiet-ViLlars ). 

(J)  Theorie  des  ondes  liquides  periodiques,  p.  5i5  (Me moires  presenter  par 
dwers  savants  a  I  Academic  des  Sciences,  t.  XX). 

(*)  Deformations  homagenes  finies.  Jtnergie  d'un  cof-ps  isotrope  {Comptes 
*  rend  us  des  seances  rf>  VAtade'mie  des  Sciences,  t.  112,  1B91,  p.  45oo-i5oa). 


608  EQUILIBRE  ET  MOUVEMKNT  DES  MILfEUX  CONTINU8. 

M.  Sarrau  dans  l'Oavrage  intitule  :  Notions  sur  la  theorie  de 
Ve'lasticite  (Gauthier-Villars,  1889V 

On  trouvera  de  nombreuses  indications  historiques  dans  le  Me- 
moire  deja  cite  de  MM.  Cosserat  et  dans  l'Ouvrage  de  Todhunter 
et  Pearson,  A  History  of  the  Elasticity  and  of  the  strength  of 
materials,  from  Galilei  to  the  present  time. 

I.  -  EQUATIONS  DE  L'EQUILIBRE  ET  DU  MOUVEMENT  DES 
MILIEUX  ELASTIQUES  ISOTROPES  ET  HOMOGENES,  POUR 
DES  DEFORMATIONS  INFINIMENT  PETITES. 

819.  Etude  des  efforts  interieurs.  —  Nous  avons,  dans  le  Cha- 
pitre  XXX,  etudie  la  distribution  des  efforts  interieurs,  aux  divers 
points  d'un  milieu  conlinu.  Nous  avons  vu  que,  pour  connaitre 
a  chaque  instant  en  chaque  point  du  milieu  Teflon  '¥  da  qui 
s'exerce  sur  la  face  negative  d'un  element  da  dont  la  normale  a 
pour  cosinus  directeurs  a,  p,  y,  il  suffit  de  connaitre,  a  chaque 
instant  t,  six  fonctions  N4,  N2,  N3,  T,,  T2,  T3  des  coordonnees  du 
point;  on  a  alors,  pour  les  projections  de  l'eifort  T  rapporte  a 
l'unite  de  surface, 

(  Tx=  N,«  +  T,p  +  T,Y, 
(1)  ]  Tr  =  T3a+N^  +  TlT, 

Nous  appellerons  etat  naturel  du  systeme  continu  la  configu- 
ration du  systenie  dans  laquelle  tous  les  efforts  interieurs  sont 
nuls,  e'est-a-dire  dans  laquelle  Nl?  N2,  N3,  T,,  T2,  T3  sont  nuls 
en  tous  les  points. 

Imaginons  qu?on  deformc  le  systeme,  a  parrir  de  cet  etat  na- 
ture^ en  lui  appliquant  des  forces  exterieures  qui  peuvenl  e"tre 
des  forces  anaHgu<"s  a  des  pressions  appliquees  aux  elements  de  la 
surface  exterieure  du  milieu,  et  des  forces  analogues  a  des  poids 
appliquees  aux  elements  de  volume.  Alors  chaque  point  du  milieu 
subit  un  deplacement  u,  v,  w  que  nous  regarderons  com  me  in  li- 
niment petit;  de  telle  facon  que  Tenement  P,  qui,  a  I'etat  nature), 
avait  pour  coordonnees  y,  3,  prenne  une  nouvelle  position  P 
de  coordonnees 

CM  ^1  -a?-t-u,     y\^--y  +  v,      z,  =  3-hw. 

Dans  cette  nouvelle  configuration  du  systeme,  les  efforts  inte- 
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rieurs  ne  sont  plus  mils  el,  en  chaque  point  P,  (xt ,  y\<>  zx)  du  mi- 
lieu deforme,  les  six  quantites  N  et  T  definies  au  Chapitre  XXX 
prennent  des  valeurs  N[,NJ,  NJ,T|,  TJ,TJ  qui  sont  des  fonctions 
dex,,y4,  z<  a  Tinstant  consider^  fonctions  qui  dependent  de 
l'ensemble  des  deformations  subies  par  le  milieu. 

Pour  rappeler  que  ces  quantites  se  rapportent  au  point x^yK,  s,, 
nous  les  alVectons  de  l'indice  superieur  i . 

Le  premier  probleme  a  resoudre  est  de  trouver  en  chaque 
point  x ^ ,  y i ,  z,  du  milieu  deforme  les  valeurs  de  NJ,  NJ,  NJ,  T|, 
TJ,  TJ,  connaissant  la  deformation  du  sjsteme. 

Une  fois  ces  valeurs  trouvees,  on  aura  pour  les  equations  de 
l'equilibre  ou  du  mouvement  du  systeme  les  Equations  suivantes 
identiques  aux  equations  (i  f)  du  n°  616  : 

<*N}      r)T«      </r<  /Y 

4-  +  _^  =  ?1(X,  —  J  J.  , 

dr{       On  Ozi 
dT\      <*N{      dT\  . 


dTl      dT\  dN. 

3-^  -h  — 1  4-  -r-1  =  pi(/,  —  J  !;), 
dxx       dyx  Ozy 

ou      est  la  densile  du  systeme  au  point  P  (  z{)  apres  la 

deformation,  X,,  Y4,  Z,  la  force  interieure  rapportee  a  1' unite*  de 
masse  agissant  en  ce  point,  et  J1  l'acceleralion  en  ce  point,  acce- 
leration qui  est  nulle  dans  le  cas  de  l'equilibre.  Les  composantes 
de  l'acceleration  s'expriment  dune  maniere  simple,  com  me  il  suit : 
on  a,  a  l'instant  t. 

(3;  ii-^  +  u,      Jr\--y     y>  ij~;-f-w, 

U,  V,  w  etant  des  fonctions  des  coordonnees  initiaies  x,  y,  z  de 
V element  et  du  temps  t  :  pour  un  element  determine,  x,  y,  z  coor- 
donnees 1  element  au  temps  t0  sont  des  constantes,  et  zt 
sont  des  fonctions  du  temps  definies  par  les  equations  (3V  Les 
projections  de  L' acceleration  J*  de  ^element  sont  done 
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ou  nous  employons  pour  les  derivees  de  u,  V,  W  le  d  de  ronde  afin 
d'indiquer  que  les  derivees  de  u,  V,  W  par  rapport  a  t  sont  prises 
en  regardant  x,  y,  z  comme  constants.. 

Seryons-nous  maintenant  de  ce  fait  que  la  deformation  consi- 
d6ree  est  infiniment  petite  :  il  en  resulte  que  x^yu  zt  different 
infmiment  peu  de  x,  y,  z;  les  valeurs  des  quantites  N|,  IS  J,  IS  J, 
TJ,  TJ,  TJ  au  point  P,  (xt,yt,  z<)  different  infiniment  peu  de 
leurs  valeurs  N,,  N2>  N8l  T,,  T2,  T3  au  point  P      yy  z)  et  les  de- 

nv£es  partielles  — L»-— -»  ••■  different  infiniment  peu  de 

T  dxx     0fx  r  dx 

dT 

>  •  •  •  •  De  m£me,  la  densite  p,  et  la  force  X , ,  Y , ,  Z  au  point  x{ , 

yu  z{  different  infiniment  peu  de  la  densite  p  et  de  la  force  X, 
Y,  Z  au  point  sr,  y,  z.  Les  equations  (2)  peuvent  done  Stre  rem- 
placees  par  les  suivantes  qui  s'en  deduisent  en  ecrrvanl  N,,  .  .  . , 
Ts,  ...  au  lieu  de  INJ,  .  .  . ,  TJ,  .  .  . ,  p  au  lieu  de  p4,  X,  Y,  Z  au 
lieu  de  Xl?  Y,,  Z,  et  en  mettant  pour  J^,  Jj,,  J  J  leurs  expres- 
sions (4)  : 

,  "  :  "  («-s) 

1    AT  AT 

(5) 


'  dN. 

dTt 

1  dx 

ds 

)  dJl 

dT, 

\  dx 

"**  4r  ; 

ds 

|  dT, 

dN9 

'  dx 

dz 

Remarque  sur  la  definition  de  Vetat  naturel.  —  Nous  venons 
de  donner  une  definition  purement  theorique  de  l  etat  naturel. 
On  peut  aussi,  et  e'est  ce  que  fait  par  exemple  Poincare  dans 
ses  Lecons  sur  Velasticite  (Carre  et  Naud,  1892),  considerer 
comme  etat  naturel  un  etat  d'equilibre  conlraint  quelconque 
obtenu  par  Taction  de  certaines  forces  et  supposer  que  Ton  de- 
forme  le  milieu,  a  partir  de  cet  etat,  en  faisant  agir  de  nouvelles 
forces.  Nous  reviendrons  sur  ce  point,  dans  un  cas  particulier,  a 
propos  de  la  superposition  des  deformations  infiniment  petites 
(n°825) 

820.  Expressions  des  N  et  des  T  en  fonction  des  elements  de 
Ift  deformation.  —  Nous  allons  maintenant  exprimer  les  N  et  les  T 
en  chaque  point  P  (x,  y.  z)  en  fonction  des  elements  de  la  defor- 
mation. Cauchy  et  Poisson  ont  traite  ce  probleme  en  adoptant 
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l'hypothese  des  forces  centrales,  c'est-a-dire  en  admettant  que 
deux  points  materiels  quelconques  du  milieu  s'attirent  ou  se  re- 
poussent  suiv'ant  une  certaine  fonction  de  leur  distance.  Cette 
mdme  hypothese  a  ete  adoptee  par  Lame,  qui  a  admis  en  outre  que 
Taction  mutuelle  de  deux  points  quelconques  est  nulle  dans  l'etat 
naturel,  et  que  ces  points  s'attirent  ou  se  repoussent  suivant  que 
leur  distance  est  superieure  ou  inferieure  a  celle  qui  correspond  a 
l'etat  naturel. 

Cette  hypothese  de  Lame  est  beaucoup  plus  particuliere  que 
celle  que  nous  faisons  ici  en  admettant  que  les  efforts  interieurs 
sont  nuls  dans  l'etat  naturel,  car  nous  admettons  seulement  qiie 
les  forces  interieures  agissant  sur  un  point  materiel  du  milieu  ont 
une  resultante  nulle  dans  l'etat  naturel  et  non  qu'elles  sont 
nulles  separement,  com  me  le  fait  Lame. 

Nous  faisons  en  outre,  sur  les  forces  interieures,  une  deuxieme 
hypothese  que  nous  avons  deja  discutee  ( n°  609  )  c'est  que  les 
actions  mutuelles  des  elements  materiels  du  milieu  deviennent 
nulles  des  que  les  distances  mutuelles  de  ces  elements  sont 
superieures  d  une  longueur  tres  petite  appelee  rayon  d  activite 
moleculaire. 

Par  suite  de  cette  derniere  hypothese,  les  valeurs  des  quantites 
N i )  N2,  N3,  T1?  T2,  Tj  en  un  point  P  du  milieu,  a  un  instant  I, 
dependent  uniquement  de  la  deformation  d'un  element  de  volume 
tres  petit  cntourant  P  et  ne  dependent  pas  de  la  deformation  du 
reste  du  milieu. 

Appelons.  comme  plus  haut,  u,  v,  w  le  deplacement  infini- 
ment  petit  subi  par  un  point  V(x,y,z)  a  partir  de  l'etat 
naturel,  deplacement  qui  amene  ce  point  P  dans  une  position 
P,  (j?„ yt,  z()  telle  que 

(6)  xt  =  x  -+-u,       /,=/  +  T        z{  —  Z  -h  -w. 

Nous  avons  vu,  dans  la  th^orie  des  deformations  infmiment 
petites  (Chap.  XX XII,  §  IV),  que  la  deformation  infmiment 
petite  est  caracrerisee  en  chaque  point  P(x,y,  i)  par  les  valeurs 
que  prennent  en  ce  point  les  six  fonctions  caracteristiques 


(7) 


d\i  dv  dvr 

_  dw      ()v  du.      &w  dv  du. 

dy       ds  1       dz       dx  dx  dy' 


6l2  KQUILIBAE  BT  MOLVF.MKNT   DBS  MlLlKUX  (ONTINLS. 

rappelons  <pie  £,,  £2,  £3  sont  les  coefficients  des  dilatations 
lineaircs  des  elements  issus  de  P  et  paralleled  mix  axes  de  coor- 
donnecs,  ei  que  la  so mme  dc  ces  trois  coefficients  est  egale  au 
coefficient  de  dilatation  cubique  H  au  point  P  . 

0  —  e,     e.  £3: 

co mine  la  somme  e,  -f-  £2-f-  e3  a  ainsi  une  signification  physique 
en  chaque  point  P,  on  voit,  comme  nous  l'avons  deja  dit,  qu'elle 
est  independante  dc  r orientation  des  axes. 

Les  vaJenrs  de  JN|,  N2,  N3,  T4,  T2,  T3  au  m^me  point  P  etant 
des  fonctions  de  la  deformation  (Pun  element  infiniment  petit 
enlourant  P,  e'est-a-dire  de  la  deformation  au  point  P,  sont  des 
fonctions  des  six  quantites  e4  e2l  e3,  Yf,  y2,  yj  qui  caracterisent 
ceUe  deformation  : 


(8) 


1  I  —  '?!  (£l»£Jss3»  Yli  Y*>  Y?  *• 


les  quantites  INn  iN2,  IN3,  T,,  T2,  T3,  sannulant  par  hvpotheSe 
dans  I'etat  naturel,  doivent  s'annuler  quand  la  deformation  est 
nulle,  e'est-a-dire  quand  e,,  s2,  e3    y,,  y2,  y3  sont  nuls  a  la  fois. 

Comme  e,,  e2,  e3l  y(,  y2,  y3  sont  infiniment  petits,  developpons 
les  six  fonctions  .  .  <p,,  ...  des  formules  (8)  par  la  formule 
de  Maclaurin  :  nous  ob tenons  des  series  procedant  suivant  les 
puissances  positives  croissantes  de  £,,  £2,  £3?  y»?  *(*'■>  ces  series 
ne  contiennent  pas  de  termes  constants,  car  elles  s'annulent  avec 
les  variables.  INegligeons  maintenant  les  termes  contenant  les 
carres  el  les  produits  des  £  et  des  y;  nous  avons  finalement  pour 
les  N  "\  les  T  des  expressions  lineaires  et  liomogenes  en  £,,  £•_,.  s3l 

*       /  •  - 

l\,  —  «,e,  +  6£3;2  -H  a3£3  +  ^ t   1  -V-  *tYt^"  ^373. 

Dans  res  formules,  les  coefficients  A,,  A.,,  ...,<*,.  «a,  .  .  .  des  e 
et  des  y  sont  au  nombre  de  6x6  =  36.  Ces  trente-six  coeffi- 
cients dependent  de  la  constitution  du  milieu  autour  du  point 
V(x,  y,  z);  pour  un  milieu  dont  la  constitution  varierait  d  un 
point  a  l'autre,  ces  coefficients  seraient  des  fonctions  de      y,  z. 
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La  notion  d'^nergie  de  deformation  conduit  a  reduire  le  nombre 
de  ces-coefficients.  Pour  un  paraltelepipede  elementaire  dx  dy  dz, 
cette  energie  est  de  la  forme  W  (e,,  e2,  ea,  Y<>  Y*'  T^)  dx  dy  dz,  la 
fonction  W  etant  une  forme  quadratique  homogene  des  six  argu- 
ments qu'elle  contient,  lorsque,  dans  l'etat  naturel  a  partirduquel 
la  deformation  infiniment petite  a  lieu,  les  forces  exterieures  sont 
nulles,  ainsi  que  les  efforts  interieurs.  Par  definition,  La  variation 
de  Venergie  de  deformation,  pour  un  volume  quelconque*  est 
egale  au  travail  virtuel  des  forces  qui  agissent  sur  ce  volume 
et  a  sa  surface;  on  en  deduit  que  cette  variation  est 

N,  8s,  h-  N, 8es  -+-  N3  Bz3  +■  T,  SYi  +  T2  8y2  +  T3  $Y3, 

et  You  a  Ni=        T.  —         ce  qui  reduit  le  nombre  des  coeffi- 

cients  dans  les  formules  (9)  a  vingt  et  un. 

Nous  supposerons  dans  tout  ce  qui  suit  que  le  milieu  est  homo- 
gene,  c'est-a-dire  que  sa  constitution,  a  Fetat  naturel,  est  la 
inSme  en  chaque  point.  La  densite  p  est  alors  constante;  en  outre, 
les  vingt  et  un  coefficients  sont  des  constantes.  Le  nombre  de  ces 
coefficients  se  reduit  quand,  a  l'etat  naturel,  la  constitution  du 
systeme  est,  autour  de  chaque  point,  symetrique  par  rapport  a 
certains  plans  ou  a  certains  axes. 

Cette  reduction  est  la  plus  grande  possible  quand  le  systeme 
homogene  est  en  outre  isotrope  :  c'est  le  cas  que  nous  allons  exa- 
miner en  detail. 

821.  Cas  d'un  systeme  homogene  et  isotrope.  —  Un  milieu 
homogene  est  dit  isotrope  quand,  a  l'etat  naturel,  la  constitution 
du  milieu  autour  de  chaque  point  P  est  la  meme  dans  toutes  Les 
directions.  Dans  ce  cas,  autour  de  chaque  point  P,  la  constitution 
du  milieu  est  symetrique  par  rapport  a  tout  plan  passant  par  P  . 
le  nombre  des  coefficients  constants  qui  figurent  dans  les  rela- 
tions (9)  entre  ies  N,  T  et  les  e,  \  se  reduit  alors  a  deux,  comme 
nous  allons  le  montrer. 

Nous  avons  yd  (n°  617)  que,  autour  d'un  point  P  d  un  milieu, 
la  distribution  des  efforts  peut  etre  definie  par  une  certaine  qua- 
drique  direclrice  (Q)  ayant  ce  point  pour  centre;  si  Ton  prend 
en  P  trois  axes  rectangulaires  Vx',  Yy  ,  Yz  paralleles  aux  axes  de 
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coordonnees,  liquation  de  cetle  quadrique  est  [  n°  617,  eq.  (17)] 

l  o(x',y',  5')  =  NIar'«-HN,y»-hNly« 

(  i  1xy'z'-\-  i  Ttz'x  -+-  2  T%v'y'  =  i. 

D'autre  part,  nous  avons  vu  (n°668)  que  les  deformations  du 
milieu,  autour  du  m6me  point,  peuvent  £tre  deTiniesa  l'aide  d'une 
autre  quadrique  (E),  appelee  ellipsoide  des  dilatations,  ayant 
pour  equation,  par  rapport  aux  m£mes  axes  [n*  668,  eq.  (17)], 

(E)      1  *Kx''.r'>  )  =  (i-H2  n)x'*  -mi-+-  »H)y* 

i      +(i  +  uJ);',+  2  Yi^'*'"*-  ^  Y?  -3'  x'  -+-  '2  y,ar'^'=  1. 

D'apres  les  expressions  (9)  des  N,  T  en  fonction  des  e,  y,  les 
coefficients  N,,  Na,  N3,  T«,  Ta,  T3  de  la  premiere  quadrique  (Q) 
sont  des  fonctions  lineaires  et  homogenes  a  coefficients  constants 
des  coefficients  e,,  £2,  s3,  yi?  y2,  y3  de  la  deuxieme  (E).  Comme 
le  milieu  est  isotrope,  la  constitution  du  systeme  autour  de  P  est 
la  meme  par  rapport  a  n'importe  quel  systeme  d'axes  rectangu- 
laires  issus  de  P.  La  liaison  entre  ces  deux  quadriques  est  done 
independante  du  choix  des  axes.  II  en  resulte,  au  point  de  vue 
analytique,  que,  si  Ton  prenait  un  autre  systeme  d'axes  de  direc- 
tions Px" ,  Py',  Pz\  les  equations  des  deux  quadriques  pren- 
draient  les  formes 

K  x"1  *+■       +       + *  r{  y'z'   a  t;     +  2  x;  ^/  =  i , 

(1  +  2  e'|.)  a?"*  •+■  (1+2  e£)  y'*  -+-  ([+2  e'3)  .s"* 
-+•  *2  y'«  /z'-f  ?-Ys  «***-+■  a  y'3 =  1 , 

et  les  relations  entre  les  coefficients  des  deux  quadriques  reste- 
raient  les  memes,  c  est-a-dire  que  les  N',  T'  seraient  exprimes  en 
fonctions  lineaires  et  homogenes  des  e',  y'  par  les  memes  relations, 
avec  les  m£mes  coefficients,  que  les  N,  T  en  fonction  des  e,  y. 
C  est  ce  fait  que  nous  allons  exprimer.  Mais,  pour  eviter  de>  cal- 
culs,  nous  procederons  geometriquement,  en  nous  servant  des 
deux  quadriques  (Q)  et  ( E)  (  *  ). 

Puisque  les  IN,  T  sont  des  fonctions  des  e  et  des  y,  la  quadrique 
(Q)  est  determinee  des  que  I  on  connait  la  quadrique  (E).  Nous 


(')  Voir  Nouvelles  Annates  de  Malhematiques,  mai  190a. 
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allons  caracteriser  geom£triquement  la  liaison  entre  ces  deux 
quadriques  (Q)  et  (E),  en  montrant  que  cette  liaison  est  la  sui- 
vante  :  les  deux  quadriques  ont  les  memes  plans  principaux  et 
les  memes  plans  de  sections  circulaires. 

Tout  d'abord,  les  deux  quadriques  ont  les  memes  plans  prin- 
cipaux. En  efFet,  soient  PX,  PY,  PZ  les  directions  principales  de 
la  quadrique  (E);  cette  quadrique  etant  symetrique  par  rapport 
aux  plans  YPZ,  ZPX,  XPY,  les  deformations  autour  de  P  sont 
sym^triques  par  rapport  a  ces  memes  plans;  done  les  efforts  sont 
aussi  distribues  symetriquement  par  rapport  a  ces  plans,  et  la 
quadrique  directrice  des  efforts  admet  ces  memes  plans  comme 
plans  principaux. 

lmaginons  qu'on  prenne  les  axes  PX,  PY,  PZ  comme  axes  de 
coordonnees;  1'equation  de  la  quadrique  Q  devient 

( i o )  *  ( X,  Y,  Z  )  =  /it  X*  -4-  n ,  Y*  -4-  /i,  Z2  =  i 

et  celle  de  la  quadrique  (E) 

(u)     V(X,y,Z)=.(n-  2e,)X5^-0-+-2e2)  Y*^-(i-+-2-ea)Z,  =  i- 

Les  coefficients  n\ ,  rc2,  /i3  de  la  quadrique  (Q)  sont,  dans  ce 
nouveau  systeme  d  axes,  donnes  en  fonction  des  coefficients  e{ 
e2,  e3  de  la  quadrique  (E)  paries  formules  (9)  qui  sont  ind£pen- 
dantes  du  choix  des  axes  :  comme,  actuellement,  les  valeurs  dey, , 
Y2)  Ya  sont  nulles,  on  aura,  en  particulier, 

Mais,  si  I  on  permute  les  axes  PY  et  PZ,  le  coefficient  ns  de  1'equa- 
tion (10)  ne  change  pas  et  les  coefficients  e2  et  e3  de  1'equation  (11) 
se  permutent.  Done  nx  ne  doit  pas  changer  quand  on  permute  ez 
et  63,  el  I  on  a 

Nous  aurons  alors 

/ii  =  Ai  ei  4-  As(et  «a) 

ou  encore 

nt  —  ( A,—  Aj)e!  -+■  A«(e,  -4-  et-+-  e9). 

La  somme  eK  -4-  e2  4-  e3  est  le  coefficient  de  dilatation  cubique  9 
au  point  P  : 

0  =  ex  -+■  e,  4-  «3  *a  ti  -4-  tt  -v- 13. 
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Nous  £crirons  alors  l'expression  (12)  de  n,  : 
(i3)  nt  =  —  X8  —  i\slcu 

X  et  {x  ctesignant  de  nouvelles  conslantes.  En  permutant  circulai- 
rement  les  ares  PX,  PY,  PZ,  c'est-a-dire  nu  n3,  n%  et  e<,  e*,  e3, 
on  a 

j  /is  =  —  xe  —  2|act, 

Des  lors,  le  premier  membre  <I>  (X,  Y,  Z)  de  l'equation  (10)  de 
la  quadrique  (Q)  est  lie  au  premier  membre  de  liquation  (1  1) 
de  (E)  par  l'identite 

05)       *(X,Y^Z)s— fiV(X,Y,Z)~(XO-n)(X«-H  Y^-t-Z*), 

qui  montre  comment  l'equation  de  Tune  des  quadriques  se  deduit 
de  l'equation  de  l'autre. 

Si  Ton  revient  maintenant  aux  axes  primitifs  Vx  ,  Py',  Pz\  la 
fonction  <I>(X,  Y,  Z)  se  transforme  en  <p  (x\  y',  z' )y  la  fonction 
V(X,  Y,  Z)  en  <|<  (x',y\  z),  et  enfin  X2  -+■  Y2-}-  Z2  se  transforme  en 

a?'* 

L'identite  (i5)  donne  alors  la  suivante  : 

(16)    Tf*',^',  «'j «  -  MK*\y.  *')  -  ao  -  (x)  (x'«-+-y*  -+- 

ou,  en  remplacant  y  et  t|/  par  leurs  expressions  developpees  : 
33  —  f4(»  ■+*  ■+•  *tt)y'* 

—  (AO—  jiXjT'I-hjfl-Hjft). 

En  ecrivant  que  le  premier  membre  est  identique  au  second, 
on  a  les  relations 


N,= 

-X0  — 

aptr, 

HTi. 

-X0-- 

2^6,, 

Na  = 

-  XO  - 

1[Xiu 

T3-- 

ou 
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Ces  relations  donnent,  pour  un  milieu  homogene  et  isotrope, 
les  expressions  des  N  et  T  en  fonction  des  e,  y  avec  deux  constantes  X 
et  D'apres  les  valeurs  des  £  et  y  en  fonction  de  u,  V,  W  dans  le 
cas  d'une  deformation  infiniment  petite  [eq.  (7)],  les  expressions 
ci-dessus  s'ecrivent 

[".  — T.--*(£.  +  |).. 


avec 
(19) 


dx      dy  dz 


Resume  des  liaisons  geomelriques  entre  deux  quadriques. 
—  L'identite  (16)  montre  que  les  deux  quadriques  (Q)  et  (E)  ont 
les  mgrnes  plans  de  sections  circulaii  es.  Cette  propriety  entraine 
la  premiere,  a  savoir  que  les  deux  quadriques  ont  les  memes  plans 
principaux.  On  achevera  de  caracteriser  la  relation  qui  lie  les  lon- 
gueurs des  axes  des  deux  quadriques,  en  remarquant  qu'on  a 

N^IVjH-  N3  =  -(3XH-2|Ji)(e1-^e»-he3). 
Remarque.  —  Les  formules  (17)  peuvent  s'ecrire 

(17)  Ti=-w<' 

en  posant 

2W  =  (X  -4-  ?.(a)(£,-h  £2+-  £a)l+  n(Yi      Y?  +  Ya  ~  4  6j  *s  —  4  £3  61  ™  4  5, 

et  I  on  peut  aussi  les  deduire  de  la  notion  d'energie  de  deformation 
introduce  nu  n°  820),  si  I  on  admet  que  Cette  derniere  ne  doit  pas 
changer  de  forme,  dans  un  corps  isotrope,  quand  on  change  d'une 
maniere  qiielconque  l'oricntation  des  axes  de  coordonnees. 

8!22.  Constantes  caracteristiques  d'un  milieu  elastique  homo- 
gene  et  isotrope.  Les  deux  constantes  \  et  jjl  caracterisent  le 
milieu  elastique  isotrope  considere.   Cauchy  (*),  en  adoptant 


(')  Voir  Anciens  exercices,  1828;  voir  egalement  Theorie  de  I  eleuticite  des 
corps  solides   par  Gleb6CH,  traduction  Saint-Venant,  p.  79. 
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rhypothese  des  forces  centrales,  a  montre  que,  si  ia  deformation 
a  lieu  a  partir  de  l'etat  naturel,  on  a,  pour  les  solides, 

Mais  cette  conclusion,  fondee  sur  une  hypothese  trop  elroite,  doit 
gtre  rejetee.  On  admet,  par  exemple,  dans  la  theorie  de  la  lumiere, 
que  l'ether,  en  dehors  des  corps  cristallisrs,  est  un  milieu  elas- 
tique  isotrope  pour  lequel  X-(-2{jl  =  o.  D'aulre  part,  pour  un 
Huide  parfait  elastique,  u.  est  nul,  car  dans  un  fluide  parfait  tous 
les  efforts  tangentiels  interieurs  sont  mils  :  les  quantity's  TM 
T2,  Ts  doivent  alors  toujours  etre  nulles,  ce  qui  exige  p  =  o. 

C'est  surtout  par  le  rapport  ^  qu'est  caracterise  un  milieu 

elastique  .  Kirchlioff  designe  ce  rapport  par  2k;  MM.  Cosserat 
ont  introduit  le  nombre 

!  =  + 

M.  Duhem  (Hydrodynamiq  ue,  Elasticite,  Acoustique,  t.  II, 
p.  2 1 3-2 1 4,  23 1,  2/|o)  discute  le  probleme  et  met  en  evidence 
l'hypothese  suivante,  souvent  adoptee  : 

(ji  >  o,       3  A  -+-  i[t  >  o, 

cVst-a-dire 

^  >  o,      £ - >  o, 

pour  laquelle  la  forme  quadratique  2W  est  definie  positive. 

La  mSme  question  est  aussi  envisagee  par  M.  Gesaro  (Introdu- 
zione  alia  teoria  matematica  della  elasticitd,  p.  34  )• 

En  se  plac,ant  a  un  point  de  vue  analytique,  on  peut  enfin  se 
demander  pour  quels  systemes  de  valeurs  \  et  jji  les  problemes 
enonces  aux  nos  823  et  824  ont  une  solution  unique. 


8Ss3.  Equations  de  i'equilibre  et  du  mouvement  interieurs.  — 
En  rem  platan  t,  dans  les  equations  (5)  du  n°  819,  les  N  et  les  T 
par  les  valeurs  (18)  que  nous  venons  de  trouver,  on  obtient,  pour 
determiner  les  deplacements  u,  V,  w  en  fonction  dc  xyy,  z,  t, 
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les  Equations  diflferentielles 

(20)  {  (X-+-  K)—  -f-jiAv  -4-pY  =*p-^> 

ou  8  a  la  valeur  (19)  du  numero  precedent  et  ou  le  symbole  A, 
applique  a  une  fonction  F,  designe,  comme  precedemment,  l'op6- 
ration 

~"  dx*      dy*  dzi 

Dans  chaque  probleme  particulier,  il  faudra  trouver  des  fono- 
tions  u,  V,  w  verifiant  les  equations  differentielles  (20)  qu'on 
appelle  les  equations  inde 'finies ,  et  satisfaisant,  en  outre,  aux 
conditions  initiales  et  aux  conditions  aux  limites. 

Conditions  initiales.  —  Les  conditions  initiales  consistent  en 
ce  que,  a  l'instant  t  =  o,  ies  positions  et  les  vitesses  des  points 
du  milieu  sont  connues  :  les  fonctions  u,  V,  W  et  leurs  derivees  ~  , 

~»  ^  doivent  done  prendre,  pour  t  =  o,  des  determinations 
connues  en  x,  y,  z. 

Conditions  aux  limites.  —  Les  conditions  aux  limites  con- 
sistent en  ce  que,  pendant  toute  la  duree  du  mouvement,  les  ele- 
ments de  la  surface  exterieure  du  milieu  sont  assujettis  a  certaines 
conditions  :  il  pent,  par  exemple,  arriver  que  la  distribution  des 
efforts  soit  connue  sur  la  surface,  ou  encore  que  les  deplacements 
des  points  de  cctte  surface  soient  imposes  a  l'avance,  ou  enfin 
que,  pour  certaines  parties  de  la  surface,  on  connaisse  les  efforts, 
pour  les  autrcs,  les  deplacements. 

Dans  leurs  Notes  des  Comptes  rendus  du  5  et  du  12  aout  1901, 
MM.  Gosserat  ont  considere  un  autre  genre  de  conditions  aux 
limites,  dans  lequel  une  combinaison  Uneaire  du  deplacement  et 
de  l}  effort  serait  donnee  a  la  frontiere:  ce  genre  de  conditions 
aux  limites  apparait,  par  exemple,  dans  ce  que  les  ingenieurs 
appellent  un  demi-encastrement. 
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Nous  nous  bornerons  presque  exclusivement  a  Vequilibre  elas- 
tique. 

II.  -  EQUILIBRE  ELA8T1QUE. 

824.  Equations  de  l'6quilibre  61astique.  -  -  Imaginons  un  milieu 
elastique  dans  l'etat  naturel,  puis  deformons  le  systeme  en  faisant 
agir  des  forces  exterieures  :  i°  sur  les  elements  de  sa  surface  exte- 
rieure; 2°  sur  les  divers  elements  du  volume.  Supposons  que,  dans 
ces  conditions,  le  systeme  prenne  un  6tat  d'equilibre  contraint, 
la  deformation  etant  infiniment  petite.  En  appelant  u,  v,  w  les 
deplacements  subis  par  un  point  quelconque  P(x,y,  s),  on  voit 
que  ces  quantite's  ne  dependent  pas  du  temps,  puisque,  apres 
la  deformation,  les  particules  restent  immobiles.  Les  derivees 
~  ,  . .  .  sont  done  nulles. 

Les  equations  generates  (20)  donnent  alors  les  equations  inde- 
finies  de  Cequilibre  elastique  sous  ia  forme 

(  X  ■+-  [X )  —  -t-  fJL  +  pX  =0, 


0») 


48 

(X  -+-  •/.)  —  -+-  fji  Aw  ■+-  pZ  =0, 


I         ^     du      dv  &w 

\  ~~  d~x      dy  dz 

Pour  obtenir  la  deformation  subie  par  le  corps,  il  faadra  trouver 
des  fonctions  u,  v,  W  de  a?,  z  verihant  ces  equations  et  satis- 
faisant  aux  conditions  aux  limites. 

Conditions  aux  limites.  —  Les  fonctions  u,  v,  w  doivent. 
sur  la  surface  exterieure  S  du  corps,  verifier  des  conditions  qui 
peuvent  etre  de  formes  diverses  : 

i°  Dans  certains  problemes,  les  deplacements  des  points  de  la 
surface  sont  donnes  a  Favance:  alors  u,  V,  w  doivent  prendre, 
sur  la  surface  S  du  milieu,  des  valeurs  donnees  a  l'avance. 

20  Dans  dautres  problemes,  on  donne  la  force  exterieure  ele- 
mentaire  FedT  qu'on  fait  ngir  sur  la  face  exterieure  de  chaque 
element  dv  de  la  surface  S  limitant  le  corps.  Soient  a,  p,  y  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  a  l'element  d<?  vers  Fexterieur  de 
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la  surface  S,  et  X^da,  Yeda,  Zed<y  les  projections  de  la  force 
exterieure  Fed&  appliquee  a  la  face  positive  de  d<r.  L'element  dr 
est  attache  an  milieu  par  sa  face  interieure  ou  face  negative  :  sur 
cette  face  s'exerce  un  effort  provenant  de  Taction  du  milieu  sur 
cet  element  et  ayant  pour  projections 

Tx  da,    Tyda,  T:da, 

Tx,  Tr,  T-  etant  donnes  par  les  relations  (i  ) 

Tx=Nta  +  T,f  +  TlT; 

Gomme  l'element  considere  d<s  est  en  equilibre,  les  forces  appli- 
quees sur  ses  deux  faces  se  font  equilibre  et  Ton  a 

\e  da  -v  Tx  dz  =  0,       . . . ; 
d'ou  les  trois  conditions 

(m)  .  J  YcH-T3a-hN2{i  H- TV/ =  0, 

(  ZeH-Tjja-hTjP-hNsY  =  o, 

qui  doivent  etre  rempties  en  tous  les  points  de  la  surface.  Si, 
dans  ces  conditions,  on  remplace  les  N  et  les  T  par  leurs  expres- 
sions (18)  en  fonctron  des  derivees  partielles  des  u,  V,  W,  on  ob- 
liont  trois  relations  differentielles  que  doivent  verifier  les  u,  V,  W 
sur  la  surface. 

Quand  les  conditions  aux  limites  sont  definies  de  cette  fagon, 
les  forces  exte>ieures  donnees  Xp  g?t,  \pdx,  dx  et  Xe  de, 
Yed<j,  /jed<j,  appliquees  aux  elements  de  volume  di  et  aux  ele 
menls  superficiels  d<7,  doivent  evidemment  verifier  les  six  condi- 
tion^  d'equilibre  d'un  sjsteme  de  forces  appliquees.  a  un  corps 
solide,  puisque,  sous  Taction  de  ces  forces  exterieures,  le  systeme 
esl  en  equilibre  apres  sa  deformntion. 

3°  On  peui  combiner  entre  elles  les  deux  especes  de  conditions 
aux  limites  qui  precedent.  On  peut,  sur  certaines  parties  de  la 
surface  S  du  milieu,  se  donner  les  deplacements  et,  sur  les  autres, 
les  forces  exterieures  Xr<^T,  \f.d71  Zied<j. 

4°  Entin  on  peut,  comme  Tont  fait  MM.  Cosserat  (n°  823),  se 
donner  a  la  front  ie  re  tine  combinaison  lineaire  du  d^placement  et 
de  Teffort. 
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Le  milieu  etant  donne,  ainsi  que  ces  conditions  aux  limites,  il 
existe  une  seule  deformation  possible  pour  des  valeurs  con- 
venables  de  X  et  {jl.  C'est  la  un  theoreme  fondamental  qu'on  a 
quelquefois  regarde  comme  Evident  au  point  de  vue  physique, 
mais  qu'il  importe  de  demontrer  analytiquement.  Gette  demons- 
tration a  ete  donnee  par  Betti  et  Kirchhoff  quand  on  se  donne  les 
efforts  sur  la  surface  du  milieu,  en  supposant  ^  >  o,  3X  -t-  >•  o 
ou  {Ji>o,  5  —  ^  >  o;  quand  ce  sont  les  deplacements  qui  sont 
imposes  a  la  frontiere,  MM.  Cosserat  ont  etabli  que  la  solution  est 
certainement  unique,  si  u.  >  o,  £  -h  i  >>  o  (voir  n°  832). 

Nous  admettrons  ici  ce  theoreme.  II  en  resulte  que  si,  par  un 
procede  quelcorfque,  on  a  decouvert  des  fonctions  u,  V,  W  de 
z  verifiant  dans  le  milieu  les  equations  indefinies  (  21)  et 
sur  la  surface  les  conditions  aux  limites,  la  deformation  corres- 
pondante  est  precisement  celle  que  subit  reellement  le  milieu. 
Cela  ne  veut  pas  dire  qu'il  n'y  a  jamais  qu'un  systeme  de  fonc- 
tions u,  v,  w  verifiant  les  conditions  enoncees,  mais  que,  si  Ton 
a  un  systeme  particulier  de  fonctions  u,  v,  w  verifiant  ces  condi- 
tions, le  systeme  le  plus  general  de  fonctions  qui  les  verifie  repre- 
sente,  pour  chaque  point,  un  deplacement  qui  s'obtient  en  com- 
posant  le  deplacement  particulier  u,  V,  w  de  ce  point  avec  le 
deplacement  qu'il  subirait  dans  un  deplacement  d'ensemble  de  tout 
le  systeme  regarde  comme  un  solide  invariable  de  forme  (  transla- 
tion et  rotation  infiniment  petites).  Tons  les  systenies  de  depla- 
cements ainsi  obtenus  doivent  £tre  regardes  comme  equivalents. 
Dans  le  cas  particulier  ou  les  deplacements  eux-memes  sont 
donnes  a  la  frontiere,  il  n' existe  qu'un  systeme  de  fonctions  u, 
V,  w  pouvant  verifier  les  conditions  donnees. 

On  pourrait  dire  aussi  qu'aux  conditions  imposees  au  milieu 
correspond,  dans  le  milieu,  un  seul  systeme  de  determinations 
des  six  fonctions  e4,  e2,  e3,  yt,  y2,  y3  caracteristiques  de  la  defor- 
mation. 

825.  Superposition  des  deformations.  —  Les  equations  d'equi- 
libre  et  les  conditions  aux  limites  sont  lineaires.  Par  consequent, 
on  obtient  la  deformation  infiniment  petite  produile  a  partir 
de  re  tat  naturel  par  plusieurs  systenies  de  forces  exterieures 
agissant  a  la  fois,  en  ajoutant  les  deformations  que  produi- 
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rait  chacun  des  systemes  separement  a  partir  du  m4me  etat 
naturel.  Soient  u,  V,  W  les  emplacements  correspondant  au  sys- 
teme  de  forces  exterieures  Xp  rf?,  Yp  dx,  Zp  d-z  agissant  sur  les 
elements  du  volume  et  XtfdT<x,  Yedz,  'Ledrs  agissant  sur  les  ele- 
ments de  la  surface  exterieure ;  soient  de  meme  u',  v',  w'  les  nou- 
veaux  deplacements  a  partir  du  m£me  etat  naturel  produits  par 
les  forces  X'  p  dxy  .  .  . ,  X«rfa-,  ....  On  verifie  immediatement,  par 
addition,  que  toutes  les  equations  sont  satisfaites  par  le  depla- 
cement  u  +  u',  v-4-v,  w  •+-  w',  quand  le  milieu  est  soumis  a 
Taction  des  forces 

(X  +  X')p^       ....  (X,-t-X',)rfj  

e'est-a-dire  des  deux  (systemes  de  forces  agissant  simultanement. 

Si  done  un  milieu  elastique  est  dans  un  etat  d'equilibre  contraint 
resultant  d'une  deformation  infiniment  petite  produite  par  un 
premier  systeme  de  forces  exterieures,  les  deplacements  produits, 
a  partir  de  cet  etat,  par  l'adjonction  d'un  deuxieme  systeme  de 
forces  exterieures  sont  sensiblement  identiques  a  ceux  que  pro- 
duirait  ce  deuxieme  sjsteme  a  partir  de  Cetat  naturel.  Cette 
proposition  ne  s'applique,  bien  enlendu,  qu'aux  deformations 
infiniment  petites. 

826.  Theoreme  de  reciprocite  de  Betti.  —  Soient  (u,  V,  w), 
(u,v,w)  deux  systemes  de  deplacements  respectivement  pro- 
duits dans  un  corps  elastique  par  les  forces  (X,  Y,  Z)et  (X',  X',  7J) 
sur  la  substance  du  corps  et  paries  efforts  (Xff,  Ye,  Ztf),  (X^.,  Y'e,  7Je) 
sur  la  surface.  Le  theorAme  de  reciprocite  suivant,  qui  joue  un 
role  considerable  dans  ]a  theorie  de  l'elasticite,  a  ete  etabli  par 
Betti  : 

Le  travail  total  des  forces  du  premier  systeme,  pour  les 
deplacements  produits  par  le  second  systeme,  est  egal  au  tra- 
vail total  des  forces  du  second  systeme,  pour  les  deplacements 
produits  par  le  premier 

Ge  theoreme  s'exprime  analytiquement  de  la  maniere  suivante  : 
JJJp{XxL'  +  YV-^ZT*r')dxdydz  j y*(X,u'-+-  Y,V     Z«w')  da 
=  j fJ?{X  \i+  rv-+-Z'Mr)dxdydz+-  j j~ (X;u  4-  Y>  -f-Z^w  )da: 
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les  integrates  de  volume  sont  etendues  a  tout  le  volume  du  corps, 
et  les  integrates  de  surface  a  toute  la  surface  de  ce  corps.  Pour 
d£montrer  cette  egalite,  il  suffit  de  remarquer  que,  quand  on  rem- 
place  pX,  p  Y,  pZ  et  Xer  Y*  et  Ze  par  leurs  valeurs  (  21)  et  (22), 
le  premier  membre  peut  etre  transforme,  en  vertu  du  theoreme  de 
Green,  dans  l'expression  suivante  : 

Nn',  +■  N,  t't     N3e'3  +  T,  f%  ■+■  T, fs  ■+■  T3T ; 

le  second  membre  peut  de  meme  €tre  mis  sous  la  forme 

H\  t(  -+-  N',  e, -4-  N',  e, T',  yi  H-  T'5  T,  -h  T',  T„ 

et  il  r£sulte  des  formules  (17  )  que  ces  deux  expressions  sont 
egales. 

Supposons  que  \i'=ax,  v'  —  ay,  w'=as,  a  etant  une  con- 
stante;  nous  aurons  X'  =  Y'  =  Z'  =  o  et  X«  ==  3aA:a,  Ye=  3a£p, 

Ze  —  3aA*y,  ou  A •  =    -f-  ^  ja;  on  en  conclutque  l'augmentation  de 

volume,  du  corps  sous  Taction  du  systeme  de  forces  (X,  Y,  Z)T 
(Xi,  Ye,  Z„)  est 

En  particulier,  quand  un  vase  ferme  de  forme  quelconque, 
dont  le  volume  inter ieur  est  V0  e£  volume  exterieur  V,  es£ 
soumis  a  une  pression  interieure  P0  et  a  une  pression  exte- 
pieure  P,  il  se  deforme  de  telle  sorte  que  le  volume  V  —  V0  de 

la  substance  du  vase  diminue  de  la  quantite  j  (PY  —  P0V0). 

827.  Cas  ou  il  exi3te  un  systdme  de  d6placements  derivant  d'une 
fonction.  Supposons  que,  parmi  les  systemes  equivalents  dc 
displacements  remplissant  les  conditions  indiquees,  il  y  en  ait  un 
qui  derive  d'une  fonction  cp  {x,y,  z  ),  c'est-a-dire  qui  soil  Lei  que 

do  dv  do 

dx  dy  dz 


on  peut  caracteriser  ce  cas  par  ce  fait  que  les  composantes  de  la 
rotation  moleculaire  (n°  685)  sont  nulles  dans  tout  le  milieu 
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(deformation  longitudinals) : 
dw     dv  _ 

On  peut  alors  simplifier  les  equations  d'equilibre  comme  il  suit. 
On  a  d'abord  pour  la  dilatation  cubique 

d*<p       dJ«p  c)lo 

0  =  — -  h          h  T-  =  Ap  ; 

dx*       dy2      da*         r ' 

puis  on  verifie  immediatement  que 

oo        d  d\)  M  d() 

Au=A  —  =  —  A©  —  —  ,        Av  =  —  j        Aw  =a   —  . 

cto-      dx    '      dx  dy  dz 

Les  equations  d'equilibre  (21)  s'ecrivent  alors 

(/.  -h  2U  1-  ?X  =  O, 

I  '  '  dx  1 

(23)  tt  +  *l0£+ 

[  (  a  -+- 2  \x )  j-  ■■+-  p  Z  =  o ; 

elles  presentent  une  identite  de  forme  remarquable  avec  les  equa- 
tions d'equilibre  d'un  liquide ;  il  suffirait,  en  effet,  d'y  remplacer 
(X-+-2|x)9  par  — p  pour  qu'elles  aient  la  forme  des  equations 
d'equilibre  d'un  liquide  (n°  624-). 

Par  exemple,  si  les  forces  X,  Y  ,  Z  derivent  d'une  fonction 

U(#,  r,  s), 

X  =  —         Y=—         Z-— , 
dx  dy 

les  trois  equations  (23  )  peuvent  etre  remplacees  par  l'equation 
unique 

(24)  (X  f  2,u)0  -4-.pU  =± 

A"  designaut  une  eonstante.  En  effet,  les  equations  (23)  expriment 
alors  que  les  derivees  partielles  du  premier  membre  de(24)par 
rapport  a  oc,  v,  z  sont  nulles. 

Les  expressions  (18)  des  N  et  des  T  en  fonction  des  derivees 
des  u,  v,  w  prennent,  dans  Phypothese  actuelle,  la  forme  sui- 

A  -  111.  4° 
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vante  : 

N|=   —  A  0  —  '2  fA  — —  ,  T,  ~—  -2  fJL  J- I 


Conditions  aux  limites.  Supposons  qu'on  donne  la  force 
exterieurc  b  e  dv  appliquee  sur  les  elements  de  la  surface  du 
milieu  :  les  conditions  aux  limites  (  22 )  deviennent,  d'apres  les 
valeurs  ci-dessus  des  N  et  des  T, 


dap 

ou,  en  remarquant  que  — ^  =  u  et  que 

<hi      .  du  du 

1  —      3  —  -t-  y  — 
ftr      •  d^  ^  r  <>z 

designe  la  derivee  ^  de  u  prise,  suivant  la  normale  exterieure  a 
la  surface  S  (ne  534  ), 

Xc  —        4-  2  u  —  1 
an 

'/.  =  X6y  +-  a  u.  -j^  • 

Remarque .  On  pent  ramener  au  cas  que  nous  venons  de 
trailer  le  cas,  en  apparency  plus  general,  ou  les  composanles  de 
la  rotation  moleculaire  (  n°  685 )  seraienl  constantes  dans  toute 
l'etendce  du  milieu.  En  efTel,  »l  suffirait  dimprimer  d'abord  au 
systeme  une  rotation  densemble  egale  a  cette  rotation  constante 
pour  que  les  nouveaux  deplacements,  amenant  le  systeme  de  sa 
nouvelle  position  a  la  position  finale  d  equilibre  contraint,  aient 
lieu  sans  rotation  moleculaire. 


828.  fiquilibre  elastique  en  l'absence  de  forces  exterieures 
appiiquees  aux  elements  de  volume.  —  Si  les  forces  Xp  ^t,  Yp  di^ 
L$  d-z  sont  nulles,    les   equations  indefinies  (21)   prennent  la 
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forme 

/«>  ^ 

(  A  -h  u)  -  h  \x  Au  —  o, 

ox 

(17)  {  (X  -t-      —         Av  =0, 

(  A  +  [JL )  —  4-  u  Aw  =  O. 

Les  conditions  aux  limiles  sont  les  ra^mes  que  plus  haut. 

Dans  le  cas  ou  il  existe  un  systeme  de  deplacements  possible 
derivant  d  une  fonctjton  cp,  il  faut  et  il  suffit,  pour  que  les  equa- 
tions d'equilibre  indefinies  soient  satisfaites,  que  la  dilatation 
cubique  soil  constante  dans  le  milieu  deforme.  En  efFet,  dans 
cette  hypothese,  les  equations  (2.3)  du  numero  precedent,  ou 

X  =  Y  =  Z  =  o, 

deviennent 

f)8  _  _ 

Ox  ~  °'        7y  ~  °'        Oz  ~  ' 

en  supposant  X  +  2^.  different  de  zero.  Elles  montrent  que  9  est 
constant.  Comme  9  est  egal  a  A<p,  on  voit  que  la  fonction  ©  verifie 
alors  une  equation  de  la  forme 

Acp  =  k, 

k  etant  la  valeur  constante  de  9.  Les  conditions  aux  limites 
prennent  la  forme  (26)  indiquee  au  nuniero  precedent. 


829.  Example  I  :  Compression  normale  et  uniforme  d'un  milieu 
isotrope  (  1  1.  —  Soit  un  milieu  isotrope  limite  par  une  surface  S  : 
faisons  agir,  sur-chaque  element  superficiel  drs  de  la  surface,  une 
pression  normale  Y*d<3  proportionnelle  a  t/o-,  P  etant  le  m€me  pour 
tous  les  points  de  la  surface.  Ce  fait  se  presenterait,  par  exemple, 
si  le  milieu  etait  un  corps  solide  plonge  dans  un  gaz  a  une  pres- 
sion donn^e. 

Dans  cet  exemple,  on  donne  les  forces  exterieures  sur  la  sur- 
face. Si  Ton  appelle  a,  fi,  y  les  cosinus  de  la  normale  ext£rieure, 


(')  Lame,  Lemons  sur  la  the'orie  mat he ma  tig  ue  de  I  elaslicite  des  corps 
sotides. 
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On  a  ici,  comme  la  prrssion  Vd?  est  normale,  mais  dirigee  vers 
l'interieur, 

\e  da     —Pxdv,       \e  dn  ^.  —  P  [i  7.c  d*  =  —  P T  dn, 

el  les  conditions  aux  limites  (  22  )  deviennenl 


(28)  \  V 


Fi  =  N,a  +  T»fi  -+-  Tjy, 
Pp  =  Tl*-+-Nt£-4-TtT, 
PT  =  Tta-4-T,pH-N,Y 


sur  la  surface  S. 

On  verifie  immediatement  qu'on  peut  satisfaire  aux  equations 
indefinies  (  27 )  et  aux  conditions  (28)  aux  limites  en  prenant 

^29)  u  —  cr,       v  :--  cy}       w  =  cz 

(  v  constant  ),  valeurs  qui  derivent  de  la  fonction 

<f  —  ^  c(jc'1  ■+-      -T-  I. 

T)  aI)ord  les  equations  indelinies  (2-  )  sont  satisfaitcs,  car  toutes 
les  quantites  ^  .  Au,  .  .  .  sont  nulles. 

Restent  les  equations  a  la  surface  (  28  ).  Dapres  les  valeurs  (29) 
de  u,  V,  w,  on  a,'  en  se  reportant  aux  expressions  i  1 JS  )  des  N  et  T 
Cn  fonction  des  coniposantes  du  deplaeement, 

0  =  3  e,       N,  —  N->  =  \3  —  —  (  3  X  -h  ■>. fx  »c, 

T,=  T,=  T,t=o 

dans  tout  le  milieu.  En  particulier,  sur  la  surface,  on  dcvra  avoir 
|eq. {2*)} 

d'ou  Ton  tire 

P 

(3o)  c-- 


3  A   H  2  a 


ou  encore,  en  desigmml  par  ;  la  quant  ile  ^ 


P  1 

c  —  — 


i[x  r  1 
;  "  3 


Toutes  les  conditions  sont  ainsi  satisfaites.  On  peut  remarquer 


CHAPITBE  XXXVIII.  —  NOTIONS  SfcR  LA  T1IEOR1K  1)E  L  KI-ASTICITE.  6l$ 

que  la  conslante  c,  consideree  comme  fonction  de  admel  le 
pole  y 

Nous  avons  done  obtenu  un  deplacement  parliculier  (29)  rem- 
plissant  toutes  les  conditions;  dans  ce  deplacement,  Torigine  est 
fixe  et  chaque  point  P  dn  milieu  se  deplace  suivant  le  rayon  PO 
d'une  quantile  proportionnelle  a  PO.  Les  nouvelles  positions  des 
points  du  milieu  sont  done  homothetiques  des  ancienncs  par  rap- 
port a  O. 

Le  systeme  de  deplacements  le  plus  general  verifiant  les  condi- 
tions donn^es  s'obtient  en  composant  le  systeme  parliculier  que 
nous  venons  de  definir  avec  une  translation  et  une  rotation  d'en- 
semble.  On  peut  done  dire  qu'apres  la  compression  le  systeme 
devient  semblable  a  ce  qu'il  etait  primitivement. 

Coefficient  de  compressibilite.  —  Imaginons  un  corps  homo- 
gene  isotrope  de  volume  V  soumis  a  une  compression  normale  et 
uniforme  P  :  le  volume  V  change  et  devient  V  —  8V.  La  quantite 

i  8V 

s'appelle  le  coefficient  de  compressibilite.  On  peut  exprimer  ce 

coefficient  a  l'aide  des  constantes  X  et  u..  En  eflet,  — ^—  esl  le 

coefficient  de  dilatation  cubique  0,  qui  est  ici  negatif.  si  Ton  sup- 
pose 3  a  -h  2|jl  positif;  on  a  alors,  d'apres  (3o  ), 

1      _  3r  _  3 
9  —     p  -      p  -  3X.-+-1K" 

830.  Exemple  II  :  Extension  longitudinale  d'un  cylindre  droit 
a  base  quelconque  par  des  tractions  uniforme s  exercees  sur  les 
bases  Soit  un  cylindre  droit  dont  les  generatrices  sont 

paralleles  a  Faxe  Os,  Tune  des  bases  etant  dans  le  plan  des  xy  et 
I' autre  ay  an  I  une  cote  z  —  H  egale  a  la  hauteur  du  cylindre. 

Supposons  qu'aucune  force  exterieure  n'agisse  sur  les  elements 
superlieieLs  de  la  surface  lalerale,  mais  appliquons  a  chaque  ele- 


(')  Lamk,  Lerons  sur  fa  tkeorie  mathematique  de  I'elasticitc  des  corps 
sol  idea. 
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ment  dv  des  deux  bases  une  traction  Fdu  normale  a  cet  ^lenient, 
dirigee  vers  yexte>ieur  de  fagon  a  alionger  le  cylindre,  F  4tant 
une  constante  appeiee  traction  par  unite"  de  surface.  Le  cylindre 
prend  un  6tat  d'6quilibre  contraint. 

Les  deplacements  u,  v,  w  des  divers  points  doivent  satisfoire 
aux  equations  mdefinies  et  aux  conditions  a  la  surface  que  nous 
allons  6nu  merer. 

Surface  laterale.  —  Corame  sur  cette  surface  la  force  exte- 
rieure  Xc>  Yff,  Ze  est  nulle  et  que  le  cosinus  y  de  Tangle  de  la 
normale  exterieure  avec  Oz  est  nul  aussi,  les  conditions  (22) 
deviennent 

I  o  =  N,«-t-1\pf 
(31)  o  =  T,a-^Nlp, 

(  o  =  Tt«+T,p. 

Bases.  —  Sur  la  base  z  =  o,  la  force  exterieure  est  F  da  et  ses 
projections  sont  o,  o,  —  F  d<r;  d'ailleurs,  les  cosinus  directeurs  de 
la  normale  exterieure  sont  a  =  p  =  o,  y  —  —  i .  Les  equations  (22) 
donnent  done 

T,  =  T,=  o;       —  F  —  N3=o. 

Sur  la  deuxieme  base  z  =  H,  on  a  Xe=: Y*=  o,  Z/.±=  F, 
a  =  (J  =  o,  y  =  1 ,  et  les  Equations  (22)  donnent  les  conditions 

(3a)  T,  =  T,  =  o,  F-+-N3=o, 

identiques  aux  prec£dentes. 

Le  probleme  6tant  ainsi  pos£,  on  peut  satisfaire  a  toutes  les 
conditions  a  l'aide  du  d^placement  particulier 

(33)  u  =  air,       v  =  ay,       w  =  cz  . 

(«  et  c  constants),  de>ivant  de  la  fonction 

<p  =  I  a(x%  -+-  y*)  -t-  ^  cz*. 

La  valeur  correspondante  de  8  est 

6  =  2C+C 


et  les  equations  indefimes  sont  gvidemment  satisfaites. 
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Les  expressions  ( 1 8 )  dormant  les  valeurs  des  N  et  T  en  fonction 
des  u,  v,  w  deviennent  actuellemeni. 

N,  =  Ns  =  —  \  (ia  h-  c)  —  vijjttf, 

N3  =  —  A'(  2  a  -h  C  )  —  '2 

T,  =  T,=  Ta  =  o. 

Exprimons  alors  que  les  conditions  aux  limites  sont  ve>ifi6es. 
Sur  la  surface  laterale,  on  doit  avoir  les  conditions  (3i);  comme 
les  T  sont  mils,  ces  conditions  se  reduisent  a  Njr=rN2=  o,  cest- 
a-dire  a 

(  34)  l(2a  -h  c)  -+-  at  \xa  =  o. 

Sur  les  bases  on  a  —  N3  =  F,  c'est-a-dire 

(35)  \(ia  -4-  c)  -+-  7.  \ic  =  F 

Ces  deux  equations  determinent,  en  fonction  des  donnees,  les 
valeurs  des  constantes  a  et  c  : 

(36)  a=  ^  ,         C  =  -  ~r  — • 

La  constante  a  etant  negative  en  supposant  Xja(3 X-f-  >  o 
(n°  822),  le  cylindre  se  contracte  lateralement  en  meme  temps 
qu'il  s'allonge. 

Nous  avons  ainsi  obtenu  un  systeme  de  deplacements  particu- 
liers  remplissant  toutes  les  conditions  du  probleme.  Le  systeme  de 
deplacements  le  plus  general  repondant  a  la  question  s'obtient  en 
composant  le  systeme  precedent  avec  un  deplacement  d'ensemble 
du  cylindre. 

En  introduisant  dans  ces  formules  (36)  le  nombre  \  =  -  -f-  i , 
on  voit  que  les  constantes  a  et  c  deviendraient  infinies  pour  £  = 

Coefficient  d'elasticite.  —  Soit  un  cylindre  de  hauteur  H, 
soumis  sur  ses  bases  a  une  traction  uniforme  ayant  pour  inten- 
sity F  par  unite  de  surface.  Ce  cylindre  s'allonge  de  6H ;  le  coeffi- 
cient d'elasticite  ou  module  de  Young  est  le  rapport 
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Le  resultat  precedent  permct  d'exprimer  ce  coefficienl  en  fonc- 
tion  de  X  et  p..  En  eflet,  dans  les  formules  pr^cedentes,  les  points 
du  plan  z  =  o  restent  dans  ce  plan,  un  point  du  cylindre  de  cote  z 
subit,  dans  le  sens  des  generatrices,  un  deplacement  w  =  cz\  un 
point  de  la  base  z  =  H  subit  done  un  deplacement  dans  le  sens  des 
generatrices  egal  a  ell.  G'est  la  l'allongement  oH  du  cylindre. 

On  a  done,  d'apres  (36), 

Ffl      F  3A-4-9.(u 


8H 

En  comparant  ce  coefficient  au  coefficient  de  compressibite  q  du 
numero  precedent,  on  voit  que 

3  X  -+-  (J. 

3 

le  deuxieme  membre  de  cette  relation  se  reduit  a  -  dans  l  hypo- 
these  de  Cauchy  X  ==  fx. 

Rapport  de  la  contraction  transversale  a  la  dilatation  lon- 
gitudinale.  —  Ce  rapport  est  egal  a  ^;  d'apresles  formules  (36) 
sa  valeur  est 

Dans  1'hypothese  de  Cauchy  X  —  p,  on  aurait  pour  le  rapport  la 
valeur^  donnee  par  Poisson. 

831.  Exemple  III  :  Equilibre  d'une  couche  cylindrique.  —  Soit 
un  solide  homogene  et  isotrope  limite  par  deux  cyiindres  de  revo- 
lution concentriques  etpar  deux  plans  perpendiculaires  aux  aretes. 
Ce  solide  est  soumis,  sur  chacune  des  surfaces  cylindriques,  a  une 
pression  normale  et  uniforme  et,  sur  chacune  des  bases,  a  unc 
traction  parallele  aux  aretes;  on  se  propose  de  determiner  l'etat 
d'equilibre  (,). 

Plagant  l'origine  au  centre  de  figure  ( fig.  374)7  prenons  l'axe  O  z 


(•)  Voir  Lamk,  Lecons  sur  la  theorie  matkematique  de  I'e'lasticile  des 
corps  solides,  et  Cours  de  E  Sarrau  a  l'Ecole  Polytechnique,  1"  Division 
1899-1900  (feuille7o). 
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parallele  aux  aretes.  Considerons  un  point  quelconque  M;  desi- 
gnons  par  (x,  y,  z)  ses  coordonnees  dans  l'etat  naturel  et  par  r  sa 
distance  a  l'axe  Oz  de  sorte  que 

(39)  r*=x*^y* 

Les  forces  appliquees  au  solide  sont  telles  que,  dans  la  defor- 
mation, le  point  M  se  deplace  dans  le  plan  meridien  passant  par 

Fig.  374. 


 j? 

Mi  N| 


sa  position  primitive,  de  sorte  qu'on  peut  decomposer  son  depla- 
cement  en  deux,  l'un  e  suivant  le  prolongement  de  la  distance  r, 
l'autre  w  parallele  aux  aretes. 

Nous  supposons  que  e  ne  depend  que  de  r  et  que  w  estpropor- 
tionnel  as;  en  posant,  en  consequence, 

.7™  V 

(4o)  u  —  e  - ,       v  =  £-»       w  —  cz, 

r  r 


nous  allons  verifier  qu'on  satisfait  a  toutes  les  conditions  de  1'equi- 
libre  par  des  valeurs  cunvenablement  choisies  de  la  fonction  e  et 
de  la  constante  c. 

Remarquons  d'abord  que  les  valeurs  admises  pour  U,  V,  w 
sont  les  derivees  partielles  dune  fonction  o  de  x,  y,  5;  on  a,  en 
effet, 

,           ,            ,         x  dx  -+-  y  dy  , 
u  dx  -j-  v  dr  -r-  w  dz  =  s  :  h  cz  dz. 

J  r 

Or,  la  relation  donne 


x  dx  -+-  v  dz  —  r  dr ; 
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done  l'expression  precedente  est  egale  a  zdr  4-  cz  dz  et  elle  est, 
par  suite,  la  diflferentielle  totale  de  la  fonction 

(4i)  <p  = J \  dr  +-  ^  cz*. 

II  en  resulte  (n°  827)  que,  pour  satisfaire  aux  equations  inde- 
(inies  de  l'equilibre,  il  suffit  d'exprimer  que  la  dilatation  cubiqup 
est  constante.  Or,  on  deduit  des  valeurs  (4o)  : 

du      x*  de.      y*  trv      y*  de  &w  _ 

U2)      dx  ~~  7*  dr      r*  E         &r~~  r*  Sr      r*  dz~  ~  ° ' 


II  en  resulte 


de  i 


et  Ton  a,  par  consequent,  en  designant  par  a  une  constante, 

de.       e  d(re) 

— — i —  —  ia        ou  — - —  —  iar. 

dr      r  dr 

L' integrate  generate  de  cette  equation  est,  en  appelant  b  une 
autre  constante, 

(43)  »  =  «r  +  |; 

En  adoptant  cette  valeur,  les  deplacements  (4o)  satisfont  aux 
equations  indefinies.  Ces  deplacements  renferment  ainsi  trois 
arbitraires  a,  6,  c  que  nous  allons  determiner  de  maniere  a  satis- 
faire aux  conditions  aux  limites. 

Ciomme  ici  u,  v,  w  derivent  d'une  fonction  <p,  on  pourra  ecrire 
les  conditions  aux  limites  sous  la  forme  de  826, 

(.x-»«+-«i.£i 

(44)  i  + 

\  an 

les  derivees  etant  prises  suivant  la  normale  exterieure  a  la  surface 
du  milieu. 


Bases. 


—  Appelnus  F  la  traction  par  unite  de  surface  exercee 
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sur  le6  bases.  Sur  la  base  situee  du  cdte  des  z  positifl  <*.=  fi  =  o, 
Y  =  I,  Xtf=  Ye=  o,  Z*  =  F;  la  normf  le  exterieure  est  parailele 

iO^;  corame  u  et  v  ne  dependent  pas  de  z,  leurs  denvees 

paralleles  a  O  z  sont  nulles;  comme  w  =  C3,  sa  denvee  nor- 
male  a  la  base,       =      ,  est  egale  a  c;  les  deux  premieres  des 

relations  (44)  sont  done  identiques  et  la  derniere  donne,  eny  rem- 
placant  6  par  sa  valeur  aa  +  c, 

(45)  F  =  X(2a-4-6)-+-  ajjt-c. 

Pour  1' autre  base,  on  obtient  la  m£me  condition. 

Surfaces  laterales.  —  Corame  la  distribution  des  deplacements 
et  des  efforts  est  symetrique  autour  de  O^,  il  suffit  d'exprimer 
que  les  conditions  aux  surfaces  laterales  sont  remplies  le  long  des 
generatrices  situees  dans  le  plan  zOx*  Nous  appellerons  r0  et  r< 
les  rayons  des  surfaces  cylindriques  intexieures  et  ext£rieures, 
P0  et  P4  les  valeurs  par  unite  de  surface  des  pressions  norm  ales 
appliquees  sur  ces  deux  surfaces.. 

Prenons  un  rayon  determine  AM0  Mt  du  cylindre  dans  le  plan 
zOx  {fig-  346)  :  en  un  point  M  de  ce  rayon  ayant  pour  coor- 
donnees  x  et  z,  r  est  £gal  a  x,  et  y  est  nul ;  par  suite 

b 

1  =  ax-\ — 
x 

et  les  valeurs  (4o)  de  U,  v,  w  deviennent 

b 

(46)  u  =  ax  h — ,       v  =  o,       w  =  cz. 

x 

Appliquons  maintenant  les  formulas  (44)  aux  deux  surfaces 
cylindriques.  Sur  la  surface  exterieure  (en  M,)?  la  normale  exte- 
rieure est  M,N,  parailele  a  Ox  dans  le  sens  positif  de  Ox  :  done 

a  =  1 ,   jj  =  y  =  o.  Les  denvees  ^  prises  suivant  cette 

normale  sont       ^>         e'est-a-dire  a —  ~,  0,0,  ou  il  fautfaire 

x  —  r{.  Enfin,  en  ce  point  M,,  X# ~  —  P, ,  Ye=s  Zff—  o.  Les 
deux  dernieres  Equations  (44)  sont  alors  identiques  et  la  premiere 
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donne,  en  remplacant  9  par  sa  valeur  2a-f-c, 

(47)  —  Pj  =  X(  ia  -+-      -+-  apt  ^a  —  . 

Sur  la  surface  interieure,  en  M0,  on  fera  un  calcul  analogue,  en 
remarquant  que  la  normale  exterieure  M0N0  est  de  sens  contraire 

a  0#,    a  =  —  i ,    3  —  y  =  o,    d'ou    ~  =  —        •  •  . ;  en  outre, 

X.e=  P0,  Ye  =  7jc  =  o.  On  obtient  ainsi  la  condition 

(48)  P0  =  — X(aa-hc)  . 

Les  trois  equations  (4d),  (4;;  et  (48)  delerminent  les  valeurs 
des  constantes  a,  6,  c  en  fonction  des  donnees  : 

I  2fi(3X  -+-  2fx).     rf—  r*  2(x(3Xh-»{jlj  ' 

(49)  6^  -^rMPo-PQ 
•2  a  r|— 

X  ^Po—'-fPi  X-^ji 

c  =  rv^  :   s  J  H 


Ces  formules,  dans  lesquelles  est  encore  en  evidence  le  pole 

5  =  v>  sont  fondamentaies  pour  la  theorie  du  frettage  des  canons, 

pour  laquelle  nous  renverrons  le  JecLeur  an.  Co  are  de  Mecanique 
de  E.  Sarrau  a  l'Ecole  Polytechnique  et  aux  Etudes  sur  la  resis- 
tance des  tubes  melalliques  simples  ou  composes,  a^ec  appli- 
cation a  la  construction  des  bouches  a  feu,  par  le  general 
Virgile  {Memorial  d'Arlillerie  de  la  Marine,  t.  !  >. 


832.  Indications  sommaires  sur  quelques  travaux  —  Signalons 
d'abord  une  autre  application  classique,  ceile  de  la  torsion  d  un  cylindrc 
circulaire  (Lame,  Lerons  sur  la  theorie  mathe+natique  de  V  elasticity  y 
XIVe  Lecon,  p.  1 86,  de  ia  premiere  edition),  puis  le  celeb  re  Memoire  de 
Bane  de  Saint-Venant,  Sur  la  torsion  des  prismes  {Savants  etrangers, 
t.  XIV,  1 855 ),  ou  le  mcrne  problemc  esl  envisage  pour  d'auires  sections 
transversales.  Une  autre  application  iniciessante  est  le  probleme  du  plan 
indefini  resolu  par  M.  Boussinesq  (Application  des  potentiels,  etc.;  Gau- 
thier-Villars,  i885)  et,  a  peu  pres  en  mcrne  lemps,  par  M.  Gerruti. 

Arrivons  mainten'ant  a  quelques  travaux  plus  recents  relatifs  a  I'inte- 
fralion  des  equations  de  I'equilibre  eJastique  et  supposons,  pour  fixer  les 


CflAPITRE  XXXVIII.  —  NOTIONS  SUR  LA  THEOR1K  OB  L  ELA8TICITE.  637 

idees,  qu'i!  n'y  ait  pas  de  forces  exterieures  agissant  sur  les  elements  de 
volume.  En  posanr 

»  X 

5  =  — hi, 

U. 

nous  ecrirons,  avec  MM.  Cosserat,  les  Equations  (17)  sous  la  forme 
(a)        AttH-?~=o1        Av+$-=o,  Aw-^-=o. 

I.  Les  questions  relatives  au  systeme  (a)  presentent  avec  celles  qui  sont 
relatives  a  l'equation  de  Laplace  et  aux  equations  similaires  une  analogie 
etroite  qui,  quoique  ne  se  poursuivant  pas  jusqu'au  bout,  peut  Stre 
etudiee  avec  fruit. 

Considerons,  par  exemple,  le  probleme  (*)  qui  consiste  a  determiner 
une  fonction  v  qui  s'annule  a  la  frontiere  d'un  domaine  et  qui,  a  l'interieur, 
verifie  l'equation 

Ap     \v  —  f  =  o. 

i*  L'idee  qui  a  sans  doute  guide  dans  celte  question  a  ete  de  representer 
la  fonction  v  par  le  developpement  formel 


(oil  les  A,,  ki  sont  des  constantes,  les  U,  des  fonctions  de  x,  yt  z),  sauf 
ulterieurement,  si  c'est  necessaire,  a  le  modifier  convenablement  (2)  par 
1'application  du  theoreme  de  M.  Mittag-Leffler,  par  exemple. 

On  voit  immediatement  que  la  fonction  U/  doit  s'annuler  a  la  frontiere 
et  verifier  a  l'interieur  l'equation  (3 ) 

AU/-H  A,  U/=  o. 

a"  Admettant  que  le  probleme  a  une  solution,  supposons  qu'on  envisage 
la  question  de  savoir  si  cette  solution  est  unique;  on  est  conduit  de  nou- 
vcau  aux  nombres  ki  et  aux  fonctions  Uj  correspondantes.  Car,  si  pour 
une  valeur  k  de  £  le  probleme  propose  a  deux  solutions  vu  *>,,  la  difference 
V  =  v{  —  Vi  s'annule  a  la  frontiere  et  verifie  a  l'interieur  l'equation 

AU  -4- A  U  =0. 


(')  1'oincar£,  Sur  les  equations  de  la  Physique  mathe'matique,  p.  65.  Ben- 
diconti  del  Circolo  maternatico  di  Palermo,  t.  VIII,  1894. 

(s)  Poincare,  Sur  les  equations  de  Physique  mathematique,  p.  148,  i4f). 
(*)  II  en  resulte  entre  deux  fonctions  (Jfl  U;  correspondent  a  des  nombres  kit  k) 

la  relation  U.UyrfT  =  o,  qui  permet  de  construire  le  developpement  con- 

forme'ment  a  la  methodc  hubituelle  de  la  Physique  mathematique. 
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II.  Par  analogic  avec  la  question  precedente,  envisageons  le  probleme 
qui  consiste  a  determiner  trois  fonctions  u,  v,  w  qui,  a  la  frontiere  d'un 
domaine,  prennent  des  valeurs  donnees  et  (jui,  a  l'interieur,  verifient  P  ) 

le  systeme  ( a). 

i°  Supposons  que  Ton  cherche  a  representer  les  fonctions  u,  v,  w  par 
les  developpements  formels  : 


no,  Vo,  Wo  elant  des  fonctions  de  x,y,  z  qui,  a  la  frontiere,  prennent  les 
valeurs  donnees  pour  u,  v,  w;  les  A<,  At  sont  des  cowstantes;  les  U/,  V,, 
Wj  sont  des  fonctions  de  x,  y,  z. 

On  trouve  immedratement  que  Ut,  V,-,  W,  doivent  s'annuler  a  la  fron- 
tiere et  verifier  le  systeme  (a),  ou  Ton  suppose  £  =  A,  (2). 

i°  D'autre  part,  si  Ton  admet  I'existence  de  la  solution  et  si  I  on  exa- 
mine la  question  de  savoir  si  elle  est  unique,  on  est  conduit  de  nouveau 
aux  nombres  A,  et  au\  fonctions  (  U,,  V,-,  W,)  correspondantes. 

MM.  Oosserat  ont  cherche,  d  une  part,  a  mettre  en  evidence  la  possi- 
bility des  developpements  (6),  ou  de  ces  developpements  modifies  par  le 
theoreme  de  M.  Mittag-Leffler,  et,  d'autre  part,  a  determiner  effective- 
ment  pour  des  corps  donnes  les  nombres  k,  et  l<  s  fonctions  U,.  Vt/  W 
correspondantes. 

II  est  tout  d'abord  essentiel,  en  ce  qui  concerne  le  premier  point  de 
preciser  1'enonce  de  la  question  a  I'egard  des  conditions  de  concmuite 
verifiees  par  les  inconnues.  II  ne  parait  plus  possible  ici,  comme  teia  arrive 
pour  Tequalion  de  Laplace  (3),  de  faire  abstraction  d»*  la  faeon  dont 
component  le**  derivees  a  la  frontiere. 


(')  On  peut  considerer  aussi  bien  le  cas  oil  Ton  aurait  des  seconds  membres 
qui  ne  seraienl  pas  nuls. 

(5)  De  la  resulte  eutre  deux  systemes  de  fonctions  (U<3  V.,  W,)   (U.,  Vfl  W;) 

correspondent  a  des  nombres  A-,,  k-t  la  relation  j  ^j* b  ^  kd .  —  o  qui  permet  <le 

construire  le  developpement  conform^ment  a  la  methode  habituelle  de  la  Phy- 
sique niathematique. 

(J)  Pour  l'equation  de  Laplace,  on  peut  resoudre  le  probleme  de  Dinchlet 
p\i is  s  occuper,  comine  I'a  fait,  par  exemple,  M.  Liapounoff,  de  la  facon  dont  se 
c.oinporlc  a  la  frontiere  la  derivee  normale.  Ici,  I'analogie  ne  semble  pas  pouvoir 
se  poursuivre  et  I'on  est  amsi  conduit  dans  les  demonstrations  a  des  restrictions 
an  sujet  de  I'existence  dc  la  solution.  11  est  a  rcmarquer  que  les  auteurs  qui  ont 
traite,  pa'-  exemple,  du  probleme  de  !a  sphere  'comme  Lord  Kelvin,  L;ime  et  les 
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La  premiere  question  a  trailer  est  de  determiner,  autant  que  possible, 
pour  quelies  valeurs  de  £  la  solution  (si  Hie  existe)  est  unique  MM.  Cos- 

serat  ont  etabh  (')  que  la  solution  est  unique,  non  seulement  pour  ^> 

comme  cela  resultait  des  recherches  anlerieures,  mais  m^me  pour 

-'<«r 

lis  ont  ensuite  etudie  u,  V,  w  comme  fonctions  de  £  (reel  ou  complexe) 
et  ils  out  cherche  a  etablir  (s)  que  ces  fonctions  sont  uniformed  et  ont 
tous  leurs  points  critiques  reels  et  situes  a  gauche  de  — i  9ur  l'axe  des 
quantites  reelles.  Mais  les  difficultes,  relatives  a  la  fagon  dont  les  derivees 
se  component  a  la  frontiere,  les  ont  conduits  a  jntroduire  dans  les  demons- 
trations des  restrictions. 

La  question  a  ete  reprise  depuis,  suivant  la  mSme  methode, par  M.  Korn  (3), 

qui  a  introduit  1'expression  ^  ^  ^ ;  d'autre  part,  en  appliquant  la  methode 

qui  porte  son  nom,  M.  Fredholm  (*)  et  a  sa  suite  MM.  Marcolongo  (5)  et 
Lauricella  (6)  ont  pu  etablir  egalement  que  u.  v,  w  sont  des  fonctions 

ineroniorphes  de  t-  

f  +  2 

Relativement  au  second  point,  MM.  Gosserat  ont  obtenu  pour  la 
sphere  (7)  les  nombres  kt  et  les  fonctions  U,-,  V,-,  W,  en  reprenant  les 


geometres  italieas)  ne  paraissent  pas  s'etre  preocup^s  de  preciser  linonce  de 
leur  probleme  et  d'examiner  si  la  solution  existe  effectivement. 

( ' )  Sur  les  equations  de  la  theorie  de  l'elasticilef{  Comptes  rend  us,  t.  CXXVI, 
1898,  p.  1089). 

( 5 )  Sur  la  solution  des  equations  de  I  'elasticity,  dans  le  cas  ou  les  valeurs 
des  inconnues  a  la  frontiere  sont  donnees  (  Comptes  rendus,  t,  CXXXIII,  1901, 
p.  i45). 

(')  Korn,  Solution  generate  du  probleme  d'equilibre  dans  la  theorie  de 
I'elasticite.  dans  le  cas  ou  les  deplacements  des  points  de  la  surface  sont 
donnes  {Comptes  rendus,  5  fevrier  1906);  Allgemeine  Losung  des  elastischen 
Gleichgewichtsproblems  bet  gegebenen  Verriickungen  an  dev  Oberflache 
(Sitzungsber.  der  Kgl.  Bayer.  Akad.  der  Wiss.,  t.  XXXVI,  1906,  p.  37), 
Annates  de  I'Ecole  Normal*  superieure,  1907;  Acta  mathematical  1908), 

"(4)  Fkediiolm,  Solution  d'un  probleme  fondamental  de  la  theorie  de  I'elas- 
ticite (Arkiv  for  Matematik,  Astronomi  och  Fysik,  t.  II,  n°  28,  6"  de- 
cembre  1905). 

(s)  Marcolongo,  La  teoria  delta  equazioni  integrali  e  le  sue  applicazioni 
alia  Fisica-matematica  {Bend,  delta  B.  Acc.  dei  Lincei,  I.  XVI,  b'  serie, 
5  mai  1907,  p.  742;:  La  theorie  des  equations  integrates  et  ses  applications  a. 
la  Physique  maihematique  {Annates  de  la  Faculte  des  Sciences  de  Toulouse, 
t.  X,  a*  serie,  1908). 

(*)  Lauricella. 

C)  On  peut  repeter  ici  des  raisonn^ments  analogues  &  ceux  faits  sar  liqua- 
tion \u  -+-  \k  -•-  /  =  o  avant  la  publication  du  Memoire  cite  de  H.  Poinca*£. 
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formules  donnees  par  Lord  Kelvin.  lis  les  ont  egalement  determines  pour 
I'enveloppe  spherique  (')  et  pour  I'ellipsoide  (2);  dans  ce  dernier  cas,  les 
fonctions  U„  V/,  W,  sont,  comme  pour  la  sphere,  des  polynomes. 

III.  Considerons  le  probleme  qui  consiste  a  determiner  une  fonction  v 
satisfaisant  aux  conditions 

dv 

(c)  +\v  +  f=o,  ^=°> 
ou  plus  generalement  aux  suivantes  (3)  : 

dv 

(d)  Ai  -r \v  -+-  /  =  o,         —  -t-  hv  =  o. 

Le  probleme  d'elasticite  analogue  a  celui  qui  est  defini  par  les  equa- 
tions (c)  consiste  a  determiner  trois  fonctions  u,  v,  w  verifiant  les  equa- 
tions (a),  et  pour  lesquelles  les  vaieurs  a  la  frontiere  des  composantes  de 
Teffort  sont  donnees. 

MM.  Gosserat  ont  etabli  que  les  seules  vaieurs  de  \>  pour  lesquelles  on 

est  certain  que  la  solution  est  unique,  sont  celles  plus  grandes  que  ^,  et 

que,  pour  la  valeur  ^  de     la  solution  ne  peut  6tre  unique;  i Is  ont  donne, 

pour  cette  valeur  ^  de  £,  les  expressions  de  U,  V,  W  qui  verifient  les  equa- 
tions (a)  et  qui,  a  la  frontiere,  annulent  I'effort  (*).  Ces  expressions  sont 
a  un  deplacement  d'ensemble  pres  : 

U  =  a0x  -+-  ^  ai(xi  —  y~  —  zi )     bxxy  -+-  c,  zx , 

{  V  =  a0y  -+-  axxy  -+-  ^  bx  (     x--+-  y*  —  zi)  -+-  c^yz, 

\V  =  a0  z      axzx  ■+■  b{  yz  -+-  ^  cx  ( —  x-  —  y- -+-  js*), 

a0,  at,  biy  c{  etant  quatre  constantes. 

lis  ont  determine  'es  nombres  A7  et  les  fonctions        V,-,  Wt  analogues 


(l)  Sur  la  deformation  in/iniment  petite  d'une  enveloppe  spherique  elas- 
tique  (Comptes  rendus,  t.  CXXXIII,  1901,  p.  326). 

(3)  Sur  la  deformation  infiniment  petite  d'un  ellipsoide  elastique  (Comptes 
rendus,  t.  CXXVII,  1898,  p.  3i5). 

(3)  Poincare,  Sur  les  equations  de  la  Physique  mathematique,  p.  ia5. 

(4)  Sur  un  point  critique  particulier  de  la  solution  des  equations  de  V  elas- 
ticity, dans  le  cas  ou  les  efforts  sur  la  frontiere  sont  donne's  (  Comptes  rendus, 
t.  CXXXIII.  1901,  p.  38a). 
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aux  nombres  ki  et  aux  fonctions  U/,  V/,  W,  du  paragraphe  II  pour  le 
cas  dc  la  sphere  (»),  de  1'enveloppe  spherique  (s)  el  de  1'ellipsoide  (3). 

I/etude  du  probleme  d'elaslicite  actuel  a  ete  reprise  toul  recemment  par 
M.  Kom  (*). 

IV.  II  est  a  remarquer  que  Ton  obtient  un  certain  nombre  de  resultats 
connus  en  supposant  les  donnees  choisies  de  telle  facon  que  les  inconnues 
u,  v,  w  soient  de  la  forme  (b),  les  seconds  membres  etant.des  sommes 
d'un  nombre  limits  de  termes. 

Ainsi,  MM.  Cosserat  onl  signale  le  cas  remarquable  oil  les  valeurs 
donnees  a  la  frontiere  des  composantes  de  reffbrt  sont.telles  que  u,  v,  w 
aieni  des  expressions  de  la  forme 

'e  If 

(/)    U  =  U0H  .  U,        v  =  v0H  V 

Ces  formulcs  donnent,  comme  cas  particuliers,  des  resultats  classiques 
obtenus  par  Lame  (3).  II  suffit  de  prendre  dans  U,  V,  VV  les  termes  afTectes 
de  la  constante  a0. 

Au  m^me  ordre  d'idees  peuvent  se  ratlacher  les  resultats  particuliers 
obtenus  en  i8g5  par  M.  Ghrce  a  1'egard  de  I'ellipsoicle  (Extrcice  5). 

833.  Le  probleme  de  Bar  re  de  Saint- Venant.  Theorie  des  corps 

minces.  —  MM.  E.  et  F.  Cosserat  ont  egalement  retrouve  la  solution  que 
Bane  dc  Saint-Venant  a  donnee  du  probleme  dc  la  flexion  des  poutres 
droites. 

Donnons  d'abord  quelques  indications  sur  ce  qu'on  appelle  la  torsion 
d'un  cylindre  droit.  Prenons  pour  axe  O  3  le  lieu  des  centres  de  gravite 
des  sections  droites*  cet  axe  reste  fixe  et  ne  subit  pas  de  changement  de 
longueur;  une  droite  quelconque  parallele  a  l'axe         se  change  en  une 


w, 


W. 


(4)  Sur  la  deformation  infiniment  petite  d'un  corps  elastique  soumis  a.  des 
forces  donnees  (Comptes  rendus,  t.  CXXX1II,  1901,  p.  271). 

(')  Sur  la  deformation  infiniment  petite  d'une  enveloppe  spherique  elas- 
tique (Comptes  rendus,  t.  CWXIII,  1901,  p.  3a6). 

(3)  Sur  la  deformation  infiniment  petite  d'un  ellipsoide  elastique  soumis  a 
des  efforts  donne's  sur  la  frontiere  (Comptes  rendus,  t.  CXXXIII,  p.  36i-364  ). 
Cctte  Nole  est  aussi  lelative  au  probleme  analogue  a  eclui  defini  par  les  equa- 
tions (d)  ( meme  remarque  pour  1'enveloppe  spherique  elastique). 

(4)  Korn,  Solution  generate  du  probleme  d'equilibre  dans  la  theorie  de 
I'elasticite,  dans  le  cas  ou  les  ejforts  sont  donnes  d  la  surface  (  Comptes  rendus, 
U  CX.LVI,  16  mar*  1908,  p.  078);  Annales  de  la  Faculte  des  Sciences  de 
Toulouse,  -a'  serie,  t.  X,  190R. 

(•)  Voir,  entre  autres,  le»  resultats  des  n°*  829,  830,  831,  ct  le  resultat  indique 
a  1'Kxercice  4,  a  la  fin  du  Chapitre. 

A.  —  HI.  4» 
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hefice  a  base  circulairt  autour  de  cet  axe,  de  sorte  que  les  compo- 
sanles  u,  V  du  deplacement  d'un  point  quelconque  du  cylindre  sont  de  la 
forme 

u  —  —  rj'z,       v  -  i  zx, 

z  designant  une  constante;  d'autre  part,  la  deformation  d  une  section 
droite  ne  varie  pas  avec  z,  et  Ton  a 

w  =  tcp(ar,  y). 
Pour  tout  point  interieur  du  cylindre,  on  trouvera  alors 

0  =  o,       N,  =  N,=  N;J=  o, 


une  torsion  ne  depend  done  que  du  module  jjl  et  la  deformation  a  lieu  sans 
changement  de  densite. 

Les  equations  (a)  sont  veriflees,  lorsqu'on  a 

dx*~*~dy*  "  °  * 

si  /,  m,  o  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  a  la  surface  laterale  du 
cylindre,  cette  surface  est  libre  d'efforts  quand 

.  do  dy  , 

/—!-  -h  m— -  —  ly  —  mx, 
dx         dy  J 

condition  par  laquelle  nous  acheverons  de  determiner  la  fonction  v.  Les 
efforts  sur  une  section  droite  quelconque  sont  tangentiels,  puisque  N3  =  o; 
ils  oat  une  resultante  perpendiculaire  a  0  z.  dont  les  composantes,  suivant 
les  directions  Or,  Oj, 

**/ J      d£)d*dy'  >"ff  (x *  %)  dxd^ 

sont  nulles;  on  peut,  en  effet,  ecrire  la  premiere  composante,  par 
exemple, 

=         [l  to  +  m$  ~ (J:r  -  mx)]  ds' 

en  vertu  de  la  transformation  de  Stokes.  Les  efforts  considered  ont  seule- 
ment  un  moment  resultant  dont  l'expression  est 

*"ff  (xt'y  yt  +  x  %  ~y £)  dx  d?> 

et  qu'on  appelle  moment  de  torsion. 
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Nous  considererons  maintenant  la  deformation  que  Barre  de  Saint- Venant 
a  appelee  flexion  circulaire  d'un  cylindre  droit.  Dans  une  telle  flexion, 
u,  T,  w  sont  de  Ja  forme  (/) ;  on  prend  dans  U,  V,  W  les  seuls  termes 
affectes  de  la  constahte  a^,  et  Ton  a 

«o=  -j \y%—  a?2),       v0  =  ^  xy,  w0=o; 

pour  tout  point  interieur  du  cylindre,  on  trouve  alors 

N,=  N2  =  T,  --=  T2=  T3=  o,  N3=a,#. 

L'axe  O  z  etant  le  lieu  des  centres  de  gravite  des  sections  z  =  const., 
cette  ligne  ne  subit  aucun  changement  de  longueur,  et  la  traction  rdsul- 
tante  sur  chaque  section  est  nulle.  Si  le  plan  de  flexion  est  en  meme  temps 
un  plan  principal  d'inertie,  une  section  z  —  const,  est  soumise  a  un  moment 
resultant  egal  a  a\  I,  I  etant  1c  moment  d'inertie  de  )a  section  droite  par 
rapport  a  un  axe  perpendiculaire  au  plan  de  flexion.  Une  fibre  quelconque 
de  la  poutre  reste  dans  un  plan  parallele  au  plan  de  flexion  Oxz,  puisque 
V  est  independant  de  z\  dans  ce  plan,  elle  prend  la  forme  d'une  parabole 
du  second  degre,  corame  le  montre  u.  Les  sections  z  ==  const,  restent 
planes,  corame  le  montre  w,  mais  leur  contour  change  de  forme.  Un 
plan  x  =  const.,  perpendiculaire  au  plan  de  flexion  et  parallele  aux  fibres 
de  la  poutre,  se  change  en  une  surface  du  second  degre. 

Nous  pouvons  actuellement  aborder  la  solution  du  probleme  de  la  poutre 
encastree  a  une  extremite  et  portant  une  charge  d  I 'autre  bout.  Nous 
aurons  encore  une  solution  u,  v,  w  de  la  forme  (/),  mais  nous  devrons 
prendre  trois  fonctions  U,  V,  W,  qui  ne  rentreront  plus  dans  le  type  (e), 
quoique  jouissant,  comme  nous  le  verrons,  de  proprietes  analogues.  Pour 
abreger,  nous  continuerons  a  proceder  en  partie  parvoie  synthetique.  Gon- 
siderons  le  deplacement 

FJ'=  y*~-LZ*j  s,       \'=axyz,        W  =  «  ^  £Z*—  3?/*—  ty)  * 


il  salisfera  aux  equations  (a),  pour  £  =  ^,  si,  £1  etant  independant  de  z.f 
on  a 


dx1        dy*  ' 


on  am  a,  pour  la  meme  valeur  de  £,  Nt  =  Ns  —  N3,  et  de  plus 

Sur  un  element  plan  dont  les  cosinus  directeurs  sont  I,  m,  o,  Teflon  sera 
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nul  si  /T,  ==  o,  c'est-a-dire  si 


+  m^L\  -  I  /(<r«— 3.f*)— m*^, 

condition  par  laquelle  nous  acheverons  de  determiner  la  fonction  /j  de  ar 
et  y.  Gela  pose,  il  n'agit  sur  une  section  droite  quelconque  qu'un  effort 
tangentiel,  dont  la  resultante  a  pour  composantes,  suivanl  les  direc- 
tions Or,  Oj, 

p*f /[;<*,-w-S]*'*''    -**ff{*y  + 

ces  composantes  sont  nulles,  d'apres  un  calcul  analogue  a  celui  que  nous 
avons  fait  dans  le  cas  de  la  torsion,  mais  le  moment  resultant  par  rapport 
au  point  de  la  section  sur  I'axc  Oz  est 

il  suffit  done  A'ajouter  au  deplacement  U',  V,  W  un  deplacement  de  tor- 
sion ( —  %xxyz,  y.zlzx1  attcp)  determine  comme  il  a  ete  dit  plus  haut,  et 
de  calculer  le  coefficient  ii  par  la  formule 

TtII  {xl+yt+x%~:yd£)dx  dy 

pour  avoir  une  solution  oil  le  moment  resultant  des  efforts  tangentiels  sur 
une  section  droite  est  nul  comme  la  resultante  de  ces  efforts  :  on  peut 
meme  ajouter  encore,  sans  modifier  aucun  des  caracteres  determinants  de 
la  solution,  le  deplacement  relatif  au  cas  de  la  flexion  circulaire.  Des  consi- 
derations tout  a  fait  analogues,  qu'il  est  inutile  de  developper,  conduisent 
a  la  determination  des  fonctions  harmoniques  u0,  v0,  w0  qu'il  faut  ici 
adjoindre  aux  fonctions  U,  V,  W,  conformement  aux  formules  (/).  Le 
resultat  final  est  le  suivant,  si  i'on  designe  par  P  la  charge  appliquee  a 
i'extremitt*  libre  z  =  L  de  la  poutre,  si  l'on  suppose  que  la  ligne  d'action 
de  celte  charge  est  un  axe  principal  d'inertic  de  cetle  extremite  libre,  et  si 

enfin  Ton  designe  par  I  le  moment  d'inertie  j* ^  x*  dx  dy  de  !a  section 

de  la  poutre ;  on  a 

p 

V  =  — ^xxzx  —  Lxy  ■+■  xyzh 


P  / 
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Cl 

u„    -      fz  -x0ys  +  —  (  L  -jr'i), 
P 

V0  -  To  JJ  h  .  (  L  —  j  )  a:y, 

Wo  =  —  3*  -f- t0 ?  -^x«; 

j(n  est  une  fonction  harmonique  dc  x  et^y,  determined  d'une  maniere  ana- 
logue a  /j,  par  la  condition  au  conlour 

et  la  constante  -0  est  fournie  par  la  relation 

■"*//  (r!+ r!+  x5  ~-r^) dxdy 

Les  fonctions  cp,  yt  sont  determinees  a  des  constantes  additives  pres, 
choisies  de  facon  que  lesdites  fonctions  s'annulent  au  point  situe  a  1'ori- 
gine  O,  en  sorte  que  ce  dernier  teste  fixe;  on  suppose,  en  outre,  que  1'ele- 
ment  de  ligne  dirige  suivant  l'axe  des  y  conserve  sa  direction  primitive; 
3  est  une  constante  qui  depend  de  la  maniere  dont  on  finit  de  fixer  la 
poutre  a  son  origine. 

Le  fait  que  la  solution  de  Saint-Venant  que  nous  venons  d'etablir  peut 
recevoir  la  forme  (/)  explique  deja  son  importance  ;  mais  cela  ne  suffit  pas 
encore  pour  en  degager  la  veritable  origine,  ni  pour  montrer  le  privilege 
singulier  qu'elle  possede  parmi  toutes  les  autres  solutions  que  peut  rece- 
voir la  question  indeterminee  qui  est  posee  dans  le  probleme  de  la  poutre 
droite.  Nous  allons  donner  quelques  indications  sommaires  sur  de  recentes 
recherches  de  MM.  E.  et  F.  Cosserat  (*),  qui  ont  jete  un  jour  nouveau  sur 
la  nature  de  ce  probleme.  Dans  leurs  travaux  anterieurs,  ils  avaicnt  consi- 
dere  les  fonctions  u,  w,  qui  verifienl  les  equations  de  la  theorie  de 
I'elasticite 

(f)         Au  -    :  -|—  —  X .        Av  +  ;-^  =  Y,  1W+E*=Z, 
■  Ox  Oy  dz 

et  des  conditions  a  la  frontiere  assurant  I'unicite  de  solution,  comme  des 
fonctions  de  r,  y,  a  et  de  £.  lis  ont  adopts  encore  un  .  autre  point  dc  vue , 
et  ont  regardc  u,  v,  w  comme  des  fonctions  de  x,  y,  z  et  d'un  on  pfu- 
sieurs  par ametres  gtomelriqu.es  entrant  dans  la  definition  de  la  frontiere, 


(')  K.ct  F.  Cossehat,  Sur  la  Mecaniquc  generate  (Comples  rendus,  t.  GXLV 
1907,  p.  1  i3g  ) ;  Stir  la  theorie  des  corps  minces  (  Comptes  rendus,  t.  CXLVI,  190b', 
p-  i6j). 
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Ce  uouveau  prohleme  d'analyse  conduit,  en  particulier,  a  la  theorie  des 
corps  minces,  qui  a  ete  developpee  en  1828  par  Poisson  ct  aussi,  peu  apres, 

par  Cauchy. 

Envisageons  un  cylindre  droit,  dont  les  bases  sont  dans  les  plans  paral- 
lels z  -  -+-  A,  z  h  ,  u,  V,  w  seront  des  fonctions  non  seulement  dc  x, 
y  5,  mais  aussi  de  h  ;  de  meme  les  valeurs  u0,  To,  W0  de  u,  v,  W  pour 
z  o  seront  des  fonctions  de  x,  y  et  de  h.  Le  but  poursuivi  par  Poisson 
et  Gaucby,  dans  leurs  recherches  sur  les  plaques  minces,  se  presente  alors 
de  la  maniere  suivanie  :  ils  se  proposaient  de  determiner  les  premiers 
termes  des  developpements  (qu'ils  supposaient  possibles),  suivant  les  puis- 
sances entieres  et  positives  de  h  et  de  z,  des  fonctions  u;  v,  w  el  de  leurs 
derivees  premieres,  et  en  particulier  les  premiers  termes  des  developpe- 
ments  de  ulM  v0,  wf,  suivant  les  puissances  entieres  et  positives  de  h\  ils 
admettaient  d'ailleurs  qu'il  devait  suffire,  pour  cettt:  determination,  de 
tenir  compte  des  donn^es  d  une  maniere  parlielle;  Poisson  se  servait  des 
resultantes  sur  la  surface  laterale ;  Gaucby,  des  valeurs  le  long  de.  La  sec- 
tion rnoyenne. 

Designons  avec  Kirchhoflf  par  ea*0,  ty0  les  coordonnees  d'un  point  du 
contour  des  bases  du  cylindre  precedent,  x0,y0  etant  lies  par  une  relation 
determinee;  tout  probleme  de  la  theorie  de  1'elasticite  ayant  une  solution 
unique  conduira  a  des  fonctions  u,  v,wde  x,y,z  et  du  parametre  e,pour 
lesquelles  on  pent  repeter  ce  qui  precede,  le  parametre  e  remplacant  h\  on 
irrive  ainsi  a  la  consideration  des  tiges  minces. 

Uepresentons  enfin  par  tx0,  iy§,  e*o  'es  coordonnees  d  un  point  de  la 
frontiere  d'un  corps,  x0i  y^  s0  etant  lies  par  une  relation  determinee; 
vs.  v,  w  seront  des  fonctions  du  parametre  e,  et  Ton  pourra  se  proposer 
I  Vtude  de  ces  fonctions  dans  le  voisinage  de  s  =  o. 

Une  part  tres  importante  de  Pceuvre  de  Barre  de  Saint-Venant  et  de 
Kirchhoflf  se  ratlache  a  Tetude  de  la  question  ainsi  posee,  sans  qu'ils  soient 
arrives  a  en  degager  la  veritable  difficulte  (*);  d'apres  MM.  E.  et  F.  Cos- 
serat,  cette  difficulte  consiste  en  ce  que,  gdneralement,  la  valeur  zero 
du  parametre  qui  s'introduit  nest  pas  un  point  ordinaire ,  comme  font 
admis  Poisson  et  Cauchy,  ni  meme  un  pdle,  mais  un  point  singulier 
essentiel.  Poisson  avait  cependant  pressenti  1'existence  d'un  tel  point  cri- 
tique, mais  il  n'en  a  tenu  aucun  compte  dans  la  suite  de  ses  recherches, 
pas  plus  que  Cauchy;  il  etait  important,  par  suite,  de  se  demander  ce  qui 
peut  subsister  de  leurs  resultats. 

Considerons  en  premier  lieu  la  plaque,  et  bornons-nous  au  cas  considers 
par  Poisson  et  Cauchy,  oil  les  efforts  sont  imposes  sur  les  bases,  les  don- 
nees  pouvant  etre  variees  sur  le  bord  lateral  ;  e».  •  herchant  d'abord, 
comme  eux,  des  fonctions  u,  v,  w  admeltant  h  =  o  l  orome  point  ordi- 
naire et  verifiant  les  equations  indefinies  (g)  ainsi  que  les  donnees  sur  les 


(l)  Voir,  en  particulier,  p.  1189,  §  IVdn  travail  insere  par  Saint-Venant  en  1843 
a u  Tome  XVII  des  Comptes  rendus. 
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bases,  apparaissent  des  conditions  restrictives  que  MM.  E.  et  F.  Cosserat 
ont  pu  ecarter  en  substiluant  dans  le  raisonnement  A5u.  A'v,  Asw 
a  u,  V,  w ;  en  procedanl  ensuile  comme  l  ont  fait  Poisson  et  Gauchy,  et 
en  poursuivant  la  determination  commencee  par  eux  des  coefficients 
des  developpements.  MM.  E.  et  F.  Cosserat  sont  arrives  a  ce  resultat 
remarquable  que  les  valeors  de  u,  v,  w  peuventen  quelque  sorte  se  somraer 
par  rapport  a  h  et  se  pr6se«tent  sous  la  forme  suivante  : 

[b)  n  =  ui+u2,      v  =  Vi-4-v2,      w  —  wt-+-w2, 

ou  us,  t$,  Wj  sont  determines  explicitement  au  moyen  des  efforts  sur  les 
Oases  et  des  composantes  X,  Y,  Z,  s'annulent  pour  z  —  o,  et  aussi  quand 
les  efforts  sur  les  bases  et  les  composantes  X,  Y,  Z  s'annulent;  enfin 
Ui,  Wi  s'expriment  explicitement  au  moyen  de  u0,  v0,  w0  et  de  leurs 
derivees,  et  sent,  par  rapport  a  z.,  des  polynomes  du  troisieme  degre 
pour  Uj ,  Vi  et  du  deuxieme  degre  pour  Wj ;  les  fonctions  u0,  v0,  w0  vet  ifient 
des  gquanons  aux  derivees  partielles  qui  preSentent,  a  regard  du  para- 
metre  h,  le  meme  caractere  que  u,  v,  w.  On  retrouve  ainsi,  en  particu- 
larisant  les  donnees,  la  solution  a  laquelle  est  arrived  M.  Maurice  Levy  (*) 
en  1877.  Si  Ton  Yeut  verifier,  au  moyen  des  valeurs  trouvees,  les  condi- 
tions sur  le  bord  lateral,  on  se  heurte  en  general  a  une  impossibilite,  qui 
se  presente  sous  la  forme  meme  mise  en  evidence  dans  la  remarque  que 
M.  Boussinesq  a  faite  en  1878,  a  la  page  108  du  Tome  LXXXVT  des  Comptes 
rendus. 

Considerons  maintenant  le  cas  d'une  tige,  et  supposons  avec  Poisson , 
j.our  simplifier,  que  la  section  transversale  de  cette  tige  soit  circulaire;  si 
i'on  cherche  des  fonctions  u.  v,  w  admettant  la  valeur  e  =  o  du  parametre 
je  Kirchhoff  comme  point  ordinaire ,  et  verifiant  les  equations  (g)  et  les 
conditions  a  la  frontiere  laterale  (ou  les  donnees  sont  supposees  admetlre 
aussi  £  =  o  comme  point  ordinaire  ),  on  est  encore  araene  en  general  a  envi- 
sager  £2u,  £*v,  e'w,  et  Ton  trouve  de  nouveau  uu  resultat  curieux:  si  Ton 
poursuit  les  developpements  commences  par  Poisson,  les  valeurs  cherchees 
j->  somment  par  rapport  a  e  et  ont  la  forme  (A),  oil  maintenant  u2,  V21  Ws 
iont  determines  explicitement  par  les  donnees  sur  la  face  laterale  et  par 
les  composantes  X,Y,  Z,  et  s'annulent  pour  x  —  y  =  o;  Ur,  Vi,  Wi  s'ex- 
^riment  explicitement  au  moyen  des  valeurs  u00)  v0o,  w(to  de  u,  v,  w 
pour  x  =  y  =  o  et  de  leurs  derivees,  et  sont,  par  rapport  a  .r,  y,  des  poly- 
umes  du  troisieme  degre  pour  Wj  et  du  deuxieme  degre  pour  Uj,  vt.  On 
retrouve  ainsi,  en  particulai  isant  les  donnees,  la  solution  de  Barre  de  Saint- 
Vtmant .  et  Ton  s'exphque,  dans  une  eertaine  mesure,  pourquoi  elle  appa- 
rait  dans  les  recherches  de  M.  Boussinesq  (*)  sur  les  tiges  minces.  II  y  a 


')  Comptes  rendus,  t.  LXXXIV,  J877,  p.  r><fi  ,  Journal  de  Mathematiques. 
S»seri<',  t.  Ill,  1877,  p.  219. 

VJ)  Comptes  rendus,  t.  LXXII,  p.  4<>7  ',  Journal  de  Math4matiqu.es,  Js'sirie, 
t.  XVI,  1871,  [).  ii);  3*  seric,  t.  V,  1879,  p.  i63. 
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d'ailleurs  impossibility  de  verifier,  en  general,  avec  la  solution  (h),  lea  con- 
ditions sur  les  bases,  a  moins  de  se  borncr  a  des  resultantes. 

Les  considerations  precedenles  justifient,  au  moins  a  l'lieure  actuelle,  la 
presence,  dans  la  Mecanique,  des  theories  directes  du  point  materiel,  de  la 
ligne  deformable  et  de  la  surface  deformable,  telles  qti'on  les  avail  concues 
avant  l'apparition  de  la  theorie  des  milieux  deformables  a  trois  dimensions, 
et  telles  qu'on  les  trouvera  exposees  par  MM.  E.  et  F.  Cosseiai,  dans  une 
Note  a  la  fin  de  rOuvrape. 

834.  Resistance  des  materiaux.  —  Mon  intention  primitive 
6tait  d'exposer  ici  les  belles  methodes  introduces  dans  la  science 
et  dans  l'enseignement  par  M.  Bertrand  de  Fontviolant,  professeur 
a  l'Ecole  Centrale,  pour  ramener,  a  un  principe  unique  et  a  une 
facon  d'operer  uniforme,  les  procedes  epars  autrefois  u sites  dans 
la  theorie  de  la  Resistance  des  materiaux.  Je  eomptais,  a  cet  effet, 
imprimer  dans  cet  Ouvrage,  avec  quelques  additions  de  1'auteur, 
1 'opuscule  intitule  Les  methodes  modernes  de  la  resistance  des 
materiaux,  par  Bertrand  de  Fontviolan t  (  Gauthier-Yillars 
et  Cie  1919).  Mais  le  developpement  que  j'ai  ete  amene  a  donner 
a  1'expose  des  recherches  de  M.  Bjerknes  et  de  M.  Villat  ne 
laisse  pas  une  place  suffisante  pour  la  theorie  de  M.  de  Fontviolant 
que  je  compte  exjjoser  dans  un  autre  volume. 


III.  -  MOUVEMENTS  INTERIEURS. 

835.  Mouvement  par  ondes  planes.  —  lmaginons  un  milieu 
elastique  homogene  isotrope  indefini  en  mouvement  sans  qu'au- 
cunc  force  exterieure  n'agisse  sur  les  elements  de  volume.  Les 
equations  de  ce  mouvement  sont  alors  donnees  par  les  for- 
mules  (20)  du  n°  828,  011  Ton  suppose  X  —  Y  =  Z  =  o  : 


dx      r  r  dt- 

n/  dy  •  dt- 

(              lX  )   1  1"   !^  AW  -  \  -j  -r— 

dz      '  1 •  dt* 


Nous  nous  bornerons  a  etudier  le  cas  le  plus  simple  d'un  mou- 
vement vibratoire,  a  savoir  le  cas  ou  les  deplacernents  u,  V,  W  de 
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chaque  point  jr,  y,  z  du  milieu,  a  l'instant  £,  sont  donnes  par  des 
expressions  de  la  forme 

/    u  —  p  cos  (a a:  -+-  by  -h  cz —  st  -+-  a), 
(5i)  I   v  =  q  cos(ajr  -+■  by  -+-  c:  —  .fif-f-a), 

(  w  —  r  cos(ax  -+-  6^  -+-  cz  —  st  -h  a), 

j9,  ^,  r,  a,  6,  c,  5  et  a  etant  des  constantes.  Le  mouvement  vibra- 
toire  ainsi  d£fini  s'appelle  mouvement  par  ondes  planes.  Nous 
allons  voir  60iis  quelles  conditions  un  mouvement  de  cette  nature 
peut  se  propager  dans  le  milieu.  Ce  probleme  est  analogue  a  celui 
de  l'etude  du  mouvement  ondulatoire  simple  d'un  liquide  pesant 
(n°  784). 

Nous  pouvons  d'abord,  par  un  changement  d'axes,  simplifier  les 


Fig.  375. 


Equations  (5i)  du  mouvement.  Pour  cela,  construisons  ( fig.  3^5) 
le  plan  II  ajant  pour  equation 

(II)  aX  +  6Y  +  cZ  =  o 

et.un  segment  OD  dont  les  projections  sur  les  axes  sont  egales 
a  p,  q,  r. 

D'apres  les  formules  (5i),  a  un  instant  quelconque     le  d6pla- 

cement  PP,  d'un  point  P(a?,  y,  z)  du  milieu  est  parallele  a  OD, 
PP 

et  le  rapport       est,  en  grandeur  et  signe,  donne  par  l'equation 
PP 

(52)  =  cos^aa?  -h  by  -+-  cz —  rt  +  i). 

Si  l'on  abaisse  du  point  P  la  perpendiculaire  PQ  sur  le  plan  II, 
on  a,  pour  la  distance  QP,  la  formule  el£mentaire 

QP  =  1  (ax  +  by  -h  e*)i 
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h  designant  la  quanlite  \/a2-\-  b2-\-c*.  La  relation  (52),  qui  donne 
le  deplacement  an  lemps  t,  prend  done  la  forme 

PP. 

jj£  =  co3(*QP -*<+-*). 

On  voit  qu'en  tous  les  points  P  situes  sur  une  meme  perpendi- 
culaire  an  plan  N,  les  segments  PP,  sont  paralleles  et  varient  en 
fonction  de  QP  comme  les  ordonnees  d  une  sinusoide. 

Forme  reduite.  —  Pour  simplifier  les  caiculs,  on  peut  toujours 
prendre  pour  plan  des  yz  le  plan  II,  et  pour  plan  des  xy  un  plan 
mene  par  OD  perpendiculairement  au  plan  II.  Le  segment  OD  est 
alors  dans  le  plan  des  xy,  et  la  nouvelle  valeur  de  sa  projection  r 
sur  Oz  est  nulle.  D'autre  part,  QPest  l'abscisse  x  du  point  P  dans 
le  nouveau  systeme  d'axes.  Par  rapport  a  ce  nouveau  systeme,  les 
projections  du  deplacement  PP4  sont  done  donnees  par  des  equa- 
tions de  la  forme 

(  u  =  pcos(Aa"  —  st-hOL). 

(54)  W  =  o, 
(  v  =  q  cos(hx  —  st  -+-  a), 

p,  q  designant  les  projections  de  OD  sur  les  nouveaux  axes  Ox 
et  Oy 

On  voit  que  les  divers  points  P  sont  animes  de  mouvements 
vibratoires  simples  identiques  s  effectuant  suivant  des  droites  pa- 
ralleles a  OD  et  ayant  tous  la  m£me  amplitude  maximum  egale 
a  zhOD;  mais  a  un  meme  instant  t  les  divers  points  ne  sont  pas 
dans  la  meme  phase  du  mouvement.  La  vitessc  d  un  des  points  P1 
a  l'instant  t  est  £videmment  parallele  a  OD;  elle  a  pour  projec- 
tions sur  les  axes  Ox  et  Oy 

—  —  ps  sin(hr —  5/-+- a), 

&v  . 

—  gssm(hx  —  s/-f-a) 

La  penode  T  du  mouvement  vibratoire  de  chaque  point 

(55)  T  =  — 


est  appelee  La  duree  de  la  vibration.  A 
Cherchons  quels  sont,  a  un  instant  determine  t,  les  points  P  du 
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milieu  qui  out  subi  le  nieme  deplacement  et  qui  possedent  la  nienie 
vitesse.  Ce  sont  les  points  pour  lesquels  les  deux  fonctions 

cos(hx —  st     a),    s\n(hx —  st  +  a) 
ont  des  valeurs  determiners 

cos  (3,    sin  [3, 

(■J  desionant  une  constant**.  Les  points  P  cherches  sont  done  situ£s 
sur  les  plans  ayant  pour  equations 

(56)  hx —  st  -h  rt  ==  [i  -+-  i  k  n  (Rentier): 

tous  ces  plans  sont  paralleles  au  plan  fl  et  equidistants.  La  plus 
courte  distance  /  de  deux  de  ces  plans  est  la  longueur  d'ondu- 
lation 


Quand  t  varie,  les  plans  paralleles  d£finis  par  l'equation  (56)  se 
deplacent  avec  une  vitesse 

dx  s 
~di  ~  h 

qu'on  appelle  vitesse  de  propagation 

(58)  G 

Ces  definitions  posees,  exprimons  que  les  valeurs  (54)  de  u, 
v,  w  verifient  les  equations  generates  (5o).  On  a  immediatement 

st  -h  a), 
st  ■+-  a), 

*'  +  «). 

st  -4-  a). 

Portant  ces  valeurs  dans  les  equations  du  mouvement  (5o).  on 
voit  que  la  derniere  est  identique,  car  w  est  nul;  les  deux  autres 
donnent,  apres  suppression  du  facteur  cos(hx  —  st  a)> 

(59)  P[?**  —  (A  +  ^)^]  =  o,       q(ps*—  iih*)  =  0. 


0— —  hp  sin  (hx  — 
Au  =  —  hl  p  cos(hx  — 
Av  —  —  h%  q  cos (A^r  — 

—  -  s*pco*{hx  — 
— —  -  —  s*qcos(hx  — 
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Ces  Equations  se  decomposenl  :  elles  montrent  qury  si  A  — (—  jji 
n  est  pas  nut,  Vune  des  quantitds  p  ou  q  doit  etre  nulle. 

i°  Si/)  —  o,  la  vibration  est  transversate;  la  direction  OD  de 
la  vibration  est  parallele  au  plan  de  l'onde,  c'est-a-dire  perpendi- 
culaire  a  la  vitesse  de  propagation.  La  deuxiemc  equation  (fy) 
donne  alors 

p  s~ —  uA*  =  o, 

d'ou,  pour  la  vitesse  de  propagation  des  vibrations  transversales, 

<*»>  G=s  =Vf-         ;  , . 

Dans  ce  cas,  9  =  o;  le  mouvement  a  lieu  sans  dilatation  ni  com- 
pression. 

2°  Si  q  —  o,  la  vibration  est  longitudinale ;  la  direction  OD 
de  la  vibration  est  perpendiculaire  au  plan  de  l'onde,  c'esl-a-dire 
parallele  a  la  vitesse  de  propagation.  La  premiere  des  equa- 
tions (5g)  donne  alors 

ps- —  (X  -+-  i  nJh*  —  o, 
d'ou,  pour  la  vitesse  de  propagation  des  vibrations  longitudinales. 

(6.)  G=I  =  ^___e. 

Dans  ce  cas,  les  deplacements  u,  V,  w  derivent  de  la  fonction 
<p  =  ^  iin(/tx  —  st  -f-  a); 

la  rotation  moleculaire  est  nulle  a  cliaque  instant. 

En  resume,  un  milieu  elastique  determine  ne  peut  transinettre 
que  deux  sortes  de  vibrations  par  ondes  planes,  des  vibrations 
transversales  ou  des  vibrations  longitudinales,  se  propageant  avec 
des  vitesses  prnpres  caracteristiques  du  milieu  et  independantes 
de  ramplitude  et  de  la  longueur  d'onde. 

Les  phenomenes  lumineux  sont  attribues  aux  vibrations  d'un 
milieu  elastique,  que  I  on  considere  comme  isotrope  pour  les  corps 
non  cristallises,  mais  qui  possede  la  propriele  exprim£e  par  l'equa- 
lion  X-|-2{x=:o.  Alors  la  vitesse  de  propagation  des  vibrations 
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longitudinals  est  nulle  et  le  milieu  lie  peat  propagef  que  des 
ondes  planes  a  vibrations  transversalea. 

Au  eontraire,  pour  un  fluide  parfait,  p.  =  o,  car  un  fluide  parfait 
ne  peut  pas  exercer  d'efforts  tangentiels  interieurs 

T,=  Ts-T3=o; 

la  vitesse  de  propagation  des  vibrations  transversales  est  done 
nulle,  et  le  fluide  ne  peut  propager  que  des  vibrations  longitu- 
dinales. 

Remarque.  —  Si  A -hp  etait  nul,  les  equations  (59)  pourraient 
etre  satisfaites  en  donnant  a  p  et  q  des  valeurs  quelconques  et  en 
prenant 

p«5— |x/l4  =  o. 

EXERGICES. 

1.  Verifier,  d'apres  les  expressions  des  N  et  Tea  fonction  des  c,  y,  que  les  inva- 
riants de  la  quadrique  (Q)  du  n°  822  s'expriment  sous  forme  entiere  en  fonction 
des  invariants  de  la  quadrique  (E). 

2.  Traiter  les  exemples  des  n"  829  et  830,  en  1eur  appliquant  la  forme  des  con- 
ditions aux  limites  donnees  au  n°  827,  pour  le  cas  ou  les  defacements  d6rivent 
d'une  fonction  9. 

3.  Dans  le  cas  ou  les  deplacements  u,  v,  w  derivent  d'une  fonction  f,  les 
forces  de  volume  X,  V,  Z  4tant  nulles,  ramener  liquation  que  ve>ifie  9  a  l'equa- 
tion  de  Laplace. 

Reponse.  —  On  a  dans  ce  cas 

6  =  /:,      Af  =5  k. 

Soit  alors 

^?(i,r,:)-^(x!+v'+:»); 

on  a 

les  conditions  aux  limites  s'^crivent 


4.  fiquilibre  d'une  enveloppe  spherique  creuse  soumise  sur  set  deux  facet 
a  des  pressions  nor  males  et  uni/ormes . 

Riponse.  —  Prenons  comme  origine  le  centre  0  de  1'enveloppe,  et  appelons  R, 
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et  R,  les  rayons  inlerieur  et  exterieur,  P0  et  P,  les  pressions  interieurc  et 
exterieure  par  unite  de  surface.  Par  raison  de  symetrie,  on  voit,  comme  pour 
l'enveloppe  cylindrique  (n°  831),  que  le  defacement  d'un  point  M  a  lieu  suivant 
le  rayon  OM  et  est  fonction  de  la  seule  distance  OM  =  r. 

Posons 

x  y  z 

U  =  e  -  ,      v     £  — ,      w  =  e-» 
r  r  r 

e  6tant  une  fonction  de  r.  Ces  defacements  derivent  de  la  fonction 


En  ecrivant  que  8  est  constant  et  egal  a  3c,  on  a 


dt        e      0  b 

—  h  2  -  =  3  c,       e  =  cr  h  ; 

dr        r  r 

'        2  b 

9  —  -  cr2   

2  r 


Les  conditions  aux  iimites  donnent  ensuite 

_       R^-RjP,  .  _  (Pn-P,)RgR^ 

C-  (3X-*-2u.)(R?-R§)'  4H.(Rr-R-^  ' 

expressions  qui  contiennent  encore  £ —  ^  au  d£nominateur,  en  posant 

5  =  -*, 

(Lame,  Lecons,  e*c.  Sarrau,  Notions  sur  la  tke'orie  de  I'elasticite  p.  4^;  Gau- 
thier-Villars). 

5:  Equilihre  d'un  ellipsoide  elastique  tournant  avec  une  vitesse  angulaire 
constants  to  autour  d'un  de  ses  axes  Oz.  On  neglige  la  pesanteur  et  la  pression 
atmosphe>ique. 

Dans  cet  exemple,il  n'y  a  pas  dc  forces  a  la  surface,  X,  =  Yc  —  Zc  -  o;  sur  les 
elements  de  volume  agit  la  force  centrifuge.  Soit  r  la  distance  d'un  point  P  a 
I'axe;  la  force  X,  Y,  Z  derive  de  la  fonction  U  =  --  w2r2. 

M.  C.  Chree,  qui  avait  deja  £tudie  le  probleme  precedent  dans  le  Quarterly 
Journal  de  1888,  a  '.ratte  en  1890,  dans  le  mime  Recueil  (voir  aussi  le  travail 
anterieur  insure  dans  les  Proceedings  of  the  Royal  Society,  Vol.  LVIII),  le  cas 
plus  general  dans  lequel  la  force  X,  Y,  Z  derive  de  la  fonction 


U  =  -  (P        Qy'-h  R^5), 


P,  Q,  R  etant  des  constantes  et  les  axes  de  coordonnees  etant  les  axes  de  l'ellip - 
sol'de.  II  suppose  mime  que,  sur  la  surface,  les  efforts,  au  lieu  d'etre  nuls,  peuvent 
etre  normaux  et  d'une  forme  analogue  a  celle  de  U. 


6.  Equilibre  d'un  corps  elastique  pesanC  immerge  dans  un  liquide  par  fait 


CHAPITRE  XXXVIII.  — 


NOTIONS  SUR  LA  THEORIE  DE  LELAST1CITE.  655 


de  meme  densite  soumis  d  une  pression  exterieure  donne'e  (Cosserat,  Comptcs 
rendus,  fin  de  la  Note  du  19  aout  1901). 

7.  Lorsqu'un  milieu  elastique  est  infiniment  peu  deforme  par  des  forces  exti- 
rieures  appliquees  exclusivcment  a  sa  surface  (n°  828),  on  a  A9  —  o;  en  outre, 
les  trois  deplacements  u,  v,  w,  les  six  deformations,  e.,  y£,  el  les  six  quan- 
tity N,,  T,  verified  t  liquation  AA?  =  0. 

8.  Recherches  de  M.  Lauricella  (p.  639).  —  On  trouvera  ces  recherches  dans 
les  Recueils  suivants  :  Bend.  Acc.  Lincei,  5*  serie,  t.  XV,  i*r  et  1'  sem.  1906; 
Nuovo  Cimento,  5*  serie,  t.  XIII,  1907;  fiend.  Acc.  Lincei,  5'  se>ie,  t.  XVI, 
a*  sem,  1907,  et  t.  XVII,  a»  sem,  1908;  Acta  mathematica,  1908. 
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CHAPITRE  XXXIX. 


Equations  dd  iocvement  d'un  fluide  visqueux. 


836.  Efforts  interieurs  dans  un  fluide  visqueux  —  Nous  avons  appele" 
fluide  parfait  (n°  722)  un  fluide  dans  lequel  tous  les  efforts  interieurs 
sont  des  pressions  normales  aux  elements  sur  lesquels  elles  s'exercent. 
!Yfar$,  comrae  nous  l'avons  dit,  un  fluide  parfait  est  une  abstraction  dont 
les  fluides  natureta  s'arpprochent  plus  ou  moins.  Dans  tous  les  fluides, 
m&me  dans  les  plus  mobiles,  i)  existe  une  certaine  viscositi  due  au  frotte- 
ment  intecieur. 

Diverses  methodes  ont  ele  proposees  pour1  tenir  compte  de  la  viscosite  : 
nous  expo&erons  iei  la  theorie  le  plus  ordinairement  adoptee  dont  Forigine 
remonte  aux  recherches  cle  Navier  et  de  Poisson;  cette  theorie  est  sortout 
satisfaisante  quand  les  vitesses  des  particules  du  fluide  sont  petites. 

La  methode  que  nous  allons  exposer,  qui  est  due  a  Barre  de  Saint- 
Ven?nt(J)  et  a  Stokes  (*),  est  analogue  a  celle  que  nous  avons  suivie  pour 
^tablir  les  equations  de  1'elasticite. 

Tout  d'abord,  on  peut  appliquer  au  fluide  lout  ce  qui  a  ete  dit  des  efforts 
dans  un  milieu  continu.  A  chaque  instant,  en  chaque  point  du  fluide, (ces 
efforts  sont  caracterises  par  les  six  quanlites  Nlf  N2,  N3,  T|,  Ts,  T3  (n°616) 
qui  sont  fonctions  de  a?,  jk,  z,  r. 

Si  Ton  appelle  X,  Y,  Z  la  force  exterieure  rapportee  a  Tunite  de  masse 
agissant  au  point  P(x,  y,  z),  J.r,  Jr,  Jz  les  projections  de  l'acceleration  de 
la  parlicule  liquide  placee  en  P,  et  p  la  densite  en  ce  point,  les  equations 
du  mouveroent  sont  (n*  616) 


(})  Cqmptes  tendus,  t.  XVH,  i8^3,  p.  ia4<j. 

(*)  On  the  Theories  of  the  internal,  friction  of  fluids  in  motion  (Trans. 
Cam*.  Phil.  So*.,  t.  VHI,  i845,  p.  287). 


dN, 

dx 
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Nous  poserons  en  consequence,  dans  un  fluide  visqueux, 


Nous  pourrons  dire  alors  que,  si  le  fluide  etait  parfait,  N\,  N',,  N'3,  Tt, 
Ts,  T3  seraient  nuls,  en  chaque  point,  a  chaque  instant. 

D'autre  part,  si  le  fluide  tout  en  elant  visqueux,  etait  en  equilibre,  les 
m6mes  quantites  N't,  N'2,  N'3)  Tlt  T2,  T3  seraient  aussi  nulles,  car,  pour 
qu'un  fluide  visqueux  ou  non  soit  en  equilibre,  it  faut  que  tous  les  efforts 
interieurs  soient  des  pressions  normales  (n°623).  D'apres  cela,  les  quan- 
tites N',,  Nj,  N's,  TM  T2,  T3  s'annulent  quand  toutes  les  vitesses  sont 
nulles. 

837.  Determination  des  efforts  en  fonction  des  derivdes  des  com- 
posantes  de  la  Vitesse.  —  Dans  un  fluide  en  mouvement,  lorsque  t  varie 
de  t  a  t  -+-  dty  les  points  P  du  fluide  subissent  des  deplacements  PPt  ayant 
pour  projections 

(3)  u  =  u  dt,       v  —  vdt,       w  =3  w  dt. 

Si  Ton  prend  un  element  fluide  dm  entourant  le  point  P  a  I'instant  ty 
cet  element,  a  l'instant  t  -f-  dt,  prend  une  nouvelle  forme  et  une  nouvelle 
position  dmx  entourant  Pt.  Nous  avons  vu,  au  n°  705,  qu'on  peut  passer 
de  dm  a  dmx  en  faisant  subir  a  dm  : 

i°  Une  translation  d'ensemble; 
2°  Une  rotation  d'ensemble  ; 
3°  Une  deformation. 

Le  frottement  resulte  uniquement  du  deplacement  relatif  des  points  du 
fluide  :  la  translation  et  la  rotation,  n'alterant  pas  les  positions  relatives 
de»  points  de  l'element  dm,  ne  donnent  naissancea  aucun  frottement  inte- 
rieur;  c'est  seulement  la  deformation  qui  determine  le  frottement. 

Le«  quantites  N', ,  N',,  N's,  T,,  T2,  T3,  qui  represented  1'efTet  du  frotte- 
ment interieur,  dependent  done  uniquement  des  elements  caracteristiques 
de  la  deformation  subie  par  dm.  Or,  nous  savons  que,  dans  une  deforma- 
tion infiniment  petite,  definie  par  les  deplacements  u,  V,  w,  les  six  ele- 
ments caracteristiques  de  la  deformation  sont  (n°  684) 

dx  '        dy       dz  ' 

actuellement,  d'apres  les  expressions  (3)  des  deplacements  u,  v,  w,  ces 
six  quantites  sont 


A  —  HI.  4a 
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et  la  dilatation  cubique  9  a  pour  expression 


(du  du  **w\di 
dx      dy       dx  ) 


Ces  quantites  £  et  y  sont  deTordre  dt  :  les  six  quotients 

«>  •••• 

•ont  finis  et  mesurent  ce  qu'on  peut  appeler  la  vitesse  de  deformation 
en  P;  ces  quotients  sont 


(5) 


du  do  ,  dt** 

1    dr  *y  dz 

t      dw      dt>  t      du      dw  ,       dv  du 


Le  quotient  de  8  par  rff  mtture  de  me  me  la  vitesse  de  dilatation 
cubique  6'  : 

a/  dv      dw       .       ,  . 

(6)  9^-  +  ^  +  ^  =  e'1^e,  +  t'3. 


Les  quantites  N',,  IVt,  N'a,  T,,  T,,  T*  sont  alors  des  fonctions  de  e^, 
Yn  Tt»  Ts  s  annulant  quand  toutes  ces  variables  sont  nulles,  car  les  N',  T 
sont  rtuls  dans  l'equilibrey  comme  nous  Tavons  dit  plus  haut.  Nous  admel- 
irons  que  les  vitesses  u,  v%  w  et  leurs  derivees  par  rapport  a  x,  y,  z  soient 
asses  petites  pour  qu'on  puisse  negliger  ies  caries  et  les  produits  de  ces 
derivees.  Alors,  en  developpant  par  la  formule  de  Mac-Laurin  les  N'  et 
les  T  considered  comme  fonctions  des  er_,  f',  on  pourra  borner  ces  deve- 
lOppements  aux  termes  du  premier  degre  et  prendre  pour  les  N'  et  les  T 
des  fonctions  lineaires  et  homogenes  des  e',  yr.  Ces  s»x  fonctions  lineaires 
de  six  variables  contiennent  trente-six  coefficients;  mais,  le  fluide  etant 
isotrope  dans  la  particule  infiniment  petite  dm,  les  considerations  de 
symetrie  employees  en  elasticite  (n°  821)  permeltent  de  reduire  ces  coef- 
ficients a  deux  et  donnent  finalement,  pour  les  N'  et  Jes  T,  les  expressions 
suivantes  en  Jonction  de  e',  y'  : 

(7)  N^-VO'-a^,  t^-^, 

X'  et  {*'  designanl  deux  constantes  analogues  aux  constantes  X  et  jx.  de  la 
theorie  de  l'elasticite.  D'apres  les  valeurs  (-6)  des  V,  f  \  oa  a  finalenaent 


(8) 


CHAP.  XXXIX.  —  EQUATIONS  DU  MOUVEMENT  OWN  FLU  IDE  VISQDEl'X.  65$ 

En  se  important  aux  equations  (•>.),  on  a 


(9) 


fx  .  du  ^  ,  /  dw       dv  \ 


838.  Equations  du  mouvement.  —  D'apres  ces  valeurs  (9)  des  N  el  T. 
les  equations  du  mouvement  (1)  deviennent 


(10) 


%  -  (X'  +  &  ^  ~  **'Am  =  P(X  -  J'>' 


du  dv  dw 
dx      dy  dz 


oil  Jxi  J/>  s'expriment,  comme  nous  1'avons  vu  dans  la  cinematique  des 
fluides,  soit  avec  les  variables  de  Lagrange,  soit  avec  celles  d'tiuler. 

Cas  dun  liquide  visqueux.  —  Pour  un  liquide  incompressible,  0'  est 
aul  :  les  equations  du  mouvement  (10)  prennent  done  la  forme 

{ 2e 

I  dx 
dp 
dy 
dp 
dz 


Hi) 


\i'  \u 

—  p(X 

fx'  Aw 

=  p(Y 

-  J/), 

ut'  liv 

=  p(Z 

avec  un  coefficient  fj.'  appele  coefficient  de  viscosite  du  liquide. 

Ca$  dTi//i  ^aa.  —  Pour  les  gaz,  on  fait  quelquefois  une  hypothese  sup- 
plemental permettant  d'etablir  une  relation  entre  X'  et  jji'.  Cette  hypo- 
these est  la  suivanie  : 

Si  {'element  gazeux  dm  se  dilate  egalement  dans  toutes  les  direc- 
tions, les  composantes  normales  Ni,  N2>  N;(  deviennent  cgales  a  fa 
pression  p,  ou  encore  les  quaulites  .^',,^5,  N'3  deviennent  nulles. 

Dire  que  ('element  dm  se  dilate  egalement  dans  tous  les  sens,  c  est  dire 
que  I'ellipsoide  des  dilatations  (  n°  668)  est  une  sphere  e,  =  c2=£3,  et,  £ar 
suite,  t\  =  e'2  =  e'3 .  Les  IN'  donnees  par  les  relations  (7)  devraient  done 
s'annuler  quand  e.',  =  s,  =  e';1)  ce  qui  exige 

(ia)  JX'-haf*'  =  o,      ou  —  o 

en  posant  5  —  -  +1. 

Paimi  Us  apphealions  de  ces  equations,  nous  mentionnerons  la  demons- 
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tration  theorique  ires  simple  qu'on  peut  donner  des  k>is  de  I'ecoulement 
d'un  liquide  dans  un  tube  capillaire,  obtenues  expe>imentalement  par  Pol- 
seulle,  leiude  de  la  resistance  opposee  par  un  fluide  au  mouvement  d'un 
solide  (voir  J.  Boussinbsq,  Thtorie  analytique  de  La  chaleur,  I,  (I 
note  I,  Paris,  1903,  p.  197-263).  On  en  trouvera  quelques  autres  dans 
I'Ouvrage  souvent  cite  de  Basset,  dana  \fHydrodynamique  de  Lamb, 
dans  la  Afecanique  de  Kirchhoff,  dans  lea  Lemons  sur  la  theorie  des 
tourbillons  de  Poincare,  dans  divers  Memoires  de  M.  Boussiaesq,  enftn 
dans  ia  These  de  M.  Nau  sur  ie  ciapotis  (Gauthier-VilJars,  1896).  Duhem 
a  indique",  dans  les  Compits  rendu*  du  ta  mar  1902,  une  autre  theorie  dela 
viscosit6,  et  l'a  developpe'e  dans  ses  ftechtrohes  sur  I'Hydrodyntimique, 
\rt  et  ae  series,  1903-1904. 
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